Geometrische Extremwertaufgaben
in dynamischer Behandlung

Heinz Schumann, Weingarten

“Da die Einrichtungen der ganzen Welt die vorziiglichste
ist, und da sie vom weisesten Schopfer herstammt, wird
nichts in der Welt angetroffen, woraus nicht irgendeine
Maximum- oder Minimumeigenschaft hervorleuchtet.”
Leonhard Euler (1707-1783)

Prof. Dr. Heinz Kunle zum 70. Geburtstag

Abstract: Dynamic treatment of geometric extreme value prob-
lems. There are some shortcomings in the treatment of extreme
value problems in current schoolbooks. Most extreme value prob-
lems are geometrical problems. The methods of dynamic geom-
etry open up new possibilities of preformal treatment of geo-
metrical extreme value problems. Figures made movable by di-
rect manipulation permit an experimental investigation of their
quantitative characteristics with the goal of detecting extremal
properties and determining them approximatively. [llustration of
quasi-empirical functions in the form of graphical representations
is an important technique. Cabri Géométre II is recommended
as an appropriate tool.

Kurzreferat: Die Behandlung der Extremwertaufgaben in den
aktuellen Schulbiichern weist gewisse Miangel auf. Der grofite
Teil der Extremwertaufgaben ist von geometrischer Art. Die
Methoden der dynamischen Geometrie erdffnen neue Mog-
lichkeiten der praformalen Behandlung geometrischer Extrem-
wertaufgaben: Durch direkte Manipulation beweglich gemachte
Figuren gestatten eine experimentelle Untersuchung quantitativer
Figureneigenschaften mit dem Ziel, extremale Eigenschaften zu
entdecken und approximativ zu bestimmen. Ein wesentliches
Mittel ist dabei die Veranschaulichung quasi empirischer Funk-
tionen in Form von Schaubildern. Als addquates Werkzeug wird
Cabri Géométre II verwendet.

ZDM-Classification: G40, R60

1. Einleitung

Das Optimieren, zu dem auch das Losen von Extremwert-

aufgaben gehort, ist eine der fundamentalen Ideen fiir den

Mathematikunterricht (vgl. u.a. Schupp 1997). Der moti-

vationale Bezug ist klar: Unsere Lebensgestaltung kann als

ein permanenter Optimierungsprozess aufgefafit werden.
Leider ist z.B. die lineare Optimierung im R? bzw. R3
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mit einem gewissen lebenspraktischen Bezug nicht mehr
verbindlicher Unterrichtsgegenstand in der Sekundarstufe
I bzw. II; sie ist, wie manch anderer Unterrichtsgegen-
stand, den kostenminimierenden Stundentafelkiirzungen
zum Opfer gefallen. Auch wird die Klasse der schonen
und anwendungstréachtigen isoperimetrischen Probleme im
Mathematikunterricht nicht thematisiert. Fiir echte An-
wendungsprobleme, wie sie in der Variationsrechnung
oder im Operations Research behandelt werden, fehlt das
mathematische Werkzeug — und die Unterrichtszeit.

Einen unterhaltsamen Uberblick iiber die inhaltliche und
methodische Vielfalt der Maxima- und Minima-Aufgaben
geben die betreffenden Kapitel in den als “klassisch” gel-
tenden didaktischen Arbeiten von Rademacher/Toeplitz
(1930), Pdlya (1962) und Courant/Robbins (1962); neuere
didaktisch orientierte Monographien {iber elementare Be-
handlungen von Extremwertaufgaben stammen von Quais-
ser/Sprengel (1986), Claus (1992) und Schupp (1992).
Armlich wirkt gegeniiber dem Inhalt solcher Arbeiten
das Repertoire an Extremwertaufgaben, die mittels Dif-
ferentialrechnung der Funktionen einer reellen Variablen
gelost werden konnen, und die sich im Laufe nahezu
eines Jahrhunderts, seit der zogerlichen Einflihrung der
Infinitesimalrechnung an Gymnasien im Gefolge der “Me-
raner Vorschliage” (1905), angesammelt haben.

Neben den sogenannten Funktionsbestimmungsaufgaben
dienen die Extremwertaufgaben der Anwendung der
Kurvendiskussion im Rahmen eines “aufgabenstellen-
den” Mathematikunterrichts. Dabei lassen die aktuellen
lehrplankonformen Schulbiicher der gymnasialen Ober-
stufe im allgemeinen folgende Méngel bei den Aufgaben-
stellungen erkennen: Die Mittel zur Veranschaulichung
von Aufgabenstellungen sind beschrinkt; es gibt nur
geschlossene Aufgaben und nur 16sbare Aufgaben (keine
Problematisierung der Existenz einer Losung!); Auf-
gabenagglomeration (keine strukturierende Aufgabense-
quenzierungen); fragwiirdige Einkleidungen (sog. “Plan-
tagenaufgaben”); zu wenig Aufgaben, die sich fiir eine
(grobe) mathematische Modellierung eignen; die Minima-
Aufgaben sind unterreprisentiert; Vernachléssigung der
heuristischen Dimension (Aufgaben mittels Analogisieren,
Generalisieren etc. generieren!); es fehlen Aufgaben, die
die Grenzen des Ldsens mittels schuliiblicher Differential-
rechnung aufweisen.

Das Losen der Extremwertaufgaben ist gekennzeichnet
durch einen Losungsschematismus, ohne Reflexion der
Methodenangemessenheit und des Inbeziehungsetzens zu
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anderen Losungsmethoden. (Wenigstens angedeutet ist das
in der “Infinitesimalrechnung” von Keil et al. 1991; als
nahezu vorbildlich zu nennen ist in dieser Hinsicht das
leider nicht mehr vertriebene Schulbuch von Dankwerts
et al. 1991.) So wird z.B. auch auf quadratische Zielfunk-
tionen das entsprechende Losungsschema angewendet —
ganz abgesehen von den zahlreichen Aufgaben, die ele-
mentar mittels der Ungleichung vom arithmetischen und
geometrischen Mittel (Wo kommt diese Ungleichung in
ihrer allgemeinen Form im mathematischen Grundstudium
vor?) 16sbar sind.

Letztlich sind die hier aufgelisteten Mingel die Folge
eines tradierten Curriculums, in dem der Lehrer/die
Lehrerin, unter Zeit- und Stoffdruck stehend, gute Prii-
fungsergebnisse mit seiner/ihrer Klasse im Abitur erzie-
len muB, um als “guter” Lehrer/“gute” Lehrerin an-
erkannt zu werden. — Die Frage nach dem mathematischen
Bildungswert wird langst nicht mehr gestellt! — Dies-
beziigliche Vorschldge fiir eine Verbesserung der mathe-
matischen Aufgabenkultur beinhaltet z.B. die Methode des
Open-Ended Approach (Becker/Shimada, 1997).

Ein weiteres Manko des Analysisunterrichts ist die
fehlende Integration von Computeralgebrasystemen als
Komponenten mathematischer Assistenzprogramme wie
z.B. Derive, Mathematica (mittels dem sich auch Ex-
tremwertaufgaben mit Nebenbedingungen automatisch
16sen lassen!). Ein erstes ansprechendes Integrationskonzept
unter Verwendung von Derive, in dem die oben genann-
ten Mingel bei der Behandlung von Extremwertaufgaben
weitgehend beseitigt sind, hat Baumann (1998) in einem
projektorientierten Unterrichtswerk vorgelegt. — Ob es nun
bald ein Abitur gibt, bei dem Mathematikaufgaben mit
Computeralgebra gelost werden konnen und sollen? —
Oder hat der Autor fiir seine perspektive Behandlung der
Analysis nur einen mutigen Verlag gefunden und das In-
teresse von ein paar Computerfreaks in der Lehrerschaft?

2. Die dynamische Behandlungsmethode

Wir gehen nun auf die Nutzung der dynamischen Com-
putergrafik zur Behandlung von geometrischen Extrem-
wertaufgaben ein:

Die geometrischen Extremwertaufgaben oder die Ex-
tremwertaufgaben, die sich geometrisch modellieren lassen,
bilden den groften Teil des Repertoires an Extremwertauf-
gaben. Sie setzen die Beherrschung der planimetrischen
und stereometrischen Berechnungsaufgaben der Sekun-
darstufe I voraus. Im Sinne des Spiralcurriculums bilden
die geometrischen Extremwertaufgaben der Sekundarstufe
I eine Fortsetzung dieser Berechnungsaufgaben.

In einer traditionellen Lernumgebung sind die geo-
metrischen Figuren bzw. ihre zeichnerische Représentanz,
auf die sich die Berechnungsaufgaben beziehen, starr;
sie konnen durch Bildersequenzen nur unzureichend vor
dem “geistigen Auge” beweglich gemacht werden (wenn
wir einmal vom fliichtigen Eindruck eines entsprechen-
den fremdgesteuerten Unterrichtsfilms, der meist nur einen
Satz geometrischer Daten visualisieren kann, absehen).

Peter Treutlein, Direktor des damaligen Karlsruher
Goethe-Realgymnasiums, hat schon in seinem 1911
erschienenen bahnbrechenden Werk iiber den Geome-
trieunterricht die Forderung nach der Figurenbeweglich-

216

ZDM 98/6

keit folgendermaflen formuliert:

“Als einer der Hauptunterschiede altgriechischer und neuzeitli-
cher Geometrie gilt das, da3 in jener die Figuren sdmtlich als
starr und fest gegeben angenommen werden, in dieser als be-
weglich und gewissermaBen flieBend, in stetem Ubergang von
einer Gestaltung zu anderen begriffen. Sollen unsere Schiiler in
die heutige Form der Wissenschaft und gar gelegentlich in deren
Anwendung eingefithrt werden, so miissen sie beizeiten daran
gewohnt werden, die Figuren als jeden Augenblick verdnderlich
zu denken und dabei auf die gegenseitige Abhéngigkeit ihrer
Stiicke zu achten, diese zu erfassen und beweisen zu konnen.
Der Auffassung der Figuren als starrer Gebilde kann und muf3
in verschiedener Weise entgegen gearbeitet werden.

Das eine hierzu Erforderliche ist das Beweglichma -
chen der Teile einer Figur...”

Das Verstehen von geometrischen Extremwertaufgaben
setzt u. E. individuelle mentale Erfahrungen mit be-
weglichen Figuren voraus. Solche Erfahrungen kdnnen
heute an Bildschirmfiguren, die mittels direkter Manipu-
lation “kontinuierlich” variierbar sind, gesammelt werden.

Die direkte Manipulation geometrischer Konfiguratio-
nen ist das wesentliche Kennzeichen der sogenannten dy-
namischen Geometrie oder Zug-Modus-Geometrie, vgl.
uv.a. Schumann (1992) — Zur Erzeugung solcher Bild-
schirmkonfigurationen verwenden wir Computerwerk-
zeuge fir die planare Schulgeometrie, wie das geo-
metrieinhaltlich und software-ergonomisch vorbildliche
Cabri-Géometre II (Laborde/Bellmain 1996).

Mit CABRI II steht eine neue Methode der Unter-
suchung von funktionalen Eigenschaften einer geome-
trischen Figur zur Verfiigung: Wir konnen Messungen
an den konstruierten geometrischen Figuren vornehmen,
aus den MeBwerten mathematische Ausdriicke bilden, die
funktionalen Eigenschaften (z.B. Beziehungen zwischen
Langen, Flacheninhalten, Winkelbeziechungen,...) quanti-
tativ beschreiben; fiir gewisse Standardterme lassen sich
auch entsprechende Berechnungsmakros definieren. Durch
Verziehen der Figur im Zug-Modus verdndern wir den
MeBwert oder den Wert des gebildeten Terms, der beim
Vorgang der Figurenvariation beobachtet und untersucht
werden soll. Eine funktionale Beziehung kann zusétzlich
in einer Wertetabelle oder, im Falle einer nur von einer
Variablen abhéngigen Eigenschaft, als Schaubild einer em-
pirischen Funktion dargestellt werden.

Aus diesen Moglichkeiten, funktionale Eigenschaften
einer Figur zu untersuchen, ergibt sich folgende experi-
mentelle Methode zur Entdeckung von extremalen Eigen-
schaften und zur nidherungsweisen Bestimmung von Ex-
tremwerten:

(1) Konstruktion einer geometrischen Figur, die auch
Nebenbedingungen erfiillt

(2) Variation einer unabhéngigen Grofe der Figur bzw.
Teilfigur unter Beobachtung eines funktionalen Zusam-
menhangs: unabhéngige Grofle — abhingige Grofien
(Datensammlung in Werte-Tabelle; grafische Darstel-
lung im Schaubild)

(3) Erkennen einer extremalen Eigenschaft (néherungs-
weises Bestimmen von Extremstelle und Extremwert)

(4) Variation der Figurenparameter und Priifung, ob ex-
tremale Eigenschaft invariant
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(5) Formulierung einer allgemeinen geometrischen Ex-
tremwertaufgabe als Berechnungsaufgabe.

Jetzt erst schlieBt sich die exakte Losung der allgemeinen
Extremwertaufgabe mittels Differentialrechnung (auch
unter Einsatz von Computeralgebra) oder/und mittels
“Mittelungleichung” an. — Diese Methode ist praformal,
da sie im allgemeinen nicht das Aufstellen einer Zielfunk-
tion notwendig macht, aber trotzdem gestattet, die Ziel-
funktion als eine quasi empirische Funktion auf extremale
Eigenschaften hin zu untersuchen. Damit ist diese Metho-
de auch geeignet fiir die Behandlung geometrischer Ex-
tremwertaufgaben in der Sekundarstufe I.

Da wir allenfalls davon ausgehen konnen, dal die
Schiiler und Schiilerinnen Novizen in der Nutzung eines
geometrischen Computerwerkzeugs sind, stellen wir die
Bildschirm-Konfiguration zusammen mit den Aufgaben-
texten als “interaktive Arbeitsblitter” (Schumann 1998),
die auch zu Demonstrationszwecken verwendet werden
konnen, zur Verfiigung. Der Einsatz solcher Arbeitsblétter
bietet einen ersten Zugang zur dynamischen Behandlung
von geometrischen Extremwertaufgaben.

3. Beispiele fiir die dynamische Behandlung

Im folgenden illustrieren wir die Methode der dynami-
schen Behandlung geometrischer Extremwertaufgaben an
einigen représentativen Beispielen:

Eine Vorbemerkung: Die printmediale Wiedergabe einer
dynamischen Darstellung beansprucht jene Vorstellungs-
kraft, die gerade durch den Einsatz von dynamischer Com-
putergrafik gefordert werden soll. Insofern sind Print-
medien zur Erklidrung dynamischer Bildschirmvorginge
ungeeignet; angemessen wire ein Internet-Dokument, das
dem Leser gestattet, in den Abbildungen direkt manipula-
tiv titig zu werden. Noch funktioneller wire natiirlich ein
im Internet verfiigbares “interaktives Schulbuch”.

Am Beispiel 1 erldutern wir ndher die wesentlichen
Moglichkeiten der dynamischen Behandlung, die in den
anderen Beispielen nur wahlweise angewendet werden
sollen.

MaPstab 111000 5= 7cm, U=24cm

L‘,1=D,'."3 e 5=7.00cm

52=11,27cm

Abb. 2

F=8,26 ¢m?
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Beispiel 1 (Eine Zaunaufgabe)

Die Abbildung la zeigt die Aufgabenstellung. Durch
Verziehen von Z (symbolisiert durch die greifende Hand)
verdndert sich die Form des “Zaunrechtecks”, dessen Um-
fang sich nicht dndert, wohl aber die anderen Daten (Abb.
1b); auch die Grenzlage fiir s; = 0 cm kann realisiert wer-

Yon ginem Zaun, der ein rechteckiges Areal begrenzen
soll, steht schon gin geradliniges Shick von 70 Metern.
Der Zaun soll insgesamt 240 Metar lang werden.

Yerziehe Z1 (Werindere auch die gegebenen Langen.)

MaBetab 11000 S=7 om, U=2d4em

Z
s=7,00cm
E1=2,17cm
52=08,83cm F=21,31 cm2
Abb. la
Mafstak 1:1000 s=7cm, U=24em
Z
5=7,00cm
E1=45%7cm
s2=743am F=33,85 cm?
Abb. 1b

den (fiir die Messung des Flicheninhaltes steht ein
Werkzeug zur Verfiigung). Bereits hier kann der Nutzer
des interaktiven Arbeitsblattes feststellen, da3 der Fla-
cheninhalt streng monoton von s; = s nach s; =
U/2 abnimmt und daB das Flichenmaximum 3500m?
bei den Abmessungen 50m auf 70m angenommen wird.
Die Fliichtigkeit der einzelnen Zustinde erschwert eine
iiberblickende Bewertung der entsprechenden Daten. Des-
wegen konnen diese in eine Tabelle eingetragen werden
(Abb. 2). Hier konnten wir noch eine Spalte sy — s
anfiigen, die zeigt, wie der Flacheninhalt bei abnehmender
Differenz zunimmt.

s1= gl= F=

1 5,00 700 35,00
2 4,70 7,30 34,31
3 4,40 7,60 33,44
4 3,87 8,13 31,45
5 3,20 3,70 28,71
G 3,07 8,83 27,40
7 247 953 2352
3 2,20 9,80 21,56
] 1,87 10,13 18,92
10 1,60 10,40 16,64
11 1,07 10,83 11,66
12 0,80 11,20 8,96
13 0,37 11,63 4,27
14 0,17 11,83 1,97
1% 0,00 12,00 0,00
16

17

18
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F
Magstab 1:1000 S=7 ¢m, U=24cm
s=7,00cm
B1=1,57¢cm -
s2=10,43¢m F=16,35cm? e
F= 16,35 cm2 o
’-'
-~ 1
101 <!
F |
. 1
181=1,57¢cm s1
Abb. 3
F
hafstak: 1:1000 s=7am, U=24cm
Z
s=7,00¢cm
F=35%,00 cm#
—————————— I
I
I
E1="5,00 cm :
10 |
I
|
1 s1=5,00cm 51
s2="7,00cm F=35%,00 cme
Abb. 4a
F
hafstab 11000 S=5an, U=26em
& F=42,23 ¢mz?
3="5,00cm —_—
I
I
I
I
I
E1=6,37 cm |
I
I
1 51=8,37 o 51
=2=6,63cm F=42,23 cmé
Abb. 4b

Zur grafischen Veranschaulichung der funktionalen Ab-
hingigkeit s; — F'(s1) bei festem U und s werden s; und
F auf der s;-Achse und F-Achse abgetragen. Der Punkt
(s1; F) erzeugt das Schaubild als Spur (Abb. 3), die fiir
Untersuchungen bei Variation der Werte der Aufgabenpa-
rameter s und U durch ein grafisches Objekt ersetzt wird
(Abb. 4a). Das Randmaximum ist nicht invariant; z.B. fiir
s = 5(cm) und U = 26 (cm) erhalten wir ein relatives
Maximum flir den Flicheninhalt, das zugleich absolutes
Maximum ist (Abb. 4b). Welches ist die Bedingung fiir
diesen Wechsel?...

218

Beispiel 2 (Eine Verpackungsaufgabe)

Der Flédcheninhalt eines real existierenden Typs von Ver-
packungsnetzen ist zu untersuchen (Abb. 5a). Dabei
ist das “verpackte” Volumen invariant. (Solche Netze
konnen auch ausgedruckt, ausgeschnitten und aufgefaltet
werden.) Durch Verziehen erzeugen wir unterschiedliche
(nicht dquiforme) Verpackungsnetze mit unterschiedlicher
Flachenbeanspruchung (Abb. 5b). Mittels des Schaubildes
bestimmen wir das Fldchenminimum ndherungsweise
(Abb. 6). Die Art des Minimums erweist sich bei Vari-
ation des Parameterwertes 1}y als invariant.
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Untersuchen Sie den Flacheninhalt F der
abgewickeltzn Yerpackung, dis stets das
Yolumeh Yo=20 om? umfasst. (2 verziehenl)
Yerdndern Sie auch Yo,

Yo=20 emé (h=Yola?)

_______________ = 2
j _[ $=1JHH‘C F=G5,65 cm

I
I
I
I
I
I
I
I
i
1
:h= G,41
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

&

Wo=20emF (h=Yolad)
F=68,34 cm?

Abb. 5b

h=4,88 cm

a=2 b2 3

10 1

1 a= 2,02¢m a

Yo=20cm® (h=Yola?)
F=64,24 cm?

Abb. 6
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. . YZ
Untersuche die Yolumina ¥Z und 07
die Oberflachien OZ der Zylinder, oz
dig einem Kegel einbeschrisken
sind. (Werziehe dazu 2.)
Yerandere auch die Form des YZ=20.32 arre

Kegels durch Yerzighen ven B u. C.

BD=r=3,00cm
CD=h=7,00cm
WZ=20,32 cm? I
0Z=54,30 cm#

(0Z=5,43 cmt)

0,5 rz=1,99 ¢ 4
Abb. 7a
VZ
{0Z)
VZ=3268 P - = — — — — — — —

BD=r=345%cm
CD=h=5,80cm
Wi=32,68 cm?
0Z=61,39 crmn? (OZ=6,14eri) - — — — —

Beispiel 3 (Eine raumliche Einbeschreibung)

Unter den einbeschriebenen Zylindern hat einer maximales
Volumen, ein anderer maximale Oberfliche (Abb. 7a).
Ist dieses Extremalverhalten invariant bei Anderung der
Kegelform? So gibt es beispielsweise fiir einen Kegel mit
r = 3,45 LE und h = 5,90 LE keinen eingeschriebe-
nen Zylinder mit maximaler Oberfliche mehr (Abb.
7b). Wie lautet die Bedingung fiir die Existenz eines
Oberflichenmaximums?...

Beispiel 4 (Eine Dosenaufgabe)

Unter allen volumengleichen Zylindern gibt es nur einen,
der minimale Oberfliche hat. Seine volumenabhéngigen
Daten konnen wir ndherungsweise ablesen (Abb. 8). Diese
Aufgabe dient einer ersten groben Modellierung des An-
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(10

0.5 17=2,28 ¢ Z

wendungsproblems, unter allen Verpackungsdosen, die mit
dem geringsten Materialaufwand zu bestimmen.

Beispiel 5 (Eine Touristenaufgabe)

Bei diesem sehr anschaulichen Problem (Abb. 9) ist gut
zu erkennen, wie der das Standbild erfassende Blickwinkel
vom Abstand des Betrachters abhéngt und wie der Form-
typ des Schaubildes invariant ist bei Variation der Pro-
blemparameter.

Beispiel 6 (Aus der Koordinatengeometrie)
Auch die iiblichen koordinatengeometrischen Extremwert-
aufgaben konnen dynamisch behandelt werden! (Abb. 10)
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Untersuche das Yerhalten der Oberfldche 0
eines Zylinders mit dem Yolumen100cm3.

Dherflache=119,27 cm?

25

Abb. 8

Ein ungefahr 1,70 groRer Tourist betrachtet ein
6,90 m hohes Standbild, das auf einen Sockel
der Hohe 3,50 m steht.

Untersuchen Sie, wie der Abstand, den der
Tourist yvom Denkmal hat, die wahrgenom-
mene Grope des Standbildes beeinflusst.

1,70<m

1

B=411°

10°

r=‘ 2,50¢m

f/

/

T
|
|
1
|
|
|
|
|

|
!
|
|
|
|

4
2 d=380c¢m

=390em 37
Abb. 9

\/ Eine Tangente an die Parabel mit der F ‘
Gleichung y=-x2+7 schneidet die positive
B x-Achse in A u. die positive y-Achse in B. ‘

Untersuchen Sie den Flacheninhalt des
Dreiecks AOB, wenn der Berihrpunkt ’
wandert.

10

FIADB) = 14,26 crrig == -

I
)
|
!
]
]
I

I
I

I\

-

¥=1,50amn

Information
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Yon einem Quader mit den Kanten a, |
b, ¢ isteine Ecke abgeschnittzn. !
Lasstsich gin Cluader mitden Kanken H y=447 cm
a', b, ¢’ soeinbeschreiben, dass H
dieser grifes Yolumen hat? '
n
n
x =7,00cm
=3,51 o p
n
i
! '=5,93|cm
n
n
n
¥'=159,26 crrid : 3 K
ey —— S __:/
r
r
r
N =3,51 cm
Fs
. h=4,00¢m
r
r
a=/hb4cm
a=19,00cm
Abb. 11

Beispiel 7 (Eine Quaderaufgabe)

Dieses Aufgabenbeispiel (Abb. 11) soll die Grenzen
der dynamischen Behandlungsmethode bei der Nutzung
von 2-D-Werkzeugen verdeutlichen, die zielgerichtet nur
auf Aufgaben anwendbar ist, denen Funktionen einer
reellen Variablen zugrunde liegen. Bei dieser Aufgabe,
dem rdumlichen Analagon einer ebenen, unserer Behand-
lungsmethode leicht zugéinglichen Aufgabe, ist der Eck-
punkt P des einbeschriebenen Quaders so auf der dreiek-
kigen Schnittfliche zu verziehen, dafl dieser ein maxi-
males Volumen annimmt, was durch mehr oder minder
systematisches Probieren néherungsweise herausgefunden
werden kann...

Metakognitives Wissen

Deklaratives Wissen Prozedurales Wissen

Strategisches Wissen

|
1
1
l
l
|
|
I
1
l
I
: Bereichsspezifisches Wissen
|
1
1
I
[
l
|
I
I
|

Instrumentelles Wissen

Diagramm: Arten des Wissens bei der
Nutzung von Computerwerkzeugen
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4. Schlufibemerkung

Im Zusammenhang mit der Computernutzung im Mathe-
matikunterricht hat die Mathematikdidaktik u.a. die Auf-
gabe, Integrationskonzepte, wie z.B. das hier vorgestellte,
zu entwickeln und auch systematisch in der Unterrichts-
praxis zu evaluieren.

Aus lernpsychologischer Sicht induziert die Integra-
tion von Computerwerkzeugen in den Mathematikun-
terricht durch betreffendes instrumentelles Wissen eine
Verdnderung aller bei einem mathematischen Lernprozef3
intervenierenden Arten des Wissens (vgl. Diagramm). —
Wir wissen heute noch fast nichts iiber solche Veridnde-

rungen.
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