Und dann und wann ein Leitprogramm!

U. Kirchgraber, W. Hartmann, M. Bettinaglio,
M. Adelmeyer, J. P. David, K. Frey, Ziirich

Abstract: And now and then a leading programme. At ETH
Ziirich a relatively large project was recently devoted to the con-
struction of what is called “Leitprogramm” (leading programme).
In this article we provide some information on the leading pro-
gramme method and its theoretical background. Moreover we
describe in some detail the four leading programmes which re-
late to mathematics and which are constructed for use at the
gymnasium in the course of the project.

Kurzreferat: Auf Anregung von K. Frey haben verschiedene
an der ETH-Ziirich fiir Didaktik Verantwortliche in den letz-
ten Jahren einige Leitprogramme fiir die Ficher Biologie,
Chemie, Geographie, Mathematik, Informatik und Physik ent-
wickelt, mit dem Ziel, daB3 sie am Gymnasium eingesetzt werden
kénnen. Es wurde dabei mit Studierenden und mit Lehrerkol-
leginnen und -kollegen aus mehreren Schulen zusammengear-
beitet. In diesem Artikel stellen wir zunéchst die Leitprogramm-
Methode und dann vier Leitprogramme fiir den Bereich Mathe-
matik/Informatik vor.

ZDM-Classification: D30, U10

1. Hintergrund

Der géngige fragend-entwickelnde Unterricht wird immer
mehr kritisiert, insbesondere weil er sich, wie verschiedene
Untersuchungen gezeigt haben, am Tempo der obersten 30
Prozent einer Schiilerpopulation orientiert. Auch wird die
Eigenaktivitit der Lernenden mit dieser Unterrichtsform
zu wenig gefordert.

Eine Verbesserung erhofft man sich durch indivi-
dualisierende Lernmethoden. Leitprogramme sind ein
solches Instrument. Leitprogramme basieren auf dem
Konzept des Kellerplans, s.[8], und auf dem Mastery-
Learning-Prinzip. Beim Kellerplan wird der Stoff in
Pakete eingeteilt und mit Anleitungen versehen. Der
Kellerplan basiert auf der Erkenntnis, dafl Schiiler un-
terschiedlich rasch lernen und der bekannten Wirkung
des Verstarkungmechanismus, s. [13]. Beim Leitprogramm
miissen die Schiilerlnnen zudem ecinen Test bestehen,
bevor sie ein neues Stoffpaket in Angriff nehmen diirfen.
Diese Bedingung hangt mit dem Mastery-Learning-Prinzip
von Benjamin Bloom zusammen. Die Grunderkenntnis
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ist: Die Schiilerinnen sollen den bisherigen Stoff gut be-
herrschen, bevor sie fortfahren.

Das Prinzip ist einleuchtend, wie jeder aus eigener Er-
fahrung weifl. Versucht man nidmlich, in einem mathema-
tischen Text zu schnell voranzukommen, so verliert man
bald den Boden unter den Fiilen, man versteht je langer je
weniger, versandet, ist frustriert. Mastery-Learning nach
Bloom bedeutet, dal 80 bis 90 Prozent der Klasse den
Stoff im Umfang von 80 bis 90 Prozent beherrschen. Wis-
senschaftlich beruht dieses Postulat auf der Erkenntnis,
daB das Ausmall der Beherrschung des vorausliegenden
Lernstoffes der wichtigste Faktor fiir den Lernerfolg bei
neuem Stoff ist, s. [3].

Die Bezeichnung Leitprogramm stammt vermutlich vom
Frankfurter Physikdidaktiker K. Weltner. Weltner und Ko-
autoren haben die Methode fiir einen groen Mathema-
tikkurs fiir Physikstudentlnnen [14] implementiert. Die-
ses mehrbindige Werk ist so erfolgreich, dafl es schon
ein halbes Dutzend Auflagen erlebt hat. In Abschnitt 2
stellen wir die Leitprogramm-Methode! vor, wobei wir
uns auf entsprechende Ausfiihrungen von K. Frey in
[5] stiitzen. In Abschnitt 3 prisentieren wir vier Leit-
programme fiir den Bereich Mathematik/Informatik, die
seit Sommer 1995 an Schweizer Gymnasien im Einsatz
sind. Abschnitt 4 beschreibt, wie die Leitprogramme an
die Schweizer Gymnasien vermittelt wurden, und enthalt
eine Reihe von zusitzlichen Bemerkungen und einige
Schiilerlnnenkommentare.

2. Die Leitprogramm-Methode

2.1 Aufbau eines Leitprogramms

Ein Leitprogramm ist ein Arbeitsheft im Umfang von ca.
50 bis 100 Seiten, das jede Schiilerin zu Beginn der Ar-
beit erhdlt. Es umfafit den Stoff von 10 bis 20 Lektio-
nen. Es enthilt alle wesentlichen Informationen, so dal3
die Schiilerin vollig selbstéindig arbeiten kann.

Ein Leitprogramm besteht aus einem Fundamentum und
einem Additum. Das Fundamentum enthélt den Grund-
stoff, der von allen SchiilerInnen bearbeitet und am Ende
beherrscht werden muf}. Das Additum bietet Zusatzmate-
rial an und ist fakultativ. Am Anfang des Leitprogramms
und zu Beginn jedes Kapitels werden die Lerninhalte
und die Lernziele dargelegt, so dal der Schiiler weil,

IDieser Teil des Artikels ist, bis auf einige redaktionelle

Anderungen, auch den Leitprogrammen beigefiigt, die an die
Schulen ausgeliefert wurden und werden.
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um was es geht und was er am SchluB3 koénnen muB.
Kernstiick eines Leitprogramms ist daher eine gut durch-
dachte, verstindliche Darstellung des Stoffes. Ein Leitpro-
gramm ist durchsetzt mit Ubungen zum Stoff. Es enthilt
die Losungen zu den Ubungen, damit die Schiilerlnnen
thren Wissensstand immer wieder iberpriifen konnen.
Ein Leitprogramm enthidlt Aufirdge fiir Beobachtungen
und Lektiire, es kann zu Experimenten anleiten usw. Ein
Leitprogramm enthélt Hinweise fiir die Erarbeitung des
Stoffes, beispielsweise, wenn etwas im Selbststudium erar-
beitet werden soll oder in Partnerarbeit. Auch arbeitstech-
nische Informationen kénnen eingestreut sein. Weltner z.
B. gibt an einer Stelle Erlduterungen iiber die Bedeutung
von Pausen bei der Arbeit.

Jedes Kapitel eines Leitprogramms enthélt am Ende eine
Lernkontrolle, damit der Schiiler selber iiberpriifen kann,
ob er die Lernziele dieses Teiles erreicht hat und sich zum
Kapiteltest anmelden soll. Er erhdlt Vorschldge, wie er
vorgehen soll, wenn er sich noch nicht geniigend sicher
fiihlt oder das Resultat seiner eigenen Lernkontrolle un-
geniigend ist. Der Kapiteltest wird von der Lehrerin oder
gelegentlich von zu Tutoren ausgebildeten Schiilerinnen
durchgefiihrt. Er kann in einem kurzen Gespréach, oder
in einem schriftlichen Test bestehen. Wichtig ist: Erst
nach bestandenem Test darf das néchste Kapitel in An-
griff genommen werden.

2.2 Wann eignet sich ein Leitprogramm?
In der Literatur werden zwei Situationen beschrieben, in
denen Leitprogramme empfohlen werden [8, 12].

Ein Leitprogramm eignet sich erstens bei einer heteroge-
nen Gruppe von Lernenden. Diese Bedingung ist im Fach
Mathematik notorisch erfiillt, selbst fiir die Schiiler einer
seit lingerem bestehenden Klasse. Die Tiefe der vorhan-
denen Einsichten sind von Schiiler zu Schiiler gerade im
Fach Mathematik recht unterschiedlich. Wenn aus irgend-
einem Grund unterschiedliche Vorkenntnisse vorhanden
sind, dann ist die Bedingung erst recht erfiillt. Ein Beispiel
fiir eine solche Situation: In den Mathematikgrundkursen
im 1. Semester an der ETH Ziirich werden, wie anders-
wo auch, die komplexen Zahlen behandelt. Die einen
Studierenden kennen diesen Gegenstand schon aus dem
Gymnasium, fiir andere ist er jedoch neu. In dieser Situ-
ation hat sich ein von U. Manz verfafites Leitprogramm
bewihrt.

Zweitens werden Leitprogramme empfohlen, wenn der
Stoff schwierig ist. Natiirlich gibt es auch in der

Schulmathematik mehr oder weniger anspruchsvolle Stoffe.

Es ist aber dhnlich wie bei der Frage nach der Homogenitét
einer Schiilergruppe: In der Mathematik ist jeder Stoff fiir
die einen Schiiler schwieriger als fiir die anderen.

2.3 Welche Vorteile haben Leitprogramme?

In einem guten Leitprogramm wird der Stoff durch einen
wohl durchdachten, médglichst einfach geschriebenen Text
erklart. Ein schriftlich verfa3ter Lehrtext ist i. allg. besser
aufgebaut, als es die Ausfithrungen in einem miindlichen
Lehrervortrag oder gar im fragend-entwickelnden Unter-
richt sind. Allerdings erfordert das Verfassen von Texten,
die sachlich gut, gut verstindlich, anregend und sympa-
thisch sind, viel mathematische Kompetenz, didaktische
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Phantasie und nicht zuletzt Sprachtalent, und es bereitet

eine Heidenarbeit!

In einem Leitprogramm werden die Ziele definiert und
offengelegt, und es wird versucht, die Vermittlung des
Wissens entsprechend zu organisieren.

Ganz wichtig ist der folgende Punkt. Die Schiilerinnen
und Schiiler bestimmen ihr Arbeitstempo selber:

e Langsamere Schiiler konnen sich Zeit nehmen und
Zusatzerkldrungen lesen.

e Bei den Losungsbeschreibungen von Aufgaben kann
der Leitprogrammautor verschiedene Angebote machen.
Kurzbeschreibungen fiir die einen, ausfiihrlichere fiir
die, die’s brauchen.

e Die langsameren Schiiler werden nicht wie im fragend-
entwickelnden Unterricht stindig abgehidngt und somit
frustriert. Ein gewisser sozialer Druck durch die Klasse
fallt weg.

e Die schnellen Schiilerinnen langweilen sich nicht: Mit
dem Additum haben sie die Moglichkeit, weiteres Ma-
terial kennenzulernen und zusétzlich titig zu werden.

e Es versteht sich, dal die SchiilerInnen selber bestim-
men, wann sie zum Kapiteltest kommen wollen. Das
kann schon nach 30 Minuten sein oder aber erst nach
zwei Stunden. Die Lehrerin legt allenfalls gewisse Eck-
termine fest, insbesondere, bis wann das Fundamentum
bearbeitet sein mufl.

Mit Leitprogrammen lernen Schiiler Mathematiktexte
lesen. Das ist unserer Meinung nach ein besonders
wichtiger Aspekt.

Aufgrund einer Meta-Analyse von Kulik et al. aus dem
Jahre 1990, [9], weifl man, da3 die Effektstiarke von Mas-
tery Learning bei Mathematik bei 0,5 liegt, d.h. die Lei-
stung nimmt gegeniiber konventionellem Unterricht um
0,5 Standardabweichungen zu.

2.4 Abgrenzung zum Programmierten Unterricht
Die Leitprogramm-Methode hat gewisse Gemeinsamkeiten
mit Programmiertem Unterricht. Zu nennen sind: Das
prézis vorbereitete Material, die Ausrichtung auf gewisse
Ziele, die periodische Wissenssicherung und die Lernkon-
trollen. Daneben gibt es wesentliche Unterschiede.

Programmierter Unterricht 148t den Lernenden wenige
Sekunden oder Minuten zum Lernen. Dann folgt eine Wis-
sensabfrage mit Bestétigung oder Korrektur. Diese Inter-
aktion mit hoher Kadenz ist ermiidend und mit der Zeit
langweilig. Programmierter Unterricht besitzt auch keine
allgemeine Wirkungsgarantie. Er ist etwa gleich wirksam
wie iiblicher lehrerzentrierter Unterricht [1, 4].

Nicht nur die Wirkungsgrade, auch die theoretischen
Grundlagen dieser beiden Lernmethoden sind unter-
schiedlich. Programmierter Unterricht basiert auf der
Beobachtung, dal Belohnung und Verstirkung Freude
machen und zur Bereitschaft fiihren, weiterzuarbeiten. In
Einzelsituationen tritt dieser Effekt ein, auf Dauer nicht.

Die Leitprogrammme hingegen beruhen auf der Tat-
sache, daB3 der grofte Lerneffekt dann erreicht wird, wenn
das notige Vorwissen méglichst vollstdndig vorhanden ist.
Deshalb zielen Leitprogramme auf die Sicherung dieses
Vorwissens. Dieses Vorwissen besteht jedoch nicht nur aus
ein paar Sétzen, die im Programmierten Unterricht jeweils
verstirkt werden. Es erstreckt sich oft {iber mehrere Seiten
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an Lernstoff. In Leitprogrammen sind deshalb die Lernse-
quenzen deutlich langer. Die positive Wirkung wird nicht
durch externe Verstirkung zu erreichen versucht, sondern
resultiert aus der Erfahrung des eigenen Erfolges und aus
dem Mastery, dem Beherrschen des direkt vorausliegen-
den Stoffes.

3. Vier Leitprogramme fiir den Bereich Mathematik/
Informatik

Gemeinsam mit Studierenden und Lehrerkolleginnen und
-kollegen von Gymnasien haben wir einige Leitprogramme
entwickelt. Wir haben verschiedene Themen ausprobiert
und dazu Leitprogramme entworfen. Ein paar Themen
waren: Néherungsweises Losen von Gleichungen, Kur-
vendiskussion mit dem (grafikfahigen Taschenrechner) TI
81, Was sind Differentialgleichungen?, Chaos, Pythagoras,
Winkelfunktionen, Kurvendiskussion, Vollstdndige Induk-
tion, Komplexe Zahlen, Ableitungsregeln.

Man erkennt: Nach einem mutigen Start sind die The-
men biederer geworden! Das hat folgenden Grund. In
Gespréachen mit potentiellen Beniitzern, also Lehrern und
Lehrerinnen der beiden Sekundarstufen, haben wir bald
einmal festgestellt, dafl nicht so viel Bereitschaft besteht,
zugleich eine neue Unterrichtstechnik und ein unkonven-
tionelles Thema auszuprobieren. Wenn iiberhaupt, dann
sollten klassische Themen des Mathematikunterrichts im
Sinne eines Angebots in Form von Leitprogrammen zur
Verfiigung gestellt werden.

Im folgenden stellen wir vier Leitprogramme néher vor.
Sie heiflen:

e Quadratische Gleichungen
e Wer Schulden macht, muf3 rechnen koénnen
e Lineare Gleichungssysteme
e Rekursives Programmieren.

Jedes dieser Leitprogramme ist spiralartig entwickelt
worden: Typischerweise entstanden zunéchst studentische
Fassungen, die dann von Lehrerinnen und Lehrern gelesen
und kritisiert und in einer oder mehreren Schulklassen aus-
getestet wurden. Dann wurden diese Fassungen aufgrund
der Riickmeldungen iiberarbeitet. Oder wir entschlossen
uns, ganz neue Texte zu schreiben. Es folgten weitere Er-
probungen, Bearbeitungen usw.

3.1 Das Leitprogramm “Quadratische Gleichungen”
Im Leitprogramm Quadratische Gleichungen von M. Bet-
tinaglio und U. Kirchgraber, M. Andenmatten, P. Gebauer,
G. Gentile, U. Manz, K. A. Meier fiir das 9. oder 10.
Schuljahr geht es natiirlich um ein einfaches und klassi-
sches Thema des Mathematikunterrichts. Wenn man Mul-
tiplizieren kann, hat es einen gewissen Reiz, zwei gleiche
Zahlen miteinander zu multiplizieren. Nach einer Weile
kommt man wie von selbst auf die Idee, die umgekehrte
Frage zu stellen: Welche Zahl mufl man mit sich multi-
plizieren, um eine gegebene Zahl zu erhalten?

Aber das Wurzelziehen ist nicht der eigentliche Gegen-
stand dieses Leitprogramms, es wird als bekannte Opera-
tion vorausgesetzt. Im Leitprogramm Quadratische Glei-
chungen geht es um beliebige quadratische Gleichungen
und das iiberraschende Phanomen, dafl jede quadratische
Gleichung durch Wurzelziehen geldst werden kann.

Warum wir das hier ausfiithren? Damit die Leserin, der
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Leser ein wenig die Stimmung in diesem Leitprogramm
spiiren kann. Es mochte, daf die Schiilerinnen eine grofe
kleine Idee erfahren: Wenn man rein quadratische Glei-
chungen 16sen kann, kann man auch beliebige quadrati-
sche Gleichungen 16sen. Das liegt nicht auf der Hand, das
braucht eine Idee, das ist Mathematik pur!

Auf diese Idee kann man selber kommen, wenn man
mathematisches Talent hat. Oder wenn man geschickt an-
geleitet wird. Vor Jahren hat Peter Gallin einem der Au-
toren ein schon komponiertes Aufgabenblatt samt auf-
schlufireichen Schiilerinnenkommentaren gegeben, s. [6].
Das Leitprogramm zeugt davon!

Um was geht es noch? Quadratische Gleichungen
sind echt nichtlineare Probleme: Manchmal haben sie
keine, manchmal zwei, in Ausnahmefillen haben sie eine
Losung. Und welcher Fall jeweils vorliegt, 146t sich, ohne
Waurzeln zu ziehen, ohne die Losungen auszurechnen, di-
rekt anhand der Koeffizienten vorhersagen.

Das Additum fiir schnelle Lerner macht seinen Leserin-
nen und Lesern drei Angebote:

1. In Alt und Chic kann man an einem Beispiel erleben,
in welch kunstvoller Weise die Alten Babylonier schon
vor langer Zeit quadratische Gleichungen gemeistert
haben.

2. In Motoren und Ohren geht es um ein Experiment zur

Bestimmung der Reaktionszeit der LeserInnen, um die
bekannte Aufgabe, die Tiefe eines Sodbrunnens mit
Hilfe einer Miinze oder eines Kieselsteins auszuloten,
und um den Zusammenhang zwischen Benzinverbrauch
und Geschwindigkeit beim Autofahren.

3. Das dritte Thema dieses Additums heift Briiche mit

Bdrten. Ausgehend von einer quadratischen Gleichung
landet die Leserin unversehens bei einem ganz anderen
Objekt: einem Kettenbruch!

Soweit die Bemerkungen zum Inhalt des Leitprogramms
Quadratische Gleichungen.

An dieser Stelle ist ein didaktischer Kommentar ndtig.
Wir verwenden den Funktionsbegriff und die Idee der
grafischen Darstellung einer Funktion nicht. Das kann
man kritisieren. Unser Grund: Wir wollen den Zusam-
menhang zwischen allgemeinen und rein quadratischen
Gleichungen aufzeigen. Unser Vorgehen korrespondiert
immerhin mit der historischen Entwicklung: Quadrati-
sche Gleichungen wurden gelost, ldngst bevor die Idee
der Funktion und ihrer grafischen Darstellung da war.
Kommt man spéter im Sinne des Spiralprinzips auf das
Thema zuriick, ergibt sich eine vertiefte Sicht. Ein wei-
terer Grund: Bei Leitprogrammen, wie bei jedem Un-
terrichtsinstrument, das punktuell in den Unterricht ein-
greift, gibt es ein grundsétzliches Problem: Die Defini-
tion von Schnittstellen. Wiirden wir die grafische Darstel-
lung der quadratischen Funktion verwenden, wére es wohl
schwieriger, die Schnittstelle zu definieren. Einige mogen
daraus den Schlufl ziehen, Leitprogramme seien eben
in einer so hierarchisch strukturierten Disziplin wie der
Mathematik ungeeignet. Wir meinen, da3 es beim De-
sign von Unterricht meist nicht nur einen einzigen Weg
gibt. Es geht darum, jeweils eine respektable Variante
auszuwdihlen.

Das Leitprogramm Quadratische Gleichungen ist fiir 6
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bis 8 Schulstunden ausgelegt.

3.2 Das Leitprogramm “Wer Schulden macht, muf; rech-
nen konnen”
Das Leitprogramm Wer Schulden macht, muf3 rechnen
konnen von Moritz Adelmeyer und Jean-Paul David ist
fiir das 9. oder 10. Schuljahr und fiir 6 bis 10 Schulstun-
den ausgelegt.

Wer sein Geld auf die Bank bringt, erhilt Zins, das
weil} jedes Kind! Wer umgekehrt Geld borgt, muf3 Zins
bezahlen.

Im Leitprogramm Wer Schulden macht, mufs rechnen
konnen ist Frau X Studentin an der Universitit. Sie
braucht kurzfristig Geld, denn sie mochte im Anschluf3 ans
néchste Semester einen 10-wochigen Sprachaufenthalt in
den USA absolvieren. Das Angebot, das sie wahmehmen
will, schliefit Flug, Unterkunft und Schulgeld ein. Die
Kosten von rund Fr. 8000,- muf sie schon jetzt bei der
Anmeldung entrichten. Etwa Fr. 3000,- hat sie gespart, die
restlichen Fr. 5000,- will sie als Darlehen aufnehmen. Frau
X hat gute Chancen, den Kredit zu erhalten: Seit langem
hat sie einen sicheren Teilzeitjob, der ihr die regelmiBige
Bezahlung der Raten ermoglichen wird. Eine Bank macht
ihr das folgende Angebot: Sie erhdlt die Fr. 5000,-, im
Gegenzug soll sie 6 Monatsraten zu Fr. 870,- an die Bank
zahlen.

Uber dieses Geschift wird in dem Leitprogramm
nachgedacht:

e Welche Berechnungen liegen dem Angebot zu Grunde?
e Wieviel Profit erzielt die Bank?
e Ist dieses Angebot gesetzlich zuldssig, oder ist es

Wucher?

Das Fundamentum dieses Leitprogramms besteht aus
zwei Kapiteln. Im ersten geht es um einige grundlegende
Begriffe wie Kredit, Zins, Zinssatz, Zinsfaktor, Zinseszins,
Zinsperiode.

Fundamental fiir das Verstindnis eines Abzahlungs-
geschéfts auf der Grundlage des Bundesgesetzes der
Schweizerischen Eidgenossenschaft {iber den Konsumkre-
dit vom 8.10.1993 ist sodann der Begriff des Abzahlungs-
plans. Er beschreibt, wie sich der Schuldenstand von Frau
X von Monat zu Monat entwickelt. K bezeichne den
Kreditbetrag, R die Monatsrate, p den Monatszinssatz,
q = 1+ p den Zinsfaktor, n die Laufzeit des Abzahlungs-
geschifts. Nach einem Monat betrigt die Schuld

K+pK—-R=qK —R,
am Ende des 2. Monats
9K — R)— R=¢’K —qR - R,
und nach n Monaten
¢"K—-q¢"'R—¢"?R—...—¢?R—qR - R.

Nun soll ja die Schuld nach n Monaten gerade getilgt sein,
d.h. es muB3 folgende Abzahlungsgleichung erfiillt sein
¢"K—q¢"'R—¢"?R—...—¢°R—qR—R=0. (1)

Mit dieser Gleichung ist das Ende des ersten Kapitels
des Leitprogramms und ein fundamentales Ziel erreicht:
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Die SchiilerInnen erkennen, daf3 hinter einem Abzahlungs-
geschidft eine mathematische Gleichung steckt!

Die Abzahlungsgleichung enthélt 4 Parameter: K, R, ¢,
n. In bezug auf die ersten beiden ist sie linear, in bezug
auf ¢ und n aber nichtlinear. Das 2. Kapitel dreht sich um
die vier daraus resultierenden Gleichungen. Zur Beantwor-
tung der Frage von Frau X interessiert die Aufldsung von
Gleichung (1) nach ¢, d. h. es geht um die Nullstelle des
folgenden Polynoms 6. Grades in der Néhe von g =1

5000¢° = 870(¢° + ¢* + P+ ? +q+1)=0. (2)

Probier- Probier-

wert fiir ¢ | 5000¢%—870(¢%+¢*+¢3+q%+q+1) |wert liegt
1,00 -220,00 zu tief
1,01 -44,65 zu tief
1,02 +142,75 zu hoch

Tabelle 1: Probierplan fiir die zweite Nachkommastelle von ¢

Zur Losung dieser nichtlinearen Gleichung wird den

Schiilern in Anlehnung an das bekannte Ratespiel High-

Low ein planméBiges Probierverfahren vorgeschlagen:

Man wihlt einen Wert fiir ¢ und wertet die linke Seite von

Gleichung (2) aus. Ist ¢ zu groB3 gewihlt, sind die Raten

zu klein. Es bleibt eine Restschuld, der Wert der linken

Seite der Gleichung ist positiv. Und umgekehrt im anderen

Fall. Auf diese Weise kann jede Stelle von ¢ sukzessive

bestimmt werden, s. Tabelle 1. Frau X errechnet so einen

Monatszinssatz von 1,24 Prozent fiir ihr Angebot. Das

entspricht einem Jahreszinssatz von 15,9 Prozent, was im

Rahmen der gesetzlichen Bestimmungen ist.

Wir sind der Meinung, dafl dieses Leitprogramm die
Sichtweise der Schiiler {iber das Ldsen von Gleichun-
gen grundlegend verdndert, weil sie auf eine ganze Reihe
von Gleichungen treffen, die sie nicht in gewohnter Weise
auflosen konnen. Die naheliegende, aber in der Mathema-
tik irgendwie verponte Methode des systematischen Pro-
bierens leistet in dieser Situation sehr gute Dienste.

Im Additum erhalten die Schiiler Informationen zu wei-
teren Themen und jeweils einige mehr oder weniger of-
fen formulierte Arbeitsauftrige. Es werden hier keine
Losungen mehr angeboten, es gibt keine Lernkontrolle.
Ziel ist, daB die Schiiler versuchen, selbstindig zu han-
deln. Interessante Ergebnisse konnten vielleicht in der
Klasse vorgestellt werden.

Um welche Themen geht es?

e Die Riickzahlung eines Kredits in Raten ist ein Beispiel
fiir einen Abbau- oder VerfallprozeB3. Solche Vorgéinge
treten in ganz unterschiedlichen Zusammenhéngen auf.
Das erste Thema des Additums behandelt die Ausrot-
tung der Wale, das zweite den weltweiten Abbau von
Erdol.

e Das Kleinkreditwesen hat auch eine gesellschaftspoli-
tische Dimension, besteht doch die Gefahr einer
Uberschuldung des Kreditnehmers. Die Schiiler lernen
diese Problematik anhand eines Zeitungsartikels néher
kennen.

e Zwei weitere Arbeitsauftrdge leiten zur Erstellung von
Abzahlungsplénen mit einem Tabellenkalkulationspro-
gramm, bzw. zur Entwicklung eines Taschenrechner-
oder Computerprogramms fiir Kreditberechnungen an.
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Diese letzten beiden Auftrage erfordern Kenntnisse im
Umgang mit einem Computer bzw. mit einem program-
mierbaren Taschenrechner. Ansonsten reicht es fiir dieses
Leitprogramm aus, wenn die Schiilerlnnen iiber einen
einfachen Taschenrechner mit den Grundrechenarten, der
Waurzeltaste und einem einzigen Speicherplatz verfiigen.
Ein Taschenrechner, bei dem Terme eingegeben und
wiederholt ausgewertet werden konnen, erleichtert bei
der approximativen Ldsung der Abzahlungsgleichung
natiirlich die Arbeit.

Eine Version dieses Leitprogramms kann auf WWW
unter der Adresse http://educeth.ethz.ch/mathematik/ an-
geschaut und im Original-Format Word heruntergeladen
werden.

3.3 Das Leitprogramm “Lineare Gleichungssysteme”
Das Leitprogramm Lineare Gleichungssysteme von U.
Kirchgraber, M. Bettinaglio, C. Weber und D. Stof-
fer richtet sich an Schiiler des 9. Schuljahres. In einer
kiirzeren Fassung eingesetzt, werden 8 bis 10 Lektionen
bendtigt, in einer erweiterten Version sind 15 bis 18 Lek-
tionen erforderlich.

Natiirlich wollen wir zeigen, da3 es sich um ein grofes
Thema handelt, mit einer langen Geschichte und wichti-
gen Anwendungen. Das Leitprogramm beginnt mit dem
Satz: Die Geschichte unseres Themas beginnt vor 5000
Jahren in den warmen und wasserreichen Gegenden der
Erde. An den grofien Fliissen in Mesopotamien, Agypten,
Indien und China begannen Konigreiche zu entstehen. Die
Menschen fingen an das hervorzubringen, was wir Kultur
nennen. Also auch die Mathematik.

Und wir kommen sogleich auf Aufgaben zu sprechen,
die uns von den Babyloniern, den Alten Agyptern,
aus China und von den mittelalterlichen Rechenmeistern
iberliefert sind und die auf lineare Gleichungssysteme
fithren. (Die schonen und an historischen Beziigen reichen
Algebrabiicher von F. Barth et al., [2], sind uns dabei eine
vorziigliche Quelle gewesen.)

DaB lineare Gleichungssysteme aber nicht nur ein alter
Zopf sind, zeigen wir ebenfalls schon im ersten der fiinf
Kapitel des Leitprogramms, indem wir auf einige moder-
ne Anwendungen hinweisen. Lineare Gleichungssysteme
treten beispielsweise auf, wenn es
e um die Erfassung von Spannungen in einem Gabel-

schliissel
e um das Versickern von Wasser unter einem Stausee
e um die Ausbreitung von Schall in einem Raum, z. B.
im Innern eines Autos
geht, und wir weisen schon hier auf die Anwendung in
der Computertomographie hin.

Im 2. Kapitel lassen wir die Schiiler anhand einer
einfachen Aufgabensequenz die Substitutionsmethode zu-
néchst an 2 x 2-Systemen, dann auch an héherdimensio-
nalen Beispielen selber entdecken.

Warum die Substitutionsmethode? Es gibt folgende
Griinde:

e Sie schlieBt direkt an das Aufldsen einer Gleichung mit
einer Unbekannten an.

e Bei geeignetem Vorgehen erschlieit sie sich der Schii-
lerin fast von selbst.

Information

e Im Gegensatz zur Eliminationsmethode kommt die Sub-
stitutionsmethode auch bei nichtlinearen Systemen in
Betracht.

Mit den ersten beiden Kapiteln ist bereits ein Mini-
malziel erreicht. Fiigt man das 5. Kapitel iiber Computer-
tomografie als Additum hinzu, erhilt man die Kurzversion
des Leitprogramms.

Die Kapitel 3 und 4 sind theoretischen bzw. algorith-
mischen Aspekten des Themas gewidmet. Im 3. Kapitel
geht es darum zu sehen, dafl nicht jedes lineare Glei-
chungssystem genau eine Losung haben mufl. Um dafiir
eine tragfihige Argumentationsbasis zu haben, muf3 man
auf die etwas subtilen Begriffe der Aquivalenz von Glei-
chungssystemen und Aquivalenzumformungen eingehen.
Hier entsteht eine gewisse Spannung zwischen Theorie
und Praxis. Der Leitprogrammschreiber hilt eine Reflex-
ion fiir ndtig, manch ein Praktiker im Kampf um vorzeig-
bare Resultate und im Konflikt mit der fehlenden Zeit mag
es fiir verlorene Liebesmiih halten (“weil die Schiiler ‘das’
sowieso nicht verstehen!”).

Wir haben uns Miihe gegeben, das Thema anzusprechen,
ohne es platt zu walzen. Wir meinen, daf es nicht richtig
ist, solche Feinheiten einfach zu iibergehen. Mag sein, daf3
sie noch nicht auf fruchtbaren Boden fallen. Aber viel-
leicht kann der Boden ja bereitet werden. Es geht um die
Heranbildung einer gewissen mathematischen Kultur. Die
entsteht nicht von selbst. Das ist ein langwieriger ProzeB,
den man mit sisiphosscher Geduld betreiben muf3!

Am Ende dieses 3. Kapitel wird auch die Querverbin-
dung zwischen 2 x 2-Gleichungssystemen und Geometrie
hergestellt. Manche Kollegen, mit denen wir diskutiert ha-
ben, fanden das zu spét. Unser Grund: Der algebraische
Standpunkt fiihrt hier weiter — er ermoglicht, sofort be-
liebig viele Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten
ins Auge zu fassen. Die geometrische Interpretation des
2 x 2-Falles ist lediglich eine — allerdings sehr erhellende
— Nebenbemerkung.

Das 4. Kapitel beginnt mit einem kleinen Abschnitt {iber
die Geschichte des maschinellen Rechnens. Wir erinnern
auch an Eduard Stiefel, den Pionier der numerischen und
angewandten Mathematik in der Schweiz nach dem 2.
Weltkrieg. Er hat von K. Zuse zundchst die Z4 gemietet
und an der ETH betrieben. Spéter ist unter seiner Leitung
der erste mit Elektronenréhren arbeitende Computer in
der Schweiz, die ERMETH (Elektronische Rechenma-
schine der ETH), gebaut worden. Eine ganze Reihe von
beriihmten numerischen Verfahren, die noch immer be-
nutzt werden, stammen von ihm oder seinen damaligen
Mitarbeitern.

Im tbrigen wird in diesem Kapitel nun das Gauf3sche
Eliminationsverfahren betrachtet, wir gehen auf die In-
terpretation von Computeroutput, wie ihn z. B. der TI-85
liefert, sowie auf den Rechenaufwand des Gauf3verfahrens
ein. Den Rechenaufwand setzen wir mit der Leistung von
Grofirechnern und den Anforderungen bei der computer-
tomografischen Bildverarbeitung in Bezichung.

Im 5. und letzten Kapitel mochten wir vermitteln, was
Computertomografie ist. Der osterreichische Mathematik-
didaktiker H. C. Reichel propagiert dieses Thema fiir den
Mathematikunterricht schon langer, [10], [11], s. auch [7].
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Wir haben uns fiir unsere Darstellung einige Bilder vom
Institut fiir Diagnostische Radiologie des Kantonsspitals
Basel (Universitatskliniken) besorgt und ein paar einfache
Skizzen verfertigt. Wir haben zwei Ziele:

e Wir mochten den Unterschied zwischen einem gewohn-
lichen Rontgenbild und einem Computertomogramm
erklaren.

e Anhand eines einfachen Modells wollen wir zeigen,
wie Computertomografie und lineare Gleichungssy-
steme zusammenhdngen. Konkret: wie durch die Mes-
sung von Intensititsverlusten der Rontgenstrahlung li-
neare Gleichungssysteme entstehen.

Auf die Uberbestimmtheit der Systeme, auf iterative
Losungsverfahren, auf das Problem der Gléttung der Daten
usw. gehen wir nicht ein, das halten wir in diesem Zusam-
menhang nicht fiir erforderlich.

Wir machen auch eine Bemerkung zur sog. Kernspin-
tomografie und weisen auf Richard Ernst, Professor fiir
Physikalische Chemie an der ETH Ziirich, hin, der 1991
fiir diese Entdeckung den Nobelpreis erhielt.

In Erprobungseinsitzen mit diesem Leitprogramm hat
sich gezeigt, daB das Thema Computertomografie viele
SchiilerInnen, wie uns selbst auch, fasziniert. Einmal
mufte allerdings ein Médchen von der Bearbeitung des
Kapitels entbunden werden. Wegen eines Krankheitsfalles
in seiner Familie hat das Thema bei ihm heftige Emotio-
nen ausgelost.

3.4 Das Leitprogramm “Rekursives Programmieren”
Das Leitprogramm Rekursives Programmieren ist im
Grenzbereich zwischen Mathematik und Informatik ange-
siedelt. Es wurde von W. Hartmann und A. Adler, P. Leoni,
M. Meier entwickelt.

Rekursivitdt ist ein tiefsinniger und weitreichender
Gedanke! Und auf dem Computer kann er in effektiver
Weise umgesetzt werden. Natiirlich denkt man sofort an
Fraktale. Und sie werden auch angesprochen in diesem
Leitprogramm.

Aber zundchst stehen einfache Dinge im Vorder-
grund. Im 1. Kapitel wird an den Mathematikunterricht
angekniipft, es geht um rekursiv definierte Zahlfolgen
(eingliedrige, mehrgliedrige, lineare, nichtlineare), und
wie sie iterativ berechnet werden. Es kommen die A-
Papierformate, die Fibonacci-Zahlen, die logistische Folge
VOT.

Im 2. Kapitel wird dann die Rekursion als wichtiges
und elegantes Problemldseinstrument der Informatik vor-
gestellt. Das Prinzip besteht bekanntlich darin, ein Aus-
gangsproblem in kleinere Teilprobleme zu zerlegen, wobei
die Teilprobleme die gleiche Form haben wie das Aus-
gangsproblem. Die Unterteilung wird solange fortgesetzt,
bis die Teilprobleme so einfach geworden sind, daB3 sie di-
rekt gelost werden konnen. Auf dem Computer wird diese
Idee mit Programmen umgesetzt, die sich selbst aufrufen.
Dabei spielt der IF ... THEN ... ELSE—Befehl eine zen-
trale Rolle.

Eingefiihrt wird die Idee am Beispiel des Telefonalarms,
sodann geht es um die Frage, wie man mithilfe eines
rekursiven Programms auf dem Bildschirm eine Strecke
zwischen zwei Punkten durch Anziinden von geeigneten
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Pixeln erzeugen kann.

Die Algorithmen werden in diesem Leitprogramm in
Pseudocode beschrieben. Die Schiilerinnen erhalten aber
immer wieder den Auftrag, diesen in einen echten Code
fiir ihren Schulcomputer umzusetzen.

Das 3. Kapitel mit dem Titel Probleme und Gren-
zen ist der computerinternen Datenverwaltung gewidmet.
Zunéchst anhand eines fiktiven Modells mit Karten. In
einem fakultativen, etwas informatiktechnischeren Teil
wird genauer auf den Stapelspeicher, den sog. stack, einge-
gangen. Das Ziel ist zu verstehen, wie ein Computer ein
rekursives Programm abarbeitet. Das ist notig, will man
beurteilen kdonnen, wann Rekursion eine addquate Losung
fiir ein Problem ist.

Im 4. Kapitel sowie im Additum geht es um Rekursivitét
und Computergrafik. Zuerst bekommen die Schiilerinnen
den Auftrag, aus einem Papierstreifen eine Drachenkurve
zu falten. Nach einer kurzen Einfithrung in die sog. Turtle-
Grafik konnen sie nun Programme zur Erzeugung von
Drachen- und Kochkurven schreiben und ausprobieren.

Im 5. Kapitel, das als Additum gedacht ist, konnen die
Erkenntnisse aus Kapitel 4 vertieft werden. Es geht
e um baumartige Strukturen,

e um das Cantorsche Diskontinuum,

e um Peanokurven,

e um schwierige Fragen, wie die nach der Dimension
eines Objekts.

In diesem Additum sind die Schiilerinnen nun sehr frei.
Sie wihlen selber aus, womit sie sich beschiftigen wollen.
Sie werden auf Literatur verwiesen, die ein selbstindiges,
vertieftes Studium der angesprochenen Phianomene ermdg-
licht.

Das Leitprogramm ist auf 15-20 Lektionen ausgelegt,
abhéngig von der Anzahl der implementierten Programme.
Vorausgesetzt werden, neben dem Begriff der Rekursion
und der Iteration aus dem Mathematikunterricht, Program-
mierkenntnisse in einer strukturierten Programmiersprache
und eine gewisse Vertrautheit im Umgang mit Prozeduren.

Das Leitprogramm eignet sich flirs Gymnasium sowie
fir Ingenieurschulen. Auch von diesem Leitprogramm
kann eine Version auf WWW unter der Adresse http:
//educeth.ethz.ch/mathematik/ angeschaut und im Original-
Format Word heruntergeladen werden.

4. Epilog

Jeder Verfasser von Schiilermaterial muf3 damit rechnen,
daB er von Lehrerinnen und Lehrern kritisiert wird: “Das
wire doch so oder so viel besser gewesen. Die Reihenfolge
geféllt mir nicht. Und {iberhaupt: ich héitte alles ganz an-
ders gemacht!”

Wir sind nicht der Meinung, daBl wir jeweils den
richtigen Weg gefunden haben. Wir haben einen Weg
gewihlt. Wir haben viele mathematische und didaktische
Entscheidungen getroffen, von denen wir glauben, daB sie
begriindbar sind. Wir hoffen, da3 wir ein brauchbares Pro-
dukt vorgelegt haben. Wir sind uns bewuf3t, da3 es andere,
ebenso gute und vielleicht auch noch bessere Losungen
gibt.

Die vier beschriebenen Leitprogramme wurden am 10.
Mai 1995 anldBlich des 6. Schweizerischen Tages iiber
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Mathematik und Unterricht® in Luzern etwa 150 anwe-
senden Mathematiklehrerlnnen vorgestellt. Bis zum 15.
Juni 1995 konnten die Schulen sodann Bestellungen
einreichen. Noch vor Beginn der Sommerferien haben
wir ca. 100 Sdtze an ebenso viele Schulen ausgeliefert.
Mit dem Kaufpreis von Fr. 25,- pro Leitprogramm (fiir
Druckkosten, Verpackung und Versand) erwarben sich die
Schulen ausdriicklich das Recht, diese Leitprogramme fiir
den Einsatz in ihren Klassen beliebig kopieren zu diirfen.

Wir erhielten nur wenige spontane Riickmeldungen von
Lehrerlnnen. Aus diesem Grund fiihrten wir 1996 am 7.
Schweizerischen Tag iiber Mathematik und Unterricht in
Stans eine Umfrage durch. lThre Ergebnisse zeigen, daB
die Leitprogramme von den Lehrpersonen mehrheitlich
wohlwollend aufgenommen, jedoch noch nicht so héufig
im Unterricht ausprobiert worden sind. Etwa 15 Prozent
der anwesenden Lehrerinnen und Lehrer haben angegeben,
im vergangenen Jahr wenigstens eines der Leitprogramme
eingesetzt zu haben. Drei Viertel dieser Lehrpersonen sind
mit dem Erfolg zufrieden, 10 Prozent sind vom Einsatz
enttéuscht.

Eine héufig geduBerte Kritik mochten wir noch erwih-
nen: Die Verwendung von Leitprogrammen ist papierauf-
wendig. Ein Leitprogramm hat im Durchschnitt 50 bis
100 Seiten. Die miissen jedem Schiiler, jeder Schiilerin
abgegeben werden. Das ist nicht erfreulich. Aber der
Punkt sollte nicht iiberschitzt werden. Wir wollen den
Mathematikunterricht ja nicht flaichendeckend mit Leit-
programmen iiberziehen. Die Devise lautet: Und dann und
wann ein Leitprogramm!

Und wie reagieren Schiilerlnnen auf unsere Leitpro-
gramme? Aus den Testeinsdtzen wissen wir, dafl die
SchiilerInnen mit guter Motivation an die Arbeit mit einem
Leitprogramm gehen. Das ist nicht so verwunderlich, weil
ein neues Medium ja auf jeden Fall eine Abwechslung
darstellt. Es hat sich allerdings gezeigt, dal die mei-
sten Schiilerlnnen gefordert sind, daBl sie die Arbeit mit
einem Leitprogramm anstrengender finden als den nor-
malen fragend-entwickelnden Unterricht.

Wir geben hier einige Bewertungen wieder, die Schiile-
rinnen und Schiiler nach der Arbeit mit Leitprogrammen
in der Testphase abgegeben haben. Sie dienen zur Illu-
stration. Ob sie in irgend einer Weise reprédsentativ sind,
wissen wir nicht.

Ich fand es nicht langweilig, denn der Aufbau ist sehr gut. Es
baut immer auf dem Gelernten auf und das Hirn wird nicht
vernachldssigt. Man ist immer bei der Sache.

Es war so, als ob mir eine Person das Thema personlich
erkldren wiirde.

Es geht schneller, wenn es der Lehrer erklért, aber vielleicht
bleibt es besser, wenn man es selbst erarbeitet.

Gut, fiir meinen Geschmack fast zu gut, sind die Losungen
zu den Aufgaben aufgeschrieben. Wie im ganzen Leitprogramm

2Der Schweizerische Tag tiber Mathematik und Unterricht
ist eine Fortbildungsveranstaltung fiir Mathematiklehrerinnen
und Lehrer der Gymnasialstufe, die seit 1990 von der ETH-
Ziirich und der Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft
(SMQG) jedesmal an einem anderen Gymnasium in der Schweiz
durchgefiihrt wird.

http://www.math.ethz.ch/~kirchgra/
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wird mir alles erklért, aufgelistet, vorgerechnet, . . .. Es ist alles
vorgegeben. Was bleibt da noch fiir mich ... ?

[Das Leitprogramm] fordert das Sprachverstidndnis, weil alles
geschrieben vorliegt.

Mit der Zeit wurde es langweilig, immer zu lesen: vielleicht
hitte man es unterteilen kdnnen; es ist von der Unterrichtsgestal-
tung her total eintonig.

Hier mufl man etwas machen, im Normalunterricht kann man
schlafen und nur abschreiben.

Ich finde es sehr gut so selbstédndig arbeiten zu konnen. So
kann man auch je nach Motivation mal mehr oder mal weniger
machen, man lernt, sich die Zeit und die Arbeit selber einteilen.

5. Verdankung
Alle, die an einem der vier vorgestellten Leitprogramme
mitgeschrieben haben, sind als Autoren genannt. Unge-
nannt dagegen sind alle Kolleginnen und Kollegen, die
Versionen dieser Leitprogramme gelesen, in einer ihrer
Klasse ausprobiert, freundliche, skeptische oder beinharte
Kritik geiibt haben. Zahlreiche niitzliche, gescheite, lustige
Schiilerkommentare sind zu erwéhnen. Allen mochten wir
danken.

Das Leitprogrammprojekt ist durch einen namhaften fi-
nanziellen Beitrag der ETH Ziirich ermdglicht worden.

Die Endfassung dieser Arbeit wurde geschrieben, als
einer der Autoren (UK) Gast am Lehrstuhl fiir Didak-
tik der Mathematik an der Universitit Augsburg war.
Er dankt Frau L. Hefendehl-Hebeker fiir die Einladung
und die freundliche Aufnahme, und der Gesellschaft der
Freunde der Universitit Augsburg fiir die finanzielle Un-
terstutzung.
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