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Abstract: Ratios of diagonals in regular polygons. In a reg-
ular polygon there are constant ratios based on the lengths of
the diagonals. By folding a regular polygon along the diagonals
through one vertex we get a zigzag line which yields special
ratios. These ratios are generalizations of the golden ratio.

Kurzreferat: Im regelméfigen Vieleck gibt es konstante Verhalt-
nisse, die aus Diagonalenlédngen gebildet werden. Falten der
regelmédfigen Vielecke langs des Diagonalenbiischels durch
einen der Eckpunkte liefert eine Zickzacklinie, welche zu Teil-
verhéltnissen fiihrt, die als eine Verallgemeinerung des goldenen
Schnittes angesehen werden konnen.

ZDM-Classification: F80, G40

1. Worum geht es

Diese Note basiert auf einem Vortrag von Dieter Wode
an der Eight International Conference on Geometry in
Nahsholim, Israel, March 7-14, 1999.

Wir zeichnen exemplarisch im regelméBigen 13-Eck
AgA;p... Ay die von Ay ausgehenden Diagonalen
d; := AoA; (Abb. 1); dabei sind speziell d; und di2
die mit Ay inzidenten Seiten des 13-Ecks.
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Abb. 1: Regelmafiges 13-Eck

Dann gilt fiir die Diagonalenlédngen:

di __do—dy __ dz—dp _ da—ds _ ds—ds __ de¢—ds
ds ds —  da T dz T d2 T di

aber auch:

dy __dys—dy __ ds—dy __ de—ds __ dr—dy
ds — dy - ds - do - d1

!Diese Note basiert auf einem Vortrag von Dieter Wode auf der
8. International Conference on Geometry in Nahsholim, Israel,
7.-14. Marz 1999.
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sowie:

de—dy __ dy—ds __ ds—ds
d4 ds - dz dl

Der Leser/die Leserin ist eingeladen, weitere Verhéltnis-
gleichungen zu finden.

Diese Gleichheiten sind Folge eines einfachen trigonome-
trischen Sachverhaltes. Im dritten Abschnitt wird gezeigt,
wie diese Verhdltnisse auf eine Linie gebracht werden
konnen und dann als Teilverhéltnisse erscheinen.

2. Etwas Trigonometrie im Thaleskreis

Wir zeichnen auf dem Thaleskreis eines rechtwinkligen
Dreieckes ABC mit der Normierung ¢ = 2 zwei zu C
benachbarte Punkte Ct und C—, welche von C den Bo-
genabstand +< haben (Abb. 2).

Abb. 2: Benachbarte Punkte auf dem Thaleskreis

Dann ist: b = 2sin 8 = 2cosa, a™ := ACT = 2sin(a+
$)und a” := AC™ = 2sin(a — 5).
Unter Verwendung der Additionstheoreme ergibt sich:

at—a— _ sin(a—5)—sin(a—5)
b - cos -

sin av cos £)—(sin & cos £ —cos asin £ .
= 2)—( 2 2) — 2gin<.
cos « 2

Dieses Verhiltnis ist unabhidngig von « und 3; wenn wir
also den Punkt C' und die beiden benachbarten Punkte
C* und C~ so auf dem Thaleskreis bewegen, dass ihr
relativer Bogenabstand +¢ sich nicht &ndert, bleibt das
Verhéltnis invariant.

Wir kénnen nun diesen Sachverhalt im regelméBigen
Vieleck anwenden.

3. Im regelmiifligen Vieleck

Wir untersuchen zunéchst ein Vieleck mit einer ungeraden
Eckenzahl 2m + 1. Auf dem Umkreis des Vieleckes sei
A§ der zu Aj diametrale Punkt (Abb. 3).
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Abb. 3: Spiegeln einer Diagonalen

Wenn wir nun die Diagonale d,,—x, 0 < k < m, an der
Mittelsenkrechten der Strecke Ay A{ spiegeln, kommt der
Endpunkt A _, genau in die Bogenmitte zwischen die
beiden Punkte Ay und Ay zu liegen; der Bogenabstand
zu diesen beiden Punkten ist - = £ 5. Nach unseren
Uberlegungen im Thaleskreis ist somit:

dk+1_dk . . E . . e . .
— o = 2sing = 2sin b, unabhéngig von k.
Dabher ist:
di _ do—dy _ dg—dp _ . _ dm—dm 1
dm ~ dm-1 = dm—2 - dy '
. drs1—d_
Analog kann gezeigt werden, dass ————=U= von k
. . 2j—1
unabhingig ist: Der Bogenabstand wird +¢ = i%,
iof Deri—dio-1) 9 e g (25-D)m
und daher ist —~5——— = 2sin§ = 2sin 3 —.

Fiir ein regelm}iBTgés Vieleck mit gerader Eckenzahl
kann entsprechend gezeigt werden, dass das Verhéltnis
‘mj;jf’j von k unabhingig ist.

4. Zickzacklinie im Winkelfeld

Wenn wir ein regelméiBiges Vieleck mit ungerader Ecken-
zahl auf transparentes Papier zeichnen und ldngs des
Diagonalenbiischels durch den Eckpunkt A, abwechs-
lungsweise nach oben und nach unten falten, erhalten wir
eine gleichseitige Zickzacklinie in einem Winkelfeld. Die
Zickzacklinie AgA; ... Ag,41 beginnt im Scheitelpunkt
Ay des Winkelfeldes und hat die Ecken A; abwechs-
lungsweise auf dem einen und dem anderen Schenkel.
Der Endpunkt As,,11 féillt mit dem Anfangspunkt Ag
zusammen. Das Winkelfeld hat einen Offaungswinkel
von ——. Die Abbildung 4 zeigt die Situation fiir ein

2mEl”
regelmafiges 13-Eck.
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Abb. 4: Zickzacklinie im Winkelfeld

In dieser Situation sind die Abstdnde d; und ihre Differen-
zen alle auf den Schenkeln ablesbar, so dass es sich bei
den untersuchten Verhéltnissen nun um Teilverhéltnisse
auf einer Geraden handelt. Fiir den Fall des regelméfigen
Fiinfeckes erhalten wir durch Falten lédngs zweier Di-
agonalen die Figur der Abbildung 5 mit dem goldenen
Schnitt als Teilverhiltnis; daher ist es naheliegend, in un-
seren Uberlegungen eine Verallgemeinerung des goldenen
Schnittes zu sehen. Weiteres iiber geschlossene Zickzack-
linien siche Hohenberg 1979 und Walser 1988.

Abb. 5: Der Goldene Schnitt
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