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В статье приводятся замечания о свойствах специальных базисных последовательностей элементов,
порождающих дополняемые подпространства в пространствах Фреше из класса, который можно
рассматривать как обобщение известного класса пространств Кёте числовых последовательностей.
Обсуждается вопрос о характеризации таких последовательностей элементов в блочных простран-
ствах Кёте и приводится обзор имеющихся в этом направлении результатов. Сформированы нере-
шенные вопросы и отмечена связь рассматриваемой темы с проблемой изоморфной классификации
пространств Кёте.

Ключевые слова: базисные последовательности, дополняемые подпространства, пространства
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1. Предварительные сведения

Пусть заданы счетный набор пространств Фреше (Xn, (‖ · ‖(n)r )∞r=1) с фиксированными
монотонными последовательностями полунорм, задающих топологию, число p, 0 < p 6

∞, и числовая матрица [ar(n)]r,n∈N со свойством монотонности по строкам (0 6 ar(n) 6

ar+1(n), r, n ∈ N).
Блочным пространством типа Кёте [1] называют пространство последовательно-

стей

E = lp
(
[ar(n)], (Xn)

)
=



x = (xn) : xn ∈ Xn,

(
∞∑

n=1

(‖xn‖(n)r )papr(n)

) 1
p

= |x|r < +∞, r ∈ N





с топологией, определяемой системой p-полунорм (| · |r)∞r=1.
При p > 1 p-полунормы являются обычными (выпуклыми) полунормами, а при p < 1

p-полунормы являются однородными функционалами, не удовлетворяющими неравен-
ству треугольника. Поэтому при p < 1 блочные пространства типа Кёте не являются
локально выпуклыми. В том случае, когда топология пространства может быть задана
одной p-нормой с p < 1 его называют локально ограниченным, поскольку в этом про-
странстве имеется ограниченная окрестность нуля (см., например, [2]).
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Класс блочных пространств типа Кёте включает в себя не только классические
пространства Кёте, появившиеся естественным образом при изучении реализаций про-
странств аналитических функций (см. [3, 4]), но и пространства более общего вида, име-
ющие описываемое ниже p-абсолютное разложение.

Пусть в локально выпуклом пространстве (E, {‖ · ‖i}i∈I) задана последовательность
A = (Ak)

∞
k=1 непрерывных линейных отображений Ak : E → E, k = 1, 2, . . ., такая, что

Am ◦An = δmnAn, m,n = 1, 2, . . ., и
∞∑
k=1

Ak(e) = e (∀ e ∈ E), т. е. при любом i ∈ I,

lim
n→∞

∣∣∣∣e−
n∑
k=1

Ak(e)

∣∣∣∣
i

= 0 ∀ e ∈ E.
(1)

Определение 1. Будем говорить, что последовательность A = (Ak) непрерывных
линейных отображений с описанными выше свойствами определяет p-абсолютное с p > 1
разложение пространства E, если система полунорм



‖ · ‖i =

(
∞∑

k=1

|Ak(·)|pi

) 1
p




i∈I

, ‖ · ‖i = sup
k
|Ak(·)|i, p =∞,

задает исходную топологию E, т. е. для любого индекса i ∈ I найдется индекс j(i) ∈ I
такой, что |e|i 6 ‖e‖j(i) 6 |e|j(j(i)) для любого e ∈ E.

Разложение (1) элементов E называют разложением тождественного отображе-

ния. Разложение будет безусловным, если сходимость ряда в (1) слева безусловна для
любого элемента. Очевидно, если последовательность A = (Ak) определяет p-абсолютное
разложение, то (1) в этом случае является безусловным разложением.

Термин «блочные пространства типа Кёте» использовался значительно раньше в [5]
для весьма частного случая, когда p = 2, а все Xn являлись конечномерными евклидо-
выми пространствами, в которых (полу)нормы определялись с помощью монотонных си-
стем строго положительно определенных операторов Ar,n в Xn. В [5] построены примеры
ядерных пространств указанного вида, не имеющих базисов даже в случае двумерных
блоков Xn.

Многие, сравнительно хорошо изученные, классы ядерных пространств Кёте име-
ют блочные расширения вида E = lp

(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, где Xn = l

M(n)
p — координатные

банаховы пространства с dimXn =M(n) < +∞ (см., например, [1]), которые в случае
хотя бы одной бесконечной размерности M(n) не будут ни ядерными, ни монтелевски-
ми. В некоторых случаях их можно рассматривать как тензорные произведения ядерных
и банаховых пространств.

Фактически, примерами счетно-гильбертовых пространств такого вида являются
произвольные пространства степенных рядов (центров гильбертовых шкал), рассмат-
ривавшихся в [6].

В определении пространства типа Кёте Xn можно рассматривать как подпростран-
ства X̃n (блоки) в E = lp

(
[ar(n)], (Xn)

)
, образованные элементами вида

(0, . . . , 0, xn︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .), xn ∈ Xn.

Соответствие Qn(x1, . . . , xn, . . .) = (0, . . . , 0, xn, 0, . . .), x = (xi)
∞
i=1 ∈ E, очевидно, опреде-

ляет непрерывный линейный проектор из E на X̃n, т. е. блоки являются дополняемыми
подпространствами.
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Если задано произвольно дополняемое подпространство F в E, то выбрав непрерыв-
ный линейный проектор P из E на F , всегда можно путем удаления части строк опреде-
ляющей матрицы Кёте, умножения оставшихся строк на подходящие числа с естествен-
ной перенумерацией условиям непрерывности проектора P придать вид: |Px|r 6 |x|r+1,
x ∈ E, r ∈ N. Базисную последовательность (fn) в E называют дополняемой, если замы-
кание F ее линейной оболочки есть дополняемое подпространство в E. Это не означает,
что (fn) может быть дополнена до базиса в E. Здесь все зависит от наличия базиса в
дополнении к F .

Определение 2. В пространстве Фреше E базисную последовательность (fm)
∞
m=1

будем называть p-абсолютной с некоторым p > 0, если она определяет p-абсолютное раз-
ложение своей замкнутой линейной оболочке span(fm)∞m=1 = F ⊂ E с одномерными опе-
раторами Ak(e) = f ′k(e)fk, e ∈ F , k ∈ N, где f ′k — координатные функционалы базисной
последовательности (fm).

Всякий базис пространства Фреше, как известно (см., например, [2, с. 67]), является
равностепенно непрерывной последовательностью, т. е. удовлетворяет условию

(∀ r) (∃ s(r)) (∃C(r) > 0) sup
n
|f ′n(x)||fn|r 6 C(r)|x|s(r) (∀x ∈ F ),

где f ′n — коэффициентные функционалы базиса (fn).
Условию равностепенной непрерывности дополняемой базисной последовательно-

сти (fn) при выбранном непрерывном линейном проекторе P из E на F = span(fn) опи-
санной выше процедурой перехода к новой системе полунорм, эквивалентной исходной,
можно придать вид

sup
n
|f ′n(Pe)||fn|r 6

1
2r |e|r+1, e ∈ E, и одновременно

|e|r 6
1
2r |e|r+1, |Pe|r 6

1
2r |e|r+1, e ∈ E, r ∈ N.

(2)

Два базиса (en)
∞
n=1 и (fm)

∞
n=1 линейного топологического пространства E называют ква-

зиэквивалентными, если они переводятся друг в друга путем умножения на числа, от-
личные от нуля, перестановки элементов и автоморфизма пространства E на себя.

2. Характеризация дополняемых p-абсолютных
базисных последовательностей элементов

Лемма 1. Пусть в блочном пространстве типа Кёте E = l1
(
[ar(n)], (Xn)

)
выбра-

ны дополняемая базисная последовательность (fn), проектор P из E на F = span(fn)
и матрица [ar(n)] такова, что выполнены условия (2). Тогда для каждого индекса n ∈ N

(элемента fn) найдется такой индекс i(n) (индекс проекции fn на Qi(n)E), что

sup
r

|Qi(n)fn|r
|fn|r+1

6 inf
s

|Qi(n)fn|s+1
|fn|s

,

т. е. существуют конечные числа

0 6= 1

λn
= inf

s

|Qi(n)fn|s+1
|fn|s

, n = 1, 2, . . . ,

такие, что
λn|Qi(n)fn|r 6 |fn|r+1 6 λn|Qi(n)fn|r+2, r, n ∈ N. (3)
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C Согласно определению пространства типа Кёте в соответствии с условиями (2),
для каждого n ∈ N имеем

∑

i

sup
r

|Qifn|r
|fn|r+1

6

∞∑

r=1

1

2r
6 1.

С другой стороны, применение очевидного неравенства вместе с (2) (видом условия рав-
ностепенной непрерывности (fn)) дает:

1 6
∑

i

|f ′n(PQifn)| 6
∑

i

inf
s

|Qifn|s+1
|fn|s

.

Заметим, что во всех приведенных оценках суммы берутся по тем индексам i, которым
соответствуют отличные от нуля проекции Qifn. Именно для таких индексов получаем
соединение двух оценок

∑

i

sup
r

|Qifn|r
|fn|r+1

6 1 =
∑

i

f ′n(PQifn) 6
∑

i

inf
s

|Qifn|s+1
|fn|s

,

а это значит, что существует i = i(n):

sup
r

|Qi(n)fn|r
|fn|r+1

6 inf
s

|Qi(n)fn|s+1
|fn|s

,

и условие (3) проверяется непосредственно. B

Из леммы 1 непосредственно вытекает следующий факт.

Предложение 1. Пусть (fm)
∞
m=1 — дополняемая абсолютная последовательность в

блочном пространстве Кёте E = l1
(
[ar(n)], (Xn)

)
. Тогда из этой последовательности ли-

бо можно выделить подпоследовательность, порождающую подпространство, изоморф-
ное пространству l1, либо — подпоследовательность (fm(k))

∞
k=1, квазиэквивалентную ба-

зисной последовательности элементов вида gm(k) = Qn(k)fm(k), k = 1, 2, . . ., n(k1) 6= n(k2)
для k1 6= k2.

Из предложения 1, в частности, следует, что в ядерных пространствах Фреше, име-
ющих абсолютные разложения с двумерными пространствами Xn, описанных в [5] как
пространства без базисов, не может быть бесконечных дополняемых базисных последо-
вательностей.

Утверждение леммы 1 распространяется на классы пространств типа Кёте для
1 < p < +∞ при дополнительном ограничении на блоки Xn, а именно, когда Xn каждое
является банаховым пространством l

(Mn)
p с тем же значением p и естественной нормой,

Mn = dimXn 6∞, n ∈ N.
В этом случае рассматриваются фактически пространства Кёте с p-абсолютным ба-

зисом ортов и можно повторить с небольшим добавлением выкладки [7].

Лемма 2 [7, теорема 4]. Пусть в блочном пространстве типа Кёте E =

lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, 1 6 p 6∞, выбраны дополняемая базисная последовательность (fm),

проектор P из E на F = span(fm) и матрица [ar(n)] такова, что выполнены условия (2).
Тогда выполнены условия:

(∀m ∈ N) (∃ i(m) ∈ N) sup
r

|Qi(m)fm|r
|fm|r+1

6 inf
s

|Qi(m)fm|s+1
|fm|s

,
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sup
r

ar(i(m))

|fm|r+1
6 inf

s

as+1(i(m))

|fm|s
.

C При 0 < p <∞, используя условия (2), имеем

(∑

i

sup
r

|Qifn|pr
|fn|pr+1

) 1
p

6


∑

j

[
|e′ij(fn)| sup

r:|fn|r+1 6=0

ar(i)

|fn|r+1

]p


1
p

6

{
∞∑

r=1

1

2rp

} 1
p

6 1 = f ′n(fn) 6
∑

i,j

|e′ji(fn)||f ′n(eji)|

6


∑

i,j

|e′ji(fn)p infr
apr+1(i)

|fn|pr




1
p

∑

i,j


 |f

′
n(eji)|

inf
r

ar+1(i)
|fn|r



q


1
q

6


∑

i,j

[
|e′ji(fn)| infr

ar+1(i)

|fn|r

]p



1
p

6

(∑

i

inf
r

|Qifn|pr+1
|fn|pr

) 1
p

, где q =
p

p− 1

и суммирование в
∑

i,j ведется по всем индексам базиса ортов (eji, 1 6 j 6 M(i), i =
1, 2, . . .). Понятно, что в суммах принимаются во внимание только слагаемые, отлич-
ные от нуля. Утверждение леммы 2 следует прямо из сравнения крайних и внутренних
выражений в написанных неравенствах. B

В лемме 2, таким образом, устанавливается некоторое соответствие элемен-
там fm элементов базиса ортов ei(m),j с возможными повторениями и оценками
|λmar(i(m))| 6 |fm|r+1 6 λmar+2(i(m)), m, r ∈ N.

Замечание. Как и в теореме 4 из [7] в доказательстве леммы 2 не используется
базисность системы (fn) в полной мере, а только «выступающий» характер элементов,
заключающийся в существовании функционалов f ′n : f ′n(f) > 1 с оценками условия рав-
ностепенной непрерывности.

При изучении свойств базисов в декартовых произведениях конечного числа блочных
пространств типа Кёте бывает необходимо произвести разбиение произвольного базиса
на части, определенным образом связанные с базисами сомножителей. Для этой цели
может быть полезно следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть в декартовом произведении E = E1 × E2 счетно-нормированных
пространств Ei, i = 1, 2, заданы элемент f0 и функционал f ′0 такой, что f ′0(f0) > 1. Если
система норм (| · |r)∞r=1, определяющая топологию E такова, что

|e|r = |P1e|r + |P2e|r, |e|r 6
1

2
|e|r+1, |f ′0(e)||f0|r 6 |e|r+1, e ∈ E, r = 1, 2, . . . ,

где Pi — проекции E на Ei, i = 1, 2, то существует число λ0 > 0 и индекс i(0) :

f ′0(Pi(0)f0) >
1

2
,

с которыми справедливы неравенства

λ0|Pi(0)f0|r 6 |f0|r+1 6 λ0|Pi(0)f0|r+2, r = 1, 2, . . .



20 Кондаков В. П.

C Поскольку

sup
r

|Pi(0)f0|r
|Pi(0)f0|r+1 + |P3−i(0)f0|r+1

6
1

2
6 |f ′0(Pi(0)f0)| 6 inf

s

Pi(0)f0|s+1
|f0|s

,

то положив
1

λ0
= inf

s

Pi(0)f0|s+1
|f0|s

,

приходим к неравенствам утверждения леммы. B

Заметим, что для элемента λ0Pi(0)f0, определенного в лемме 3, и функционала f ′0
выполняются неравенства

|f ′0(e)||λ0||Pi(0)f0|r 6 |f ′0(e)||f0|r+1 6 |e|r+2, r = 1, 2, . . . ,

которые аналогичны неравенствам для пары (f0, f
′
0) со сдвигом индексов норм на еди-

ницу.
Так как любая базисная последовательность в пространстве Фреше равностепенно

непрерывна, для базисной последовательности (fn), порождающей дополняемое подпро-
странство в декартовом произведении E = E1 × E2 счетно-нормированных пространств
Фреше Ei, i = 1, 2, можно выбрать систему норм в E так, чтобы выполнялись условия
(2) для системы норм (|e|r = |P1e|r + |P2e|r)∞r=1. В этом случае для каждого элемента
fm определяются, согласно лемме 3, число m и индекс i(m) проекции с двусторонними
оценками норм

λm|Pi(m)fm|r 6 |f0|r+1 6 λm|Pi(m)fm|r+2, r = 1, 2, . . .

Элемент fm в этом случае будем считать подчиненным сомножителю Ei(m).
Из леммы 3 и сказанного непосредственно следует простое утверждение.

Лемма 4. Всякую дополняемую базисную последовательность (fm) в декартовом
произведении E = E1 × E2 счетно-нормированных пространств Ei можно разбить не бо-
лее чем на три части, элементы каждой из которых подчинены одному или одновременно
двум сомножителям.

При некоторых ограничениях на сомножители Ei декартова произведения
E = E1 × E2 произвольный базис дополняемого подпространства разбивается по указан-
ному выше правилу на две части, подчиненные каждому из сомножителей, а элементов,
подчиненных одновременно двум сомножителям, может быть не более конечного числа.
Прежде чем сформулировать такого сорта ограничения, напомним определение важного
класса пространств Кёте, определяемых правильными матрицами.

Определение 3 [8]. Последовательность элементов (xn)
∞
n=1 счетно-нормированного

пространства E называют правильной в смысле Драгилева, если имеется система норм
(| · |r)∞r=1, определяющая исходную топологию в E, для которой

|xn|r
|xn|r+1

↓ 0 при n ↑ ∞, r = 1, 2, . . .

Также следуя [8], пространство Кёте lp[ar(n)] будем называть правильным , если его базис
ортов (en)

∞
n=1 является правильным в смысле Драгилева.

В этом случае можно считать матрицу Кёте правильной, т. е.

ar(n)

ar+1(n)
=
|en|r
|en|r+1

↓ 0 при n ↑ ∞, r = 1, 2, . . .
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Предложение 2. Для двух произвольных пространств Кёте Ei = lp[a
(i)
r (n)], i = 1, 2,

следующие условия равносильны:

1◦. Базисы ортов (e
(i)
n )∞n=1 в Ei, i = 1, 2, не имеют квазиэквивалентных подпоследова-

тельностей (e
(1)
nk )

∞
k=1 и (e

(2)
mk)

∞
k=1.

2◦. Пространства Ei, i = 1, 2, не содержат изоморфных друг другу дополняемых под-
пространств, каждое из которых изоморфно правильному пространству Кёте.

C Если выполнено условие 1◦, то и 2◦ должно выполняться, поскольку, согласно [9], у
изоморфных правильных пространств Кёте базисы ортов квазиэквивалентны и, согласно
лемме 2, в них должны быть подпоследовательности, квазиэквивалентные двум подпо-
следовательностям в базисах ортов (e

(1)
n )∞n=1 и (e

(2)
n )∞n=1, чего не может быть, согласно 1◦.

С другой стороны, если выполнено условие 2◦, то и квазиэквивалентных подпоследо-
вательностей в базисах ортов пространств Ei быть не может, поскольку, согласно [10], из
каждой подпоследовательности базиса ортов можно выделить правильную подпоследо-
вательность, порождающую дополняемое (координатное) подпространство, изоморфное
правильному пространству Кёте. B

Определение 4. Будем называть пространства Кёте Ei = lp[a
(i)
r (n)], i = 1, 2, струк-

турно различными, если для них выполнены эквивалентные условия 1◦, 2◦ предложе-
ния 2.

Теорема 1. Пусть в декартовом произведении структурно различных пространств

Кёте Ei = lp[a
(i)
r (n)], i = 1, 2, рассматривается дополняемая базисная последователь-

ность (fm)
∞
m=1. Существует разбиение этой последовательности на две части (fm)m∈µ1 ,

(fm)m∈µ2 (µ1 ∪ µ2 = N) так, что все элементы каждой части подчинены сомножителю с
соответствующим индексом, т. е. часть (fm)m∈µi подчинена Ei, i = 1, 2, и при этом только
конечное число элементов fm может быть одновременно подчинено каждому сомножи-
телю.

C Согласно выкладкам, проведенным при доказательстве леммы 2, подчиненность
элемента fm сомножителю Ei фактически означает наличие двусторонних неравенств
для норм элемента fm и норм нормированного некоторым множителем λm > 0 элемен-
та базиса ортов Ei. Если теперь предположить бесконечность множества элементов fm,
подчиненных сразу E1 и E2, то переходя к подпоследовательности (fmk

), квазиэквива-
лентной частям базисов ортов Ei, легко получить противоречие с условием структурно-
го различия Ei, сопоставляя подпоследовательности ортов, квазиэквивалентные (fmk

),
а значит, и квазиэквивалентные друг другу. B

Очевидно, что из двух структурно различных пространств Кёте lp[a
(i)
r (n)], i = 1, 2,

хотя бы одно не содержит дополняемых подпространств, изоморфных бесконечномерным
банаховым пространствам lp. Бывает полезно некоторое ослабление этого ограничения.

Будем говорить, что блочные пространства Кёте Ei = lp
(
[a
(i)
r (n)], (l

M(n,i)
p )∞n=1

)
,

i = 1, 2, структурно различны с точностью до нормируемых дополняемых подпро-
странств, изоморфных пространствам Кёте, если в них нет изоморфеных друг другу
дополняемых подпространств Fi ⊂ Ei, i = 1, 2, каждое из которых изоморфно ненорми-
руемому пространству Кёте. В этом случае при разбиении произвольной дополняемой
базисной последовательности (fm)

∞
m=1 декартова произведения E1 × E2, согласно лем-

ме 4, множество элементов (fm)m∈µ3 , подчиненных одновременно обоим сомножителям,
может быть бесконечным и соответствующие, согласно лемме 2, подпоследовательности
(или конечные наборы) базисов ортов сомножителей порождают нормируемые подпро-
странства, изоморфные пространствам lp (или конечномерным пространствам).
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Пусть в блочном пространстве Кёте E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )∞n=1

)
, 1 6 p 6∞, зада-

на дополняемая p-абсолютная базисная последовательность (fm)
∞
m=1 и выбран непре-

рывный линейный проектор P , действующий из E на дополняемое подпространство
F = span(fm)∞m=1. Матрицу Кёте [ar(n)] можно предполагать выбранной так, чтобы вы-
полнялись неравенства

|Pe|pr 6
1

2rp

∞∑

m=1

|f ′m(Pe)|p|fm|pr+1
.
=

1

2rp
‖e‖pr+1 6

|e|pr+2
2(2r+1)p

,

r ∈ N, e ∈ E. Этого всегда можно добиться переходом от произвольной исходной матрицы
Кёте к эквивалентной путем удаления некоторых строк, естественной перенумерацией и
умножением оставшихся строк на числа. Условия (2), очевидно, будут выполняться для
(fm)

∞
m=1.

Лемма 5. При сделанных предположениях для любых наборов ν, µ натуральных
индексов и любых последовательностей положительных чисел (cr), (dr) справедливы
неравенства

∞∑

m=1

|f ′m(Pe)|p
[
inf
r∈ν

|fm|pr+1
cpr

− sup
s∈µ

|fm|ps+1
dps

]
6

∞∑

n=1

|e′n(Pe)|p
[
inf
r∈ν

|en|pr+2
cpr

− sup
s∈µ

|en|ps
dps

]
, e ∈ E.

C Покажем сначала выполнение цепочки неравенств для нижних граней. Выбрав для
произвольного e ∈ E и ε > 0 числа εn > 0:

∑

n

εn = ε

и разбиение натурального ряда

N =
⋃

s∈S

νes : νes =

{
n ∈ N :

|en|ps+2
cps

6 inf
r∈ν

|en|pr+2
cpr

+ εn

}

(S = {s : νes 6= ∅}) c соответствующими проекторами

Ps(e) =
∑

n∈νes

e′n(e)en, s ∈ S,

получаем с использованием неравенства треугольника и того же выбора полунорм
(

∞∑

m=1

|f ′m(Pe)|p infr∈ν

|fm|pr+1
cpr

) 1
p

6
∑

s

(
∞∑

m=1

|f ′m(PPse)|p infr∈ν

|fm|pr+1
cpr

) 1
p

6
∑

s

(
∞∑

m=1

|f ′m(PPse)|p
|fm|ps+1
cps

) 1
p

6
∑

s

1

2s+1
|Pse|s+2

cs

6
∑

s

1

2s+1


∑

n∈νes

|e′n(e)|p
|en|ps+2
cps




1
p

6

(
∞∑

n=1

|e′n(e)|p infr∈ν

|en|pr+2
cpr

+ ε

) 1
p

.

Согласно неравенствам, обеспеченным выбором полунорм, имеем для произвольного эле-
мента e ∈ F (т. е. e = Pe)

∞∑

n=1

|e′n(e)|p sup
s∈µ

|en|ps
dps

6 sup
s∈µ

2s
|e|ps
dps

6 sup
s∈µ

‖e‖ps+1
dps

6

∞∑

m=1

|f ′m(e)|p sup
s∈µ

|fm|ps+1
dps

.
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Неравенства формулировки леммы 5 получаются вычитанием доказанных неравенств
после предельного перехода при ε→ 0. B

Теорема 2. Пусть пространство Фреше F с p-абсолютным базисом (fm)
∞
m=1 изоморф-

но дополняемому подпространству блочного пространства Кёте E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
.

Тогда F изоморфно блочному пространству Кёте вида lp
(
[ar(k(n))], (l

L(n)
p )

)
, где размер-

ности L(n) удовлетворяют оценкам

L(n) 6 M(k(n)) +
∑

j∈ν(n)

M(j),

ν(n) =

{
j ∈ N :

ar+2(j)

ar+1(k(n))
>

as(j)

as+1(k(n))
, r, s ∈ N

}
.

C Согласно лемме 2 при надлежащем выборе полунорм в E и F имеем

(∀m ∈ N) (∃ i(m) ∈ N) (∃λm > 0) λmar(i(m)) 6 |fm|r+1 6 λmar+2(i(m)), r ∈ N.

В последовательности (i(m))∞m=1 натуральные индексы могут повторяться и можно обо-
значить (k(n))∞n=1 возрастающую последовательность всех встречающихся индексов без
повторений. Не исключается и случай конечного числа индексов, когда какой-то из
них соответствует бесконечному блоку в представлении E. Таким образом, с помощью
умножения элементов fm на числа λ−1m и возможной перестановки последовательности
λ−1m fm приходим к представлению пространства F в виде блочного пространства Кёте

lp
(
[ar(k(n))], (l

L(n)
p )

)
, где L(n) — количество повторений индекса k(n) в последовательно-

сти (i(m))∞m=1. Оценки размерностей L(n) выводятся с использованием леммы 5. В усло-
вии этой леммы полагаем |fm|r = ar(i(m)) и для каждого фиксированного блока эле-

ментов базиса ортов с нормами ar(k(n)) (изоморфного lL(n)p ) выбираем cr = ar+1(k(n)),
ds = as+1(k(n)), r, s ∈ N и ν = µ = N. Для простоты считаем, что F отождествлено с до-
полняемым подпространством E. Если предположить, что

L(n) > M(k(n)) +
∑

j∈ν(n)

M(j),

то в указанном блоке ортов из F размерности L(n) найдется линейная комбинация
f0 = Pf0, у которой в разложении по базису ортов пространства E будет e′j(Pf0) = 0
для всех j ∈ N таких, что

inf
r

ar+2(j)

ar+1(k(n))
> sup

s

as(j)

as+1(k(n))
.

Это противоречит неравенствам леммы 5, поскольку для этого элемента f0 = Pf0 левая
часть неотрицательна, а правая — строго меньше нуля. B

Следствие. Пусть пространство Фреше F с p-абсолютным базисом (fm) изоморф-

но дополняемому подпространству блочного пространства Кёте E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
.

Тогда из каждой бесконечной подпоследовательности элементов (fm(k))
∞
k=1 базиса (fm)

можно извлечь подпоследовательность квазиэквивалентную некоторой подпоследова-
тельности базиса ортов пространства E.

Убедиться в справедливости этого утверждения можно путем сравнения условия ква-
зиэквивалентности p-абсолютных базисов (xn) и (yn) счетнонормированных пространств
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(X, (| · |r)∞r=1), (Y, (‖ · ‖∞r=1), выражающихся с помощью неравенств при некотором выборе
констант ε1(r) > 0, c2(r) > 0 и функции s(·) натурального аргумента

c1(r)|xn|r 6 λn‖yσ(n)‖s(r) 6 c2(r)|xn|s(s(r)), r, n ∈ N,

где (σ(n)) — перестановка N, λn > 0, n ∈ N, и оценок леммы 2. В самом деле, если
в подпоследовательности (fm(k)) бесконечное число элементов fm(k) соответствующих
ei(m(k)) из разных блоков, то оценки леммы 2 сразу дают требуемую квазиэквивалент-
ность (fm̃(k))

∞
k=1 и (ei(m̃(k)))

∞
k=1, где m̃(k) выбраны так, что i(m̃(k)) и i(m̃(j)) из разных

блоков при k 6= j, а в остальных случаях выделяются нормированные подпоследователь-
ности эквивалентные базису ортов пространства lp, и квазиэквивалентности такой под-
последовательности части базиса ортов E обеспечивается оценками L(n), проведенными
в доказательстве теоремы.

3. Нерешенные вопросы и обзор наиболее известных результатов

Следующая проблема остается открытой, хотя ее положительные решения в частных
случаях известны с 60-х годов прошлого столетия (см., например, [11, 12]).

Проблема. Будет ли любая дополняемая p-абсолютная базисная система (fm)
∞
m=1 в

блочном пространстве Кёте E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, 1 6 p 6∞, M(n) 6∞, n ∈ N, квази-

эквивалентна подпоследовательности канонического базиса ортов пространства E?

Рассмотрим классы блочных пространств Кёте, в которых положительное решение
проблемы получается либо просто, либо известно из других источников.

Следующие два класса блочных пространств Кёте являются в некотором смысле
крайними случаями.

Пусть блочное пространство Кёте имеет представление вида E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
,

0 < p 6∞, где все размерности M(n) бесконечны, т. е. lM(n)
p ≈ lp, за исключением, воз-

можно, конечного числа индексов n, соответствующих конечным M(n). В этом случае
легко построить инъективное отображение произвольной дополняемой p-абсолютной ба-
зисной последовательности на некоторую подпоследовательность канонического базиса
ортов всего пространства E в соответствии с леммой 2 путем использования оценок
(размерностей L(n)) леммы 5 теоремы 2. При этом конечные наборы элементов базисов
можно сопоставлять произвольно, так как в конечномерных пространствах, очевидно,
все базисы квазиэквивалентны. Рассматриваемые пространства Кёте можно назвать гу-
стыми или насыщенными банаховыми пространствами и в них сформулированная выше
проблема имеет положительное решение. В частности, когда два густых пространства
изоморфны, то их канонические базисы квазиэквивалентны, поскольку конструкция из-
вестной теоремы Кантора — Бернштейна позволяет построить по двум инъективным
отображениям базисов ортов биективное отображение с оценками норм элементов, тре-
буемыми для квазиэквивалентности.

Приведем описание еще одного класса блочных пространств Кёте, в которых сфор-
мулированная выше проблема решается положительно средствами, использованными в
доказательстве теоремы 2.

Определение 5 (см. [1, 13]). Определяющую матрицу [ar(n)] пространства Кёте E =
lp[ar(n)] назовем неоднородной (разреженной), если в каноническом базисе единичных
ортов нельзя выделить двух бесконечных непересекающихся квазиэквивалентных друг
другу подпоследовательностей.
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Общее условие неоднородности матрицы Кёте имеет вид (см., например, [1, 9])

∀ (n(k))∞k=1 ∩ (m(k))∞k=1 = ∅ ∃ r(1) ∀ r(2) ∃ r(3) ∀ r(4)

sup
k

{
ar(3)(n(k))ar(1)(m(k))

ar(4)(m(k))ar(2)(n(k))
,
ar(3)(m(k))ar(1)(n(k))

ar(4)(n(k))ar(2)(m(k))

}
=∞.

В частном случае пространств степенных рядов E = lp[expλrbn] (λr ↑ λ 6∞) неоднород-
ность матрицы Кёте равносильна выполнению условия

lim
n→∞

bn
bn+1

= 0.

Пространства лакунарных степенных рядов с отмеченным условием однородности были
обнаружены автором при решении поставленной М. М. Драгилевым задачи описания
группы общих автоморфизмов вложенных друг в друга пространств степенных рядов
при более слабых ограничениях на лакуны. Описание непрерывных линейных отобра-
жений неоднородных лакунарных пространств степенных рядов было получено в [14] и
из него, в частности, следовало, что в дополняемых подпространствах таких пространств
есть абсолютные базисы.

Последний факт не был явно отмечен в [14] и спустя некоторое время Дубинский
и Фогт в [15] ввели и исследовали так называемые «ручные» пространства степен-
ных рядов. Они показали наличие абсолютного базиса в каждом дополняемом под-
пространстве «ручных» пространств степенных рядов. Эти пространства являются
некоторым блочным расширением класса неоднородных пространств лакунарных про-
странств степенных рядов. Более общим образом можно рассматривать класс блочно-
неоднородных пространств Фреше как класс пространств, изоморфных блочным про-
странствам Кёте E = lp

(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, M(n) 6∞, определяемым неоднородными мат-

рицами Кёте [ar(n)].
Обобщения результатов [15] на случай блочно-неоднородных пространств Кёте име-

ются в [16], а здесь остановимся на характеризации дополняемых p–абсолютных базис-

ных последовательностей в блочных пространствах Кёте E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, опре-

деляемых неоднородными матрицами [ar(n)].
Пусть (fm)

∞
m=1 — дополняемая p-абсолютная базисная последовательность в блоч-

ном пространстве Кёте E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, где размерности M(n) — произвольны,

матрица [ar(n)] — неоднородна и p > 1 (p-абсолютность (fm)
∞
m=1 с тем же значением p).

Согласно лемме 2 и оценкам леммы 5, все условия для построения инъективного отоб-
ражения последовательности (fm)

∞
m=1 на подпоследовательность базиса ортов простран-

ства E имеются. С некоторого номера m(0) для каждого конечного набора различных
индексов m1,m2, . . . ,mk последовательности (fm)

∞
m=1 набор подходящих индексов i(mj),

j = 1, 2, . . . , k, с оценками леммы 2 содержит более k представителей, так как предпо-
ложение о противном дает последовательность пар индексов таких, что каждая пара
m
(n)
j1
6= m

(n)
j2

соответствует одному индексу i(m
(n)
j1

), а это невозможно ввиду однородно-
сти матрицы [ar(n)].

Перечислим теперь наиболее важные, на наш взгляд, случаи, в которых сформули-
рованная в начале этого пункта проблема имеет положительное решение.

Предположение о положительном решении этой проблемы в ядерных пространствах
Кёте — Фреше называют гипотезой Бессаги (после появления работы [11]). Так как не
построены контрпримеры, естественно рассматривать обобщенную версию этой гипотезы
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о том, что каждая дополняемая p-абсолютная базисная последовательность в блочном
пространстве Кёте E = lp

(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, M(n) 6∞ с тем же значением p > 1, квази-

эквивалентна некоторой подпоследовательности канонического базиса ортов. Другими
словами, каждое дополняемое подпространство с p-абсолютным базисом в указанном
пространстве Кёте изоморфно некоторому координатному подпространству (порождае-
мому частью базиса ортов). Эта версия доказана для следующих классов пространств:

1. блочные пространства Кёте вида E = lp
(
[ar(n)], (l

M(n)
p )

)
, p > 1, M(n) =∞, n > n0;

2. блочно-неоднородные пространства Кёте (показано выше и см. [1]);
3. пространства Кёте E = lp[ar(n)], p > 1, определяемые правильными матрицами

[ar(n)] и изоморфные своему декартову квадрату, т. е. E ∼= E × E (см., например, [7–8]);
4. блочные пространства Кёте, определяемые правильными матрицами [ar(n)], удо-

влетворяющие одному из следующих условий, введенных в [8]:

a) (∃ r) (∀ s) (∃ t) sup
n

a2s(n)

ar(n)at(n)
< +∞,

b)(∀ r) (∃ s) (∀ t) sup
n

ar(n)at(n)

a2s(n)
< +∞

(эти случаи рассматривались в [7]).
Пространства класса 4 включают все блочные пространства, определяемые функци-

ями Драгилева. Так называют блочные пространства вида E = lp
(
[exp f(λrbn)], l

M(n)
1

)
,

где M(n) — произвольны, λr ↑ λ 6∞, а f — нечетная, возрастающая, логарифмически
выпуклая функция [8]. Можно рассматривать отдельные декартовы произведения про-
странств указанных классов и убедиться в справедливости обобщенной версии гипотезы
Бессаги. Вопрос о характеризации дополняемых p-абсолютных базисных последователь-
ностей в декартовых произведениях пространств Кёте из разных классов Драгилева,
например, вида

E = l1

([
exp f1

((
1− 1

r

)
bn

)]
,
(
l
M(n)
1

))
× l1

([
exp f2(rbn)

]
,
(
l
L(n)
1

))
,

где размерности блоков M(n) и L(n) произвольны, не является таким простым (см.,
например, [17, 18]).

Представляет интерес и решение проблемы для класса пространств Кёте E =
lp[ar(n)], определяемых правильными матрицами Кёте [ar(n)] (без ограничения изомор-
физма E своему декартову квадрату) и, более общим образом, для класса блочных про-
странств Кёте, определяемых правильными матрицами.

Напомним (см., например, [1]), что положительное решение обсуждаемой проблемы
влечет квазиэквивалентность p-абсолютных базисов в перечисленных классах и изомор-
физм двух пространств одного класса влечет наличие простейшего (квазидиагонального)
изоморфизма. Добавим, что в пространствах Кёте, определяемых правильными матри-
цами, доказано, что все p-абсолютные базисы квазиэквивалентны и изоморфизм таких
пространств влечет квазиэквивалентность базисов ортов. Однако проблема описания до-
полняемых p-абсолютных базисных последовательностей пока остается открытой.

Вопросы изоморфной классификации декартовых произведений пространств Кёте из
отдельных указанных классов рассматривались в [7, 17] и др.

В заключение можно выразить надежду, что проведенные в работах [19–21] иссле-
дования дополняемых безусловных базисных последовательностей позволяют описать
свойства аналогичных последовательностей в F -пространствах типа Кёте и Лоренца при
p < 1.
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и его приложения.—Ростов-на-Дону: ИРУ, 1974.—T. 6.—C. 112–135.
11. Bessaga C. Some remarks on Dragilev‘s theorem // Studia Math.—1968.—Vol. 31.—P. 307–318.
12. Кондаков В. П. О строении безусловных базисов некоторых пространств Кёте // Studia Math.—
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