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Аннотация. Исследуется проблема сохранения устойчивости при переходе от
обыкновенных дифференциальных уравнений к разностным. С помощью метода
функций Ляпунова определяются условия, при выполнении которых из асимптоти-
ческой устойчивости нулевых решений систем дифференциальных уравнений сле-
дует, что нулевые решения соответствующих разностных систем также являются
асимптотически устойчивыми. Доказываются теоремы об устойчивости возмущен-
ных систем. Находятся оценки времени переходных процессов для некоторого клас-
са систем нелинейных разностных уравнений. Исследуются условия устойчивости
сложных систем по нелинейному приближению.
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1. Введение

В широком классе случаев при исследовании математических моделей ре-
альных процессов и явлений непрерывные системы приближенно заменяются
дискретными [1–3]. В частности, большинство численных методов решения
дифференциальных уравнений основано на сведении их к уравнениям в конеч-
ных разностях [4, 5].

Важной проблемой, возникающей при такой замене, является проблема со-
хранения качественных характеристик исследуемых систем (интегралов дви-
жения, интегральных инвариантов, устойчивости решений и т. д.). Известно
[2, 5], что во многих случаях требуется коррекция разностных схем для обеспе-
чения согласованности между свойствами решений непрерывных и дискретных
уравнений. Указанная коррекция заключается в построении консервативных
численных методов, основанных на модификации вычислительных схем путем
введения управлений в процессе вычислений. При этом значения управляющих
параметров на каждом шаге интегрирования определяются из условия сохра-
нения известных характеристик рассматриваемой системы [2, 4–8].

Однако использование консервативных методов приводит к существенному
усложнению вычислительных схем. Методы становятся численно-аналитичес-
кими [6]. Поэтому с практической точки зрения весьма актуальной является
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задача выделения классов систем, для которых сохранение качественных харак-
теристик при переходе к дискретному виду имеет место и без дополнительной
коррекции разностных схем.

В настоящей работе исследуются некоторые классы систем обыкновенных
дифференциальных уравнений и соответствующих им разностных систем. С по-
мощью метода функций Ляпунова определяются условия согласованности меж-
ду дифференциальными и разностными уравнениями в смысле асимптотиче-
ской устойчивости нулевого решения.

2. Постановка задачи

Пусть задана система дифференциальных уравнений

ẋs =
n∑

j=1

psjfj(xj), s = 1, . . . , n. (1)

Здесь psj — постоянные коэффициенты, функции fj(xj) определены и непре-
рывны при |xj | < H (0 < H ≤ +∞) и обладают свойством xjfj(xj) > 0 при
xj 6= 0. При указанных предположениях система (1) имеет нулевое решение.

Уравнения вида (1) применяются при исследовании широкого класса си-
стем автоматического регулирования [9–11]. Они также используются при мо-
делировании нейронных сетей [12].

Важной задачей, возникающей при изучении таких уравнений, является
задача анализа устойчивости нулевого решения системы (1). Для нахождения
условий устойчивости используется прямой метод Ляпунова. В соответствии с
подходом, предложенным в [10], функция Ляпунова строится в виде

V (x) =
n∑

s=1

λs

xs∫
0

fs(τ) dτ, (2)

где x = (x1, . . . , xn)∗, λ1, . . . , λn — положительные постоянные. Из условия
xjfj(xj) > 0 при xj 6= 0, которому удовлетворяют функции f1(x1), . . . , fn(xn),
следует, что функция Ляпунова (2) положительно определена. С помощью
функции (2) в работах [10–13] получены достаточные условия асимптотической
устойчивости нулевого решения системы (1).

Далее наряду с уравнениями (1) исследуем соответствующую систему раз-
ностных уравнений

ys(k + 1) = ys(k) + h
n∑

j=1

psjfj(yj(k)), s = 1, . . . , n. (3)

Здесь h — шаг дискретизации (h > 0), а целочисленный аргумент k во всех
рассматриваемых в статье разностных уравнениях принимает значения 0, 1, . . . .

Определим условия, при выполнении которых из асимптотической устой-
чивости нулевого решения системы (1) следует асимптотическая устойчивость
нулевого решения системы (3).

Заметим, что для решения ряда задач кроме согласованности между диф-
ференциальными и разностными уравнениями в смысле устойчивости требуется
также сохранение таких характеристик, как устойчивость по отношению к по-
стоянно действующим возмущениям, скорость затухания переходных процессов
и область асимптотической устойчивости.
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Особый интерес в теории автоматического управления представляют систе-
мы дифференциальных уравнений, нулевые решения которых асимптотически
устойчивы в целом [14]. При этом следует отметить, что требование асимпто-
тической устойчивости в целом нулевого решения соответствующей разностной
системы может приводить к существенным ограничениям на правые части изу-
чаемых уравнений.

Действительно, пусть функции f1(x1), . . . , fn(xn) имеют вид
fj(xj) = xµj , j = 1, . . . , n, (4)

где µ — положительное рациональное число с нечетными числителем и знаме-
нателем, µ 6= 1. Таким образом, уравнения (1) представляют собой систему
с однородными правыми частями. Предположим, что нулевое решение этой
системы асимптотически устойчиво, причем для нее существует непрерывно
дифференцируемая однородная функция Ляпунова, удовлетворяющая услови-
ям теоремы Ляпунова об асимптотической устойчивости (см. [15]). Известно
[14], что тогда область асимптотической устойчивости нулевого решения совпа-
дает со всем n-мерным евклидовым пространством En.

В статье [16] доказано, что если µ > 1, то при любом шаге дискретиза-
ции h нулевое решение соответствующей разностной системы (3) также будет
асимптотически устойчиво. В то же время на примере скалярного уравнения

y(k + 1) = y(k)− hyµ(k)
получаем, что при µ > 1 система (3), вообще говоря, не является диссипатив-
ной [15]. У нее могут существовать неограниченные решения. Следовательно,
нулевое решение не будет асимптотически устойчивым в целом.

С другой стороны, нетрудно показать, что при 0 < µ < 1 система (3) рав-
номерно диссипативна, но при этом нулевое решение может не являться асимп-
тотически устойчивым.

Таким образом, если функции f1(x1), . . . , fn(xn) имеют вид (4), то требова-
ния асимптотической устойчивости нулевого решения и ограниченности каждо-
го решения системы (3) противоречат друг другу: для асимптотической устой-
чивости нужно, чтобы выполнялось неравенство µ > 1, а для ограниченности
решений — неравенство 0 < µ < 1.

В настоящей работе наряду с исследованием условий согласованности меж-
ду дифференциальными и разностными уравнениями в смысле устойчивости
нулевого решения определяются также классы допустимых функций f1(x1), . . . ,
fn(xn), для которых нулевое решение разностной системы (3) является асимпто-
тически устойчивым в целом. Кроме того, изучаются условия устойчивости для
возмущенных систем, устанавливаются оценки скорости стремления решений к
началу координат, доказывается теорема об устойчивости сложных систем по
нелинейному приближению.

3. Достаточные условия
асимптотической устойчивости

Далее будем считать, что правые части уравнений (1) удовлетворяют неко-
торым дополнительным ограничениям.

Предположение 1. Пусть существуют положительные числа λ1, . . . , λn,
при которых квадратичная форма

W (x) =
n∑

s,j=1

λspsjxsxj
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отрицательно определена.
Замечание 1. Условия существования таких значений λ1, . . . , λn исследо-

вались в работах [10, 13, 17].
Замечание 2. Известно [10], что если выполнено предположение 1, то

при любых допустимых функциях f1(x1), . . . , fn(xn) нулевое решение систе-
мы (1) асимптотически устойчиво, а функция Ляпунова (2) при данных значе-
ниях коэффициентов λ1, . . . , λn удовлетворяет требованиям теоремы Ляпунова
об асимптотической устойчивости.

Предположение 2. Для любого числа H1 ∈ (0,H) функции f1(x1), . . . ,
fn(xn) в области ‖x‖ < H1 (здесь и всюду далее ‖ · ‖ — евклидова норма век-
тора) удовлетворяют условию Липшица, т. е. можно указать положительную
постоянную L = L(H1) такую, что если |x′j | < H1, |x′′j | < H1, то справедливы
неравенства

|fj(x′j)− fj(x′′j )| ≤ L|x′j − x′′j |, j = 1, . . . , n. (5)
Покажем, что при выполнении предположений 1 и 2 имеет место согла-

сованность между дифференциальными и разностными уравнениями в смысле
устойчивости нулевого решения.

Теорема 1. Существует число h0 > 0 такое, что при всех h ∈ (0, h0) нуле-
вое решение системы (3) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Пусть при построении функции Ляпунова (2) коэффи-
циенты λ1, . . . , λn выбираются в соответствии с предположением 1. Рассмотрим
приращение этой функции на решениях системы (3). Имеем

�V = V (y(k + 1))− V (y(k)) =
n∑

s=1

λs

ys(k+1)∫
ys(k)

fs(τ) dτ

= h
n∑

s=1

λsfs(ys(k) + θsk�ys(k))
n∑

j=1

psjfj(yj(k)) = h
n∑

s,j=1

λspsjfs(ys(k))fj(yj(k))

+ h
n∑

s,j=1

λspsjfj(yj(k))(fs(ys(k) + θsk�ys(k))− fs(ys(k))),

где �ys(k) = ys(k + 1)− ys(k), θsk ∈ (0, 1), s = 1, . . . , n.
Зададим число H1, 0 < H1 < H, и найдем для него постоянную Липшица

L(H1). Используя предположения 1 и 2, получаем, что можно указать число
δ > 0, для которого при ‖y(k)‖ < δ справедливы оценки

�V ≤ −c1h
n∑

s=1

f2
s (ys(k)) + h2L(H1)

n∑
s,i,j=1

λs |psifi(yi(k))| |psjfj(yj(k))|

≤ −h (c1 − hc2L(H1))
n∑

s=1

f2
s (ys(k)).

Здесь c1, c2 — положительные постоянные.
Таким образом, если h0 < c1/(c2L(H1)), то при h ∈ (0, h0) и ‖y(k)‖ < δ

имеем

�V ≤ −c3h
n∑

s=1

f2
s (ys(k)), (6)

где c3 > 0. Значит, функция V (x) удовлетворяет всем требованиям дискретного
аналога теоремы Ляпунова об асимптотической устойчивости [3, c. 27–30].
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Следствие 1. Если по заданному числу H1 постоянную Липшица L(H1)
для функций f1(x1), . . . , fn(xn) можно выбирать так, чтобы выполнялось пре-
дельное соотношение

L(H1) → 0 при H1 → +0, (7)

то нулевое решение системы (3) будет асимптотически устойчиво при любом
шаге дискретизации h.

Действительно, в оценках приращения функции Ляпунова V (x) на реше-
ниях системы (3), полученных при доказательстве теоремы 1, постоянные c1 и
c2 не зависят ни от шага дискретизации h, ни от величины δ. Поэтому для лю-
бого фиксированного h > 0 число H1 можно выбрать настолько малым, чтобы
имело место неравенство hc2L(H1) < c1. Но тогда найдется δ̃ > 0 такое, что
при ‖y(k)‖ < δ̃ справедлива оценка (6).

Например, условие (7) будет выполнено, если функции f1(x1), . . . , fn(xn)
имеют вид

fj(xj) = x
µj
j , j = 1, . . . , n, (8)

где µj — рациональные числа с нечетными числителями и знаменателями,
µj > 1.

Следствие 2. Пусть функции f1(x1), . . . , fn(xn) определены и непрерыв-
ны при всех x ∈ En и удовлетворяют условию Липшица с константой, не зави-
сящей от выбора числа H1, т. е. можно указать положительную постоянную L,
для которой неравенства (5) выполняются при любых x′j , x

′′
j ∈ (−∞,+∞). Если

справедливы предельные соотношения
xj∫
0

fj(τ) dτ → +∞ при |xj | → ∞, j = 1, . . . , n,

то существует такое h0 > 0, что для всех h ∈ (0, h0) нулевое решение системы (3)
асимптотически устойчиво в целом.

Действительно, в данном случае число h0 можно выбрать так, чтобы при
h ∈ (0, h0) оценка (6) имела место для любых y(k) ∈ En. Таким образом,
функция (2) будет удовлетворять требованиям дискретного аналога теоремы
Барбашина — Красовского об асимптотической устойчивости в целом [3, c. 34,
35].

Например, условия следствия 2 будут выполнены, если в системе (3) допу-
стимые функции f1(x1), . . . , fn(xn) определяются по формулам

fj(xj) =
x
µj
j

1 + x
νj
j

, j = 1, . . . , n,

где µj — рациональные числа с нечетными числителями и знаменателями, νj —
рациональные числа с четными числителями и нечетными знаменателями,
µj ≥ 1, νj > 0, |µj − νj | ≤ 1.

4. Устойчивость возмущенных систем

Рассмотрим теперь возмущенную систему

ys(k + 1) = ys(k) + h
n∑

j=1

psjfj(yj(k)) + hqs(k,y(k)), s = 1, . . . , n. (9)
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Здесь функции qs(k,x) заданы при k = 0, 1, . . . , ‖x‖ < ρ (0 < ρ ≤ H), непрерыв-
ны по x и удовлетворяют неравенствам

|qs(k,x)| ≤ bs

(
n∑

j=1

|fj(xj)|

)σ

, s = 1, . . . , n,

где bs > 0, σ > 0. При указанных условиях система (9) также имеет решение
y(k) ≡ 0. По-прежнему считаем, что выполнены предположения 1 и 2.

Исследуем вопрос: при каких условиях возмущения не нарушают асимпто-
тической устойчивости нулевого решения?

Теорема 2. Если σ > 1, то существует число h0 > 0 такое, что при всех
h ∈ (0, h0) нулевое решение системы (9) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Рассмотрим функцию Ляпунова (2), коэффициенты
которой выбраны в соответствии с предположением 1. Ее приращение на реше-
ниях возмущенной системы можно представить в виде

�V = W1(y(k)) + W2(k,y(k)).

Здесь W1 — приращение функции (2) на решениях системы (3), а

W2 = h
n∑

s=1

λsfs

(
ys(k) + h

n∑
j=1

psjfj(yj(k)) + hθskqs(k,y(k))

)
qs(k,y(k)),

причем θsk ∈ (0, 1), s = 1, . . . , n.
Как и при доказательстве теоремы 1, получаем, что существуют числа

h0 > 0 и δ > 0 такие, что если h ∈ (0, h0), ‖y(k)‖ < δ, то

W1(y(k)) ≤ −c̃1h
n∑

s=1

f2
s (ys(k)), c̃1 = const > 0.

Для функции W2(k,y(k)) при достаточно малых значениях ‖y(k)‖ и всех
k = 0, 1, . . . справедливы неравенства

|W2(k,y(k))| ≤ c̃2h
n∑

s=1

|qs(k,y(k))|

(
|fs(ys(k))|+ h

n∑
j=1

|fj(yj(k))|

+ h|qs(k,y(k))|

)
≤ h(1 + h)c̃3

(
n∑

s=1

f2
s (ys(k))

)σ+1
2

.

Здесь c̃2, c̃3 — положительные постоянные.
Значит, если σ > 1, то найдется такое δ̃ > 0, что функция W1(x) +W2(k,x)

будет отрицательно определена на множестве ‖x‖ < δ̃, k = 0, 1, . . . . Теорема
доказана.

Следствие. Пусть σ > 1, а для функций f1(x1), . . . , fn(xn) постоянную
Липшица L(H1) можно выбирать так, чтобы выполнялось предельное соотно-
шение (7). Тогда нулевое решение системы (9) асимптотически устойчиво при
любом шаге дискретизации h.

Замечание 3. Теорема 2 представляет собой теорему об устойчивости по
первому в широком смысле [13] приближению. Она утверждает, что возму-
щения не нарушают асимптотической устойчивости нулевого решения, если их
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порядки превосходят порядки функций, входящих в правые части невозмущен-
ных уравнений. В работе [13] аналогичный результат установлен для системы
дифференциальных уравнений, соответствующей системе (9).

Покажем далее, что для некоторых классов нестационарных систем ука-
занное в теореме 2 условие асимптотической устойчивости можно ослабить.

Пусть функции f1(x1), . . . , fn(xn) определяются по формулам (8), где µj —
рациональные числа с нечетными числителями и знаменателями, µj > 1. Таким
образом, система (3) имеет вид

ys(k + 1) = ys(k) + h
n∑

j=1

psjy
µj
j (k), s = 1, . . . , n. (10)

По-прежнему будем считать, что выполнено предположение 1.
Рассмотрим возмущенную систему

ys(k + 1) = ys(k) + h
n∑

j=1

(psj + bsj(k))y
µj
j (k), s = 1, . . . , n. (11)

Здесь функции bsj(k), s, j = 1, . . . , n, заданы и ограничены при k = 0, 1, . . . .
Положим

ϕsj(0) = 0, ϕsj(k) =
k−1∑
m=0

bsj(m), k = 1, 2, . . . , s, j = 1, . . . , n.

Пусть функции ϕsj(k) ограничены при k = 0, 1, . . . .
В данном случае порядки возмущений совпадают с порядками функций,

входящих в правые части невозмущенных уравнений. При этом не предпола-
гается, что функции bsj(k) являются малыми по сравнению с коэффициентами
psj . Например, они могут иметь вид bsj(k) = Asj sin k, s, j = 1, . . . , n, где на
постоянные коэффициенты Asj никаких дополнительных ограничений не на-
кладывается.

Теорема 3. Для любого h > 0 нулевое решение системы (11) асимптоти-
чески устойчиво.

Доказательство. Зафиксируем шаг дискретизации h. Рассмотрим функ-
цию

Ṽ (k,x) =
n∑

s=1

λs
xµs+1
s

µs + 1
− h

n∑
s,j=1

λsϕsj(k)xµss x
µj
j .

Здесь положительные коэффициенты λ1, . . . , λn выбраны в соответствии с пред-
положением 1. Так как µj > 1, а функции ϕsj(k) ограничены, то в достаточно
малой окрестности точки x = 0 и при всех k = 0, 1, . . . выполнено неравенство

a1

n∑
s=1

xµs+1
s ≤ Ṽ (k,x) ≤ a2

n∑
s=1

xµs+1
s ,

где a1 > 0, a2 > 0.
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Вычислим приращение функции Ṽ (k,x) на решениях возмущенной систе-
мы. Имеем

�Ṽ =
n∑

s=1

λs
µs + 1

(
yµs+1
s (k + 1)− yµs+1

s (k)
)

− h
n∑

s,j=1

λsϕsj(k + 1)yµss (k + 1)yµjj (k + 1) + h
n∑

s,j=1

λsϕsj(k)yµss (k)yµjj (k)

= h
n∑

s=1

λs (ys(k) + θsk�ys(k))
µs

n∑
j=1

(psj + bsj(k)) y
µj
j (k)

− h
n∑

s,j=1

λsϕsj(k + 1)
(
yµss (k + 1)yµjj (k + 1)− yµss (k)yµjj (k)

)
− h

n∑
s,j=1

λsbsj(k)yµss (k)yµjj (k) = h
n∑

s,j=1

λspsjy
µs
s (k)yµjj (k)

+ h
n∑

s=1

λs ((ys(k) + θsk�ys(k))
µs − yµss (k))

n∑
j=1

(psj + bsj(k)) y
µj
j (k)

− h
n∑

s,j=1

λsϕsj(k + 1)
(
yµss (k + 1)yµjj (k + 1)− yµss (k)yµjj (k)

)
.

Здесь �ys(k) = ys(k + 1) − ys(k), θsk ∈ (0, 1), s = 1, . . . , n. Следовательно, при
достаточно малых значениях ‖y(k)‖ и всех k = 0, 1, . . . справедлива оценка

�Ṽ ≤ −c1
n∑

s=1

y2µs
s (k) + c2

n∑
s,i,j=1

|ys(k)|µs |yi(k)|µi |yj(k)|µj−1,

где c1, c2 > 0.
Используя свойства обобщенно-однородных функций [14, c. 187–191], не-

трудно показать, что функция �Ṽ отрицательно определена. Теорема доказана.

Замечание 4. В [18] исследовалась система дифференциальных уравне-
ний

ẋs =
n∑

j=1

(psj + bsj(t))x
µj
j ,

где µj > 1 — рациональные числа с нечетными числителями и знаменателями,
psj — постоянные коэффициенты, функции bsj(t) непрерывны и ограничены

при t ≥ 0 вместе с интегралами
t∫
0
bsj(τ)dτ . Было показано, что при выполнении

предположения 1 нулевое решение этой системы асимптотически устойчиво. Та-
ким образом, если условие ограниченности функций ϕsj(k) при k = 0, 1, . . . рас-
сматривать в качестве дискретного аналога условия ограниченности при t ≥ 0

интегралов
t∫
0
bsj(τ)dτ , то теорема 3 согласуется с доказанной в [18] теоремой

об асимптотической устойчивости нулевого решения соответствующей системы
дифференциальных уравнений.
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5. Оценки решений

Рассмотрим невозмущенную систему (10). При этом по-прежнему считаем,
что показатели степеней µ1, . . . , µn являются рациональными числами с нечет-
ными числителями и знаменателями, µj > 1, j = 1, . . . , n. Не умаляя общности,
будем предполагать, что µ1 ≤ · · · ≤ µn.

В данном случае функция Ляпунова, построенная по формуле (2), имеет
вид

V (x) =
n∑

s=1

λs
xµs+1
s

µs + 1
.

Если выполнено предположение 1, то для любого шага дискретизации h нулевое
решение системы (10) асимптотически устойчиво, причем приращение функции
V (x) на решениях этой системы при соответствующем выборе коэффициентов
λ1, . . . , λn и при достаточно малых значениях ‖y(k)‖ удовлетворяет неравенству

�V ≤ −c
n∑

s=1

y2µs
s (k), c = const > 0.

Оценим скорость стремления к началу координат решений уравнений (10).
Из доказательства теоремы 1 следует существование числа δ, 0 < δ < 1, такого,
что если k0 ≥ 0, ‖y0‖ < δ, то при всех k ≥ k0 имеем

V (y(k + 1)) ≤ V (y(k))− c
n∑

s=1

y2µs
s (k) ≤ V (y(k))− c

n∑
s=1

|ys(k)|
2µn(µs+1)

µn+1 ,

где y(k) — решение, проходящее при k = k0 через точку y0.
Значит, для k = k0, k0 + 1, . . . выполняется соотношение

V (y(k + 1)) ≤ V (y(k))− c̃ V
2µn
µn+1 (y(k)).

Здесь c̃ — положительная постоянная, не зависящая от начальных данных рас-
сматриваемого решения.

Применяя лемму, доказанную в работе [8], получаем следующую теорему.

Теорема 4. Существуют положительные числа δ1, d1s, d2s, s = 1, . . . , n,
такие, что для любого решения y(k) = (y1(k), . . . , yn(k))∗ системы (10) с началь-
ными данными y(k0) = y0, удовлетворяющими условиям k0 ≥ 0, ‖y0‖ < δ1, при
всех k ≥ k0 справедливы оценки

|ys(k)| ≤ d1s (1 + d2s(k − k0))
− µn+1

(µs+1)(µn−1) , s = 1, . . . , n.

Замечание 5. В теореме 4 значения постоянных δ1, d1s, d2s, s = 1, . . . , n,
вообще говоря, зависят от выбранного шага дискретизации h.

Замечание 6. Показатели степеней в оценках, найденных для решений
разностной системы (10), совпадают с показателями степеней в оценках, уста-
новленных в [18] для соответствующей системы дифференциальных уравнений.

Покажем далее, что при выполнении некоторых дополнительных условий
для системы (10) можно получить более точные оценки решений по сравнению
с оценками, указанными в теореме 4.
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Предположение 3. Пусть для любого рационального числа γ ≥ 1 с нечет-
ными числителем и знаменателем существуют положительные числа λ1, . . . , λn,
при которых функция

Ŵ (x) =
n∑

s,j=1

λspsjx
γ
sxj

отрицательно определена.

Если выполнено предположение 3, то для системы (1) можно построить
семейство функций Ляпунова вида

V (x) =
n∑

s=1

λs

xs∫
0

fγs (τ) dτ,

удовлетворяющих требованиям теоремы Ляпунова об асимптотической устой-
чивости.

Замечание 7. В работе [19] получены необходимые и достаточные условия
существования такого семейства функций Ляпунова для двумерных (n = 2)
систем вида (1).

Замечание 8. Известно [20], что если

psj ≥ 0 при s 6= j, s, j = 1, . . . , n, (12)

и вещественные части всех собственных чисел матрицы P = (psj)
n
s,j=1 отрица-

тельны, то для системы (1) выполнено предположение 3.
Для системы (10) соответствующее семейство функций Ляпунова имеет вид

V̂ (x) =
n∑

s=1

λs
xγµs+1
s

γµs + 1
. (13)

Как и при доказательстве теоремы 1, нетрудно показать, что для каждой
функции из семейства (13) существуют постоянные δ̂ > 0 и ĉ > 0 такие, что
если начальные данные решения y(k) = (y1(k), . . . , yn(k))∗ системы (10) удовле-
творяют условиям k0 ≥ 0, ‖y0‖ < δ̂, то

V̂ (y(k + 1)) ≤ V̂ (y(k))− ĉ V̂
(γ+1)µn
γµn+1 (y(k))

при всех k ≥ k0.
Снова применяя лемму из [8], получаем, что при достаточно малых зна-

чениях δ̂ для решений, начинающихся при k = k0 ≥ 0 в δ̂-окрестности точки
x = 0, при всех k ≥ k0 справедливы оценки

|ys(k)| ≤ d̂1s(1 + d̂2s(k − k0))
− γµn+1

(γµs+1)(µn−1) , s = 1, . . . , n. (14)

Здесь d̂1s, d̂2s, s = 1, . . . , n, — положительные постоянные.
Функции gs(γ) = (γµn + 1)/(γµs + 1), s = 1, . . . , n, монотонно возрастают

на промежутке (0,+∞). Поэтому оценки (14) будут тем точнее (тем меньше
будут показатели степеней в полученных неравенствах), чем больше выбрано
значение параметра γ.

Таким образом, имеет место следующая
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Теорема 5. Пусть выполнено предположение 3. Тогда существуют по-
ложительные числа δ̄, d̄1s, d̄2s, s = 1, . . . , n, такие, что для любого решения
y(k) = (y1(k), . . . , yn(k))∗ системы (10) с начальными данными y(k0) = y0, удо-
влетворяющими условиям k0 ≥ 0, ‖y0‖ < δ̄, при всех k ≥ k0 справедливы оценки

|ys(k)| ≤ d̄1s(1 + d̄2s(k − k0))
− qsµn
µs(µn−1) , s = 1, . . . , n, (15)

где qs — любое число из интервала (0, 1), если µs < µn, и qs = 1, если µs = µn,
s = 1, . . . , n.

Замечание 9. Оценки (15) тем точнее, чем ближе значения q1, . . . , qn−1 к
единице.

Замечание 10. В теореме 5 значения постоянных δ̄, d̄1s, d̄2s, s = 1, . . . , n,
вообще говоря, зависят от выбора чисел q1, . . . , qn−1 и от величины шага дис-
кретизации h.

6. Некоторое обобщение полученных результатов

Покажем далее, что результаты, полученные в настоящей работе, можно
распространить на системы более общего вида.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋs =
n∑

j=1

psjf
αsj
j (xj), s = 1, . . . , n, (16)

и соответствующую ей разностную систему

ys(k + 1) = ys(k) + h
n∑

j=1

psjf
αsj
j (yj(k)), s = 1, . . . , n. (17)

Здесь psj — постоянные коэффициенты, αsj — положительные рациональные
числа с нечетными числителями и знаменателями, h > 0 — шаг дискретизации.
Не умаляя общности, можно считать, что αss = 1, s = 1, . . . , n.

Пусть fj(xj) определены и непрерывны при |xj | < H (0 < H ≤ +∞), обла-
дают свойством xjfj(xj) > 0 при xj 6= 0 и для этих функций выполнено пред-
положение 2. Функции f1(x1), . . . , fn(xn), удовлетворяющие данным условиям,
будем называть допустимыми.

Системы (16) и (17) имеют нулевые решения. Определим условия, при вы-
полнении которых из асимптотической устойчивости нулевого решения системы
(16) следует асимптотическая устойчивость нулевого решения системы (17).

Определение 1. Будем говорить, что система (16) абсолютно устойчи-
ва, если ее нулевое решение асимптотически устойчиво при любых допустимых
функциях f1(x1), . . . , fn(xn).

Рассмотрим сначала случай, когда для коэффициентов psj в изучаемых
уравнениях справедливы неравенства (12). Например, эти неравенства будут
иметь место, если система (16) получена в качестве системы сравнения для
некоторой сложной (многосвязной) системы [21].

Теорема 6. Пусть система (16) абсолютно устойчива. Тогда для любых
допустимых функций f1(x1), . . . , fn(xn) существует число h0 > 0 такое, что при
всех h ∈ (0, h0) нулевое решение системы (17) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Из абсолютной устойчивости системы (16) следует [22],
что положительные постоянные λ1, . . . , λn и рациональные числа γ1, . . . , γn с
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нечетными числителями и знаменателями, γs ≥ 1, s = 1, . . . , n, можно выбрать
так, чтобы функция

W̃ (x) =
n∑

s,j=1

λspsjx
γs
s x

αsj
j (18)

была отрицательно определена.
Согласно свойствам обобщенно-однородных функций [14, c. 187–191] для

отрицательной определенности W̃ (x) необходимо, чтобы имели место соотно-
шения

αsj ≥
γj + 1
γs + 1

, s, j = 1, . . . , n. (19)

Заметим, что если какой-то из коэффициентов psj равен нулю, то соответству-
ющий ему показатель степени αsj можно считать сколь угодно большим.

Используя выбранные значения параметров λ1, . . . , λn и γ1, . . . , γn, функ-
цию Ляпунова для системы (17) строим в виде

V (x) =
n∑

s=1

λs

xs∫
0

fγss (τ) dτ. (20)

Из условия xjfj(xj) > 0 при xj 6= 0, которому удовлетворяют допустимые функ-
ции, следует, что функция (20) положительно определена. Рассмотрим ее при-
ращение на решениях уравнений (17).

Аналогично доказательству теоремы 1, нетрудно доказать существование
числа δ > 0, для которого при ‖y(k)‖ < δ справедлива оценка

�V ≤ −c1h
n∑

s=1

fγs+1
s (ys(k)) + c2h

n∑
s,i,j=1

hγs |fi(yi(k))|γsαsi |fj(yj(k))|αsj

+ c3h
2

n∑
s,i,j=1

|fs(ys(k))|γs−1 |fi(yi(k))|αsi |fj(yj(k))|αsj ,

где c1, c2, c3 — положительные постоянные.
Учитывая соотношения (19), получаем, что число h0 > 0 можно выбрать

так, чтобы при ‖y(k)‖ < δ и всех h ∈ (0, h0) имело место неравенство

�V ≤ −c1
2
h

n∑
s=1

fγs+1
s (ys(k)).

Теорема доказана.

Следствие. Пусть система (16) абсолютно устойчива. Если для функ-
ций f1(x1), . . . , fn(xn) постоянную Липшица L(H1) можно выбирать так, что-
бы имело место предельное соотношение (7), то нулевое решение системы (17)
асимптотически устойчиво при любом шаге дискретизации h.

Рассмотрим теперь случай, когда коэффициенты psj могут не удовлетво-
рять условиям (12). Построим вспомогательную систему

ẋs =
n∑

j=1

p̄sjf
αsj
j (xj), s = 1, . . . , n, (21)

где p̄ss = pss, p̄sj = |psj | при s 6= j, s, j = 1, . . . , n.
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Теорема 7. Пусть система (21) абсолютно устойчива. Тогда для любых
допустимых функций f1(x1), . . . , fn(xn) существует число h0 > 0 такое, что при
всех h ∈ (0, h0) нулевое решение системы (17) асимптотически устойчиво.

Для доказательства настоящей теоремы положительные постоянные λ1, . . . ,
λn и рациональные числа γ1, . . . , γn с нечетными числителями и знаменателями,
γs ≥ 1, s = 1, . . . , n, следует выбрать так, чтобы функция

W (x) =
n∑

s,j=1

λsp̄sjx
γs
s x

αsj
j

являлась отрицательно определенной. Тогда при данных значениях парамет-
ров λ1, . . . , λn и γ1, . . . , γn функция (18) также будет отрицательно определена.
Дальнейшее доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 6.

Пример 1. Пусть система (16) имеет вид

ẋ1 = −f1(x1) + f3/7
3 (x3),

ẋ2 = −f2(x2) + f5/3
1 (x1),

ẋ3 = −f3(x3) + afµ2 (x2),

(22)

где a — положительный параметр, µ — положительное рациональное число с
нечетными числителем и знаменателем. Известно [22], что система (22) абсо-
лютно устойчива тогда и только тогда, когда µ ≥ 7/5, причем если µ = 7/5, то
параметр a должен удовлетворять неравенству a < 1.

Предположим, что допустимые функции f1(x1), f2(x2), f3(x3) определяются
по формулам f1(x1) = x3

1, f2(x2) = x5
2, f3(x3) = x7

3. Рассмотрим соответствую-
щую разностную систему

y1(k + 1) = y1(k) + h
(
−y3

1(k) + y3
3(k)

)
,

y2(k + 1) = y2(k) + h
(
−y5

2(k) + y5
1(k)

)
,

y3(k + 1) = y3(k) + h
(
−y7

3(k) + ay5µ
2 (k)

)
.

(23)

Применяя следствие из теоремы 6, получаем, что если система (22) абсо-
лютно устойчива, то нулевое решение разностной системы (23) будет асимпто-
тически устойчивым при любом шаге дискретизации h.

7. Устойчивость сложных систем
по нелинейному приближению

Покажем теперь, что результаты настоящей статьи и предложенные в ней
способы анализа устойчивости решений разностных систем можно использовать
для получения условий устойчивости сложных систем по нелинейному прибли-
жению.

Пусть задана система дифференциальных уравнений

ẋi = Fi(xi) + Gi(t,x), i = 1, . . . ,m, (24)
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описывающая динамику сложной (многосвязной, крупномасштабной) системы
[15, 21], состоящей из m взаимодействующих подсистем. Здесь xi — векторы со-
стояний размерности ni, x = (x∗1, . . . ,x∗m)∗; элементы векторов Fi(xi) являются
непрерывно дифференцируемыми однородными функциями порядка µi, µi > 1;
векторные функции Gi(t,x) непрерывны при t ≥ 0, ‖x‖ < H (H = const > 0)
и удовлетворяют условиям Gi(t,0) = 0 для всех t ≥ 0. При указанных пред-
положениях система (24) имеет нулевое решение. Функции Fi(xi) определяют
внутренние связи подсистем, а функции Gi(t,x) характеризуют взаимодействие
между подсистемами.

Будем считать, что нулевые решения изолированных подсистем

ẋi = Fi(xi), i = 1, . . . ,m, (25)

асимптотически устойчивы. Совокупность изолированных подсистем (25) мож-
но рассматривать в качестве системы нелинейного приближения для (24). В
статьях [23, 24] установлены условия асимптотической устойчивости нулевого
решения сложной системы (24) по нелинейному приближению (25). Для полу-
чения этих условий в [23] предложен подход, основанный на применении век-
торных функций Ляпунова и метода сравнения [15, 21]. В [24] использовались
результаты работы [23] и проводилось их дальнейшее развитие. Однако в от-
личие от [23] функции Ляпунова строились в скалярном виде. Основная цель
настоящего раздела статьи — распространить результаты работ [23, 24] на мно-
госвязные системы разностных уравнений.

Пусть задана система

yi(k + 1) = yi(k) + hFi(yi(k)) + h
li∑
j=1

Qij(k,y(k)), i = 1, . . . ,m. (26)

Здесь yi(k) ∈ Eni , y(k) = (y∗1(k), . . . ,y∗m(k))∗; h > 0 — шаг дискретизации;
вектор-функции Fi(xi) обладают указанными выше свойствами; вектор-функ-
ции Qij(k,x) определены при k = 0, 1, . . . , ‖x‖ < H (H = const > 0), непрерыв-
ны по x и удовлетворяют неравенствам ‖Qij(k,x)‖ ≤ cij ‖x1‖α

(1)
ij . . . ‖xm‖α

(m)
ij ,

cij > 0, α(s)
ij ≥ 0, s = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , li, i = 1, . . . ,m. Будем предполагать,

что
m∑
s=1

α(s)
ij > 0, j = 1, . . . , li, i = 1, . . . ,m. Тогда система (26) имеет нулевое

решение.
Рассмотрим соответствующие изолированные подсистемы

yi(k + 1) = yi(k) + hFi(yi(k)), i = 1, . . . ,m. (27)

В работе [16] доказано, что если нулевые решения систем дифференциальных
уравнений (25) асимптотически устойчивы, то при любом шаге дискретизации
h нулевые решения разностных систем (27) также являются асимптотически
устойчивыми. Определим условия устойчивости нулевого решения сложной си-
стемы (26) по нелинейному приближению (27).

Теорема 8. Пусть существуют положительные числа ξ1, . . . , ξm, удовле-
творяющие неравенствам

−µiξi +
m∑
s=1

α(s)
ij ξs > 0, j = 1, . . . , li, i = 1, . . . ,m. (28)
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Тогда при любом шаге дискретизации h нулевое решение системы (26) асимп-
тотически устойчиво.

Доказательство. Из асимптотической устойчивости нулевых решений
изолированных подсистем (25) следует [14, c. 189–192], что для каждого i ∈
{1, . . . ,m} существует функция Ляпунова Vi(xi), обладающая свойствами:

1) Vi(xi) определена и непрерывно дифференцируема при всех xi ∈ Eni ;
2) Vi(xi) — положительно определенная функция;
3) Vi(xi) — однородная функция порядка γi − µi + 1;
4) функция (∂Vi/∂xi)

∗ Fi(xi) отрицательно определена.
При этом в качестве γ1, . . . , γm можно выбирать любые рациональные числа
с четными числителями и нечетными знаменателями, для которых выполнены
неравенства γi > µi, i = 1, . . . ,m.

Для сложной системы (26) функцию Ляпунова строим в виде

V (x) =
m∑
i=1

Vi(xi). (29)

Функция (29) положительно определена. Вычислим ее приращение на решени-
ях рассматриваемой системы. Имеем

�V =
m∑
i=1

(Vi (yi(k) + hFi(yi(k)))− Vi(yi(k)))

+ h
m∑
i=1

R∗
i (k,y(k))

∂Vi
∂xi

(yi(k) + hFi(yi(k)) + hθikRi(k,y(k))),

где Ri(k,y(k)) =
li∑
j=1

Qij(k,y(k)), θik ∈ (0, 1). Следовательно, найдется такое

δ > 0, что при ‖y(k)‖ < δ и при всех k = 0, 1, . . . справедлива оценка

�V ≤ −a1

m∑
i=1

‖yi(k)‖γi + a2

m∑
i=1

li∑
j=1

(‖y1(k)‖α
(1)
ij . . . ‖ym(k)‖α

(m)
ij )γi−µi+1

+ a3

m∑
i=1

‖yi(k)‖γi−µi

li∑
j=1

‖y1(k)‖α
(1)
ij . . . ‖ym(k)‖α

(m)
ij .

Здесь a1, a2, a3 > 0. Заметим, что величины δ, a1, a2, a3, вообще говоря, зависят
от выбранного шага дискретизации h.

Пусть положительные постоянные ξ1, . . . , ξm удовлетворяют условиям (28).
Не умаляя общности, можно считать, что ξi — рациональные числа с нечетными
числителями и четными знаменателями, причем 1/ξi > µi, i = 1, . . . ,m. Если
порядки однородности функций Ляпунова V1(x1), . . . , Vm(xm) определить по
формулам γi = 1/ξi, i = 1, . . . ,m, то для достаточно малых значений ‖y(k)‖ и
при всех k = 0, 1, . . . будет выполнено неравенство

�V ≤ −a1

2

m∑
i=1

‖yi(k)‖γi .

Теорема доказана.
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Замечание 11. Сформулированные в теореме 8 достаточные условия
асимптотической устойчивости нулевого решения разностной системы (26) сов-
падают с условиями асимптотической устойчивости, полученными в [24] для
многосвязных систем дифференциальных уравнений.

Замечание 12. Доказанная теорема позволяет свести вопрос об асимп-
тотической устойчивости нулевого решения исследуемой разностной системы
к вопросу о существовании положительного решения системы линейных нера-
венств (28). Условия разрешимости таких систем получены в работах [22, 25].

Пример 2. Пусть система (26) имеет вид{
y1(k + 1) = y1(k) + hF1(y1(k)) + hQ1(k,ym(k)),
yi(k + 1) = yi(k) + hFi(yi(k)) + hQi(k,yi−1(k)), i = 2, . . . ,m.

Таким образом, рассмотрим систему с замкнутой петлей обратной связи. Будем
считать, что при k = 0, 1, . . . , ‖x‖ < H справедливы оценки

‖Q1(k,xm)‖ ≤ c1 ‖xm‖α1 , ‖Qi(k,xi−1)‖ ≤ ci ‖xi−1‖αi , i = 2, . . . ,m.

Здесь c1, . . . , cm и α1, . . . , αm — положительные постоянные.
Выпишем неравенства (28), соответствующие исследуемой системе. Имеем

α1ξm > µ1ξ1, αiξi−1 > µiξi, i = 2, . . . ,m. (30)

Получаем, что для существования положительных чисел ξ1, . . . , ξm, удо-
влетворяющих условиям (30), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
неравенство α1 . . . αm > µ1 . . . µm.

8. Заключение

В работе рассмотрены некоторые классы систем нелинейных дифференци-
альных уравнений и соответствующих им разностных систем. Найдены усло-
вия, при выполнении которых имеет место согласованность между дифференци-
альными и разностными уравнениями в смысле асимптотической устойчивости
нулевого решения. Следует отметить, что в настоящей статье при построении
разностных схем использовался метод Эйлера. Однако предложенные способы
анализа устойчивости решений нелинейных систем могут применяться и в слу-
чаях, когда вычислительная схема получена с помощью метода Рунге — Кутты
или Адамса.
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