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КВАЗИРАСПОЗНАВАЕМОСТЬ L10(2)
ПО ГРАФУ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

Б. Хосрави

Аннотация. Пусть G — конечная группа, � (G) — граф простых чисел группы
G. Доказано, что если G — конечная группа такая, что � (G) = � (L10(2)), то
G/O2(G) изоморфна L10(2). Тем самым получен первый пример конечной группы
со связным графом простых чисел, являющейся квазираспознаваемой по графу
простых чисел. В качестве следствия данного результата дано новое доказательство
того, что простая группа L10(2) однозначно определяется множеством порядков ее
элементов.

Ключевые слова: граф простых чисел, конечная группа, проективная специаль-
ная линейная группа.

1. Введение

Классификация конечных простых групп позволила многим исследовате-
лям ставить разнообразные задачи распознаваемости для конечных групп.
Пусть G — конечная группа и � — множество свойств группы G. Возника-
ет естественный вопрос о числе (с точностью до изоморфизма) конечных групп
H таких, что H имеет те же самые свойства из �.

Для целого n обозначим через π(n) множество всех простых делителей чис-
ла n. Пусть G — конечная группа. Множество π(|G|) обозначается через π(G).
Множество порядков элементов группы G обозначается через πe(G). Ясно, что
πe(G) замкнуто и частично упорядочено относительно делимости, поэтому оно
однозначно определяется подмножеством µ(G) максимальных элементов.

Граф простых чисел группы G строится следующим образом: граф про-
стых чисел � (G) группы G — это граф с множеством вершин π(G), в котором
два различных простых числа p и q соединены ребром (обозначается p ∼ q)
тогда и только тогда, когда G содержит элемент порядка pq. Пусть t(G) —
число связных компонент графа � (G), и пусть π1(G), π2(G), . . . , πt(G)(G) —
связные компоненты графа � (G). Иногда вместо πi(G) будет использоваться
обозначение πi. Если 2 ∈ π(G), то всегда предполагается, что 2 ∈ π1.

Понятие графа простых чисел возникло при исследовании некоторых кого-
мологических вопросов, связанных с целочисленными представлениями конеч-
ных групп. Было показано, что для любой конечной группы G выполнено нера-
венство t(G) ≤ 6 [1–3] и диаметр графа � (G) не превосходит 5 (см. [4]). Хаги в
[5] описал все конечные группы G, удовлетворяющие равенству � (G) = � (S), где
S — спорадическая простая группа. В [6, 7] описаны конечные группы, имею-
щие такой же граф простых чисел, как у простой CIT -группы или у PSL(2, q),
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где q = pα < 100. Доказано, что если q = 32n+1 (n > 0), то простая груп-
па 2G2(q) однозначно определяется своим графом простых чисел [8, 9]. В [10]
установлено, что если p > 11 — простое число и p 6≡ 1 (mod 12), то PSL(2, p)
однозначно определяется своим графом простых чисел.

Конечная простая неабелева группа P называется квазираспознаваемой по
порядкам элементов, если каждая конечная группа G со свойством πe(G) =
πe(P ) имеет композиционный фактор, изоморфный P .

В [8] введено аналогичное понятие для графа простых чисел.
Определение 1.1 [8]. Конечная простая неабелева группа P называется

квазираспознаваемой по графу простых чисел, если каждая конечная группа G
со свойством � (G) = � (P ) имеет композиционный фактор, изоморфный P .

Основная теорема. Простая группа L10(2) квазираспознаваема по графу
простых чисел, т. е. если G — конечная группа такая, что � (G) = � (L10(2)), то
G/O2(G) ∼= L10(2).

Отметим, что квазираспознаваемость по графу простых чисел влечет ква-
зираспознаваемость по порядкам элементов, но обратное, вообще говоря, невер-
но. Кроме того, устанавливать квазираспознаваемость по графу простых чисел,
как правило, сложнее, чем квазираспознаваемость по порядкам элементов, по-
скольку некоторые из методов в первом случае не работают. В [11] доказано,
что простые группы Ln(2) распознаваемы по порядкам элементов. В качестве
следствия основной теоремы можно получить новое доказательство того, что
L10(2) распознаваема по порядкам элементов.

Все группы в статье конечны, и под простыми группами подразумеваются
неабелевы простые группы. Все дальнейшие необъясненные обозначения стан-
дартны и могут быть найдены, например, в [12]. При доказательстве основной
теоремы используется классификация конечных простых групп и результаты
Вильямса [3], Ийори и Ямаки [1], А. С. Кондратьева [2] о графе простых чисел
простых групп.

2. Предварительные результаты

Лемма 2.1 (теорема Жигмонди [13]). Пусть p — простое число и n —
натуральное число. Тогда выполнено одно из следующих утверждений:

(i) p = 2, n = 1 или 6,
(ii) p — простое число Мерсенна и n = 2,
(iii) существует примитивный простой делитель p′ для pn − 1, т. е.

p′|(pn − 1), но p′ - (pm − 1), (1 ≤ m < n).
Замечание 2.2. Пусть N — нормальная подгруппа группы G и p ∼ q в

� (G/N). Тогда p ∼ q в � (G). Действительно, если xN ∈ G/N имеет порядок
pq, то найдется степень элемента x, которая имеет порядок pq.

Используя [14, табл. 2], получаем следующий результат.

Лемма 2.3. µ(L10(2)) = {16, 120, 168, 248, 252, 315, 372, 381, 420, 434, 465, 508,
510, 511, 651, 889, 1023}.

Лемма 2.4 [15]. Группа Ln+1(q), n ≥ 4, содержит подгруппу Фробениуса
с ядром порядка qn и циклическим дополнением порядка (qn− 1)/(n+ 1, q− 1).

Лемма 2.5 [16]. Пусть G — группа, N — нормальная подгруппа группы
G, G/N — группа Фробениуса с ядром K и циклическим дополнением C. Если
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(|K|, |N |) = 1 и K не лежит в NCG(N)/N , то p|C| ∈ πe(G) для некоторого
простого делителя p порядка |N |.

Лемма 2.6 [3, следствие]. Если G — разрешимая группа, граф простых
чисел которой имеет не менее двух компонент, то G — группа Фробениуса или
двойная группа Фробениуса и граф простых чисел группы G имеет в точно-
сти две компоненты, одна из которых состоит из простых делителей нижнего
фробениусова дополнения.

Как следует из леммы 2.6, если G — конечная разрешимая группа, то
t(G) ≤ 2.

Замечание 2.7. Пусть p — простое число и (a, p) = 1. Пусть k ≥ 1 —
наименьшее натуральное число такое, что ak ≡ 1 (mod p). Тогда k называется
порядком числа a по модулю p и обозначается через ordp(a). Очевидно, что в
силу малой теоремы Ферма выполнено условие ordp(a) | (p − 1). Кроме того,
если an ≡ 1 (mod p), то ordp(a) | n.

Лемма 2.8 [17, лемма 1.2]. Пусть G — конечная почти простая группа,
т. е. существует неабелева простая группа S такая, что S ≤ G ≤ Aut(S). Пусть
p — нечетное простое число, не смежное с 2 в � (G). Тогда p не делит порядок
группы G/S.

Лемма 2.9 [17, теорема]. Пусть G — конечная группа, удовлетворяющая
следующим двум условиям:

(a) в π(G) существуют три простых числа, попарно не смежных в � (G),
(b) в π(G) существует простое нечетное число, не смежное в � (G) с чис-

лом 2.
Тогда существует конечная неабелева простая группа S такая, что S ≤ G =

G/k ≤ Aut(S) для максимальной нормальной разрешимой подгруппы K группы
G.

3. Доказательство основной теоремы

На протяжении данного пункта G — конечная группа и � (G) = � (L10(2)).
Таким образом, граф простых чисел группы G выглядит следующим образом.

Заметим, что элементы множества {17, 31, 73, 127} попарно не смежны в
� (G). Отсюда непосредственно следует, что G неразрешима, поскольку ес-
ли G — разрешимая группа и H — {17, 31, 73, 127}-холлова подгруппа груп-
пы G, то H разрешима и t(� (H)) = 4, что противоречит лемме 2.6. Пусть
N — максимальная нормальная разрешимая подгруппа группы G. Очевидно,
что N не равна G. Рассуждение, аналогичное предыдущему, приводит к тому,
что пересечение π(N) ∩ {17, 31, 73, 127} имеет не более двух элементов. Если
{p1, p2} ⊆ π(N) ∩ {17, 31, 73, 127}, то аналогично предыдущему случаю возьмем
холлову {p1, p2}-подгруппу H группы N . Теперь по аргументу Фраттини вы-
полнено равенство G = NNG(H), так как N — нормальная подгруппа группы
G, а H — холлова подгруппа группы N . Пусть p3 ∈ {17, 31, 73, 127} \ {p1, p2}
и, следовательно, p3 ∈ π(NG(H)). Пусть x ∈ NG(H) — элемент порядка p3.
Очевидно, x действует на H без неподвижных точек и |x| = p3. Из теоремы
Томпсона [18, теорема 10.2.1] следует, что H нильпотентна и, значит, p1 ∼ p2 в
� (H); противоречие. Следовательно, π(N) ∩ {17, 31, 73, 127} имеет не более од-
ного элемента. Аналогичным образом доказывается, что {11, 17, 73, 127}∩π(N)
имеет не более одного элемента.
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Пусть G = G/N и S = Soc(G) — цоколь группы G. Тогда по лемме 2.9
и согласно доказательству леммы 2.9 (см. [17]) группа S — неабелева простая
группа такая, что S ≤ G/N ≤ Aut(S).

Лемма 3.1. Простая группа S изоморфна L10(2).
Доказательство. Как отмечено выше, S — неабелева простая группа та-

кая, что S ≤ G/N ≤ Aut(S). Теперь будем использовать классификационную
теорему конечных простых групп. Очевидно, что π(S) ⊆ π(G) и π(G/N) ⊆
π(Aut(S)). Кроме того, известно, что {17, 31, 73, 127} ∩ π(Aut(S)) и {11, 17, 73,
127} ∩ π(Aut(S)) содержат не менее трех элементов. Если S — спорадическая
простая группа, то {73, 127} ∩ π(Aut(S)) = ∅; противоречие. Также легко ви-
деть, что S не изоморфна знакопеременной группе. Таким образом, S — простая
группа лиева типа.

По лемме 2.8 имеем, что {11, 73}∩Aut(S) ⊆ π(S). Как было указано выше,
существует простое число p ∈ {17, 127}, являющееся делителем порядка группы
G. Покажем, что p ∈ π(S). В противном случае p делит порядок Out(S), так как
p ∈ π(Aut(S)) и Z(S) = 1. Пусть ϕ ∈ Out(S) — внешний автоморфизм группы
S порядка p. Далее при доказательстве используются обозначения и таблицы
из [12, с. XVI]. Для каждой конечной простой группы лиева типа S выполнено
g | 3!. Кроме того, если S 6= An(q) и S 6= 2An(q), то d | 12. Если S = An(q), то
d = (n+1, q−1). Если p | d, то p | (q−1) и p | (n+1). Следовательно, q > 17 и n ≥
16. Далее, (qt − 1) | |S| при всех 2 ≤ t ≤ n+ 1, и, значит, |π(S)| ≥ 10 по теореме
Жигмонди; противоречие. Аналогичным образом выводится, что случай S =
2An(q) и p | d тоже невозможен. Следовательно, p | f , где q = pf0 и p0 — простое
число. Из [12, с. XVI] известно, что (q − 1) — делитель числа |S|. Кроме того,(
pp0 − 1

)
| (q − 1) и p ∈ {17, 127}. Если p0 ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 17, 31, 73, 127}, то pp0 − 1

имеет примитивный простой делитель, который не делит |G|; противоречие.
Значит, p ∈ π(S). Следовательно, {11, 17, 73, 127} ∩ π(Aut(S)) ⊆ π(S), поэтому
{11, 17, 73, 127} ∩ π(S) содержит не менее трех элементов.

Теперь необходимо рассмотреть все возможные группы S по отдельности.
Для удобства мы опустим подробности доказательства и ограничимся форму-
лировкой некоторых из них.

Шаг 1. Пусть S ∼= An(q), где q = pα0 . Очевидно, p0 ∈ π(G). Как указано
выше, {11, 17, 73, 127} ∩ π(S) содержит не менее трех элементов. Если p0 = 2,
то q = 2α. Известно, что ord11 2 = 10, ord17 2 = 8, ord31 2 = 5, ord73 2 = 9,

ord127 2 = 7. Кроме того, π
(

10∏
i=2

(2i − 1)
)

= {3, 5, 7, 11, 17, 31, 73, 127}. Следо-

вательно, по теореме Жигмонди имеем (2m − 1) - |S| при m ≥ 11. Также
π(S) ∩ {11, 17, 73, 127} содержит не менее трех элементов. Значит,

n+1∏
i=2

(2iα − 1) =
n+1∏
i=2

(qi − 1) делит
10∏
i=2

(2i − 1).

Из теоремы Жигмонди следует, что α(n+1) ≤ 10. Если α = 1, то n ≤ 9. Кроме

того, по крайней мере три из чисел 27−1, 28−1, 29−1 и 210−1 делят
n+1∏
i=2

(2i−1).

Следовательно, 8 ≤ n ≤ 9, и, значит, S ∼= L9(2) или S ∼= L10(2). Если α ≥ 2, то

n ≤ 4. Тогда 27 − 1 и 29 − 1 не могут делить
n+1∏
i=2

(2iα − 1); противоречие. Таким

образом, S ∼= L9(2) или S ∼= L10(2).
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Если S ∼= L9(2), то 11 ∈ π(N), поскольку 11 не делит |Aut(S)|. По лем-
ме 2.4 группа S ∼= L9(2) содержит подгруппу Фробениуса KC, в которой ядро
K — элементарная абелева 2-группа порядка 28 и дополнение C — циклическая
группа порядка 28 − 1. Значит, G/N содержит подгруппу Фробениуса T/N ,
изоморфную KC. Пусть Ĝ = G/O11′(N). Очевидно, O11(Ĝ) 6= 1. Следователь-
но, T/N действует на O11(Ĝ) точно, и ее ядро порядка 28 действует на O11(Ĝ)
без неподвижных точек. Применяя лемму 2.5, получаем, что в G есть элемент
порядка 11(28 − 1), что невозможно, так как 11 � 17 в � (G).

Далее, 13 делит (33 − 1) и (54 − 1); 19 делит (73 − 1) и (113 − 1). Затем
307 | (173 − 1), 331 | (313 − 1), 37 | (732 − 1) и 5419 | (1273 − 1). Отсюда следует,
что p0 6∈ π(G) \ {2}.

Шаг 2. Пусть S ∼= 2An(q), где q = pα0 и n ≥ 2. Очевидно, что любой
примитивный простой делитель числа x2n − 1 делит xn + 1. Если p0 = 2, то
при k ≥ 10 число 2k − 1 не делит |S|. Следовательно, (2t + 1) - |S| при t ≥ 5.
Значит, {11, 73, 127} ⊆ π(N), что невозможно. Если p0 = 3, то ord17 3 = 16, что
легко приводит к противоречию. Аналогичные рассуждения показывают, что
остальные случаи тоже невозможны.

Шаг 3. Пусть S ∼= Bn(q) или Cn(q), где q = pα0 и n ≥ 2. Рассуждая
аналогично предыдущим шагам, выводим, что случай q 6= 2 невозможен. Если

q = 2α, то
n∏
i=1

(q2i − 1) |
10∏
i=1

(2i − 1), так как (211 − 1) - |S|. Значит, 25 − 1, 27 − 1

и 29 − 1 не делят порядок группы S; противоречие.
Остальные шаги выполняются аналогичным образом, и мы опускаем дета-

ли доказательства для краткости. �

Лемма 3.2. N является 2-группой.
Доказательство. В противном случае найдется простое число p > 2 та-

кое, чтоOp(N) 6= N , посколькуN разрешима. ТогдаN/Op(N) — нетривиальная
p-группа. Пусть N̂ = N/Op(N) и Ĝ = G/Op(N), Op(N) — характеристическая
подгруппа в N и N /G. Если обозначить подгруппу Фраттини группы N̂ через
�(N̂), то N̂/�(N̂) — элементарная абелева p-группа и

G

N
∼=

Ĝ

N̂
∼=

Ĝ/�(N̂)
N̂/�(N̂)

.

Следовательно, без потери общности можно считать, что N — элементарная
абелева p-группа. Пусть C = CG(N). Заметим, что C — нормальная подгруппа
группы G. Значит, CN — нормальная подгруппа группы G. Покажем, что
C ≤ N . Если C � N , то CN/N содержит подгруппу, изоморфную L10(2), так
как Soc(G/N) ∼= L10(2). Числа 11 и 73 делят |L10(2)| и, значит, 11 × 73 делит
|CN/N | = |C/(C ∩N)|, потому CG(N) содержит элементы порядка 11 и 73. По
предположению p делит |N |, поэтому в G есть элементы порядка 11p и 73p.
Следовательно, p ∼ 11 и p ∼ 73, что невозможно, так как 73 смежно только с
одной вершиной, это вершина 7, но 7 � 11. Таким образом, можно считать, что
C ≤ N и L10(2) точно действует на N .

По предположению L10(2) ≤ G/N , а L10(2) содержит подгруппу Фробе-
ниуса KF , в которой ядро K — элементарная абелева 2-группа порядка 29 и
дополнение F — циклическая группа порядка 29 − 1. Значит, G/N содержит
подгруппу Фробениуса T/N вида 29 : (29 − 1). По лемме 2.5 получаем, что
511p = (29 − 1)p ∈ πe(G). Граф простых чисел группы G показывает, что
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p = 7 или p = 73, поскольку 73 смежно только с одной вершиной, а именно
с 7. Также известно, что Ln(2) ↪→ Ln+1(2), поэтому L9(2) ≤ G/N . Схожим об-
разом L9(2) содержит подгруппу Фробениуса KF , в которой ядро K является
элементарной абелевой 2-группой порядка 28 и дополнение F — циклическая
группа порядка 28 − 1. Следовательно, G/N содержит подгруппу Фробени-
уса T/N вида 28 : (28 − 1). Аналогично предыдущему случаю получаем, что
255p = (28−1)p ∈ πe(G) и, значит, p = 2, 3, 5, 17; противоречие. Таким образом,
N является 2-группой. �

Лемма 3.3. � (L10(2)) не равен � (Aut(L10(2))).
Доказательство. Если σ — графовый автоморфизм порядка 2 группы

L10(2), то, используя теорему 19.9 из [19], получаем, что

CL10(2)(σ) ∼= PSp(10, 2)

и, значит, |CL10(2)(σ)| = 225(210 − 1) · · · (24 − 1)(22 − 1). Следовательно, 2× 11 ∈
πe(Aut(L10(2))). Таким образом, 2 ∼ 11 в � (Aut(L10(2))), но известно, что 2 � 11
в � (L10(2)). �

Как следует из всего предшествующего, L10(2) ≤ G/O2(G) ≤ Aut(L10(2)).
Так как |Out(L10(2))| = 2, то G/O2(G) ∼= L10(2) или G/O2(G) ∼= Aut(L10(2)).
Теперь из леммы 3.3 следует, что G/O2(G) ∼= L10(2). Таким образом, доказа-
тельство основной теоремы завершено.

Выражаю искреннюю благодарность рецензенту за ценные замечания, поз-
волившие исправить и значительно сократить некоторые доказательства, а так-
же Институту исследований по теоретической физике и математике (IPM) за
финансовую поддержку. Работа посвящена моим родителям, профессору Ами-
ру Хосрави и Сорайе Хосрави, с благодарностью за их бесконечную любовь и
поддержку.
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