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Аннотация: Доказаны метрическая дифференцируемость и аппроксимативная мет-
рическая дифференцируемость широких классов отображений, принимающих зна-
чения в метрическом пространстве, включая классы Соболева. В качестве прило-
жения этих результатов выведены метрические аналоги формул площади и копло-
щади.
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Работа посвящена доказательству метрической дифференцируемости, а так-
же формул площади и коплощади для широких классов отображений, прини-
мающих значения в метрическом пространстве. Известно, что многие важные
результаты геометрической теории меры в Rn основаны на дифференциальных
свойствах отображений. Если же отображение принимает значения в метри-
ческом пространстве, в котором может не быть линейной структуры, то диф-
ференциальные свойства нельзя интерпретировать в классических терминах.
Адекватная характеристика локального поведения отображений из Rn в метри-
ческое пространство X введена в работе [1] и называется метрической диффе-
ренцируемостью. В [1] доказано, что липшицевы отображения, действующие
из евклидова пространства в метрическое, дифференцируемы в «метрическом»
смысле почти всюду и «метрический дифференциал» отображения характери-
зует локальное искажение меры.

Возникает задача исследования дифференциальных свойств более широких
классов отображений сравнительно с липшицевыми, в частности, отображений
классов Соболева со значениями в метрическом пространстве, введенных в ра-
боте Ю. Г. Решетняка [2].

В настоящей работе мы доказываем метрическую дифференцируемость,
или m-дифференцируемость, широких классов отображений (см. теоремы 1.7
и 1.15 и определение 1.12) и показываем, что для ряда общих классов отобра-
жений, включая классы Соболева, со значениями в метрическом пространстве
X справедливы аналоги формул площади и коплощади (см. теоремы 3.2, 3.8,
следствия 3.4, 3.9), хорошо известных в геометрической теории меры [3–6].
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ведущих научных школ Российской Федерации (грант НШ–8526.2006.1).
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Работа состоит из трех параграфов. В § 1 вводится понятие m-дифферен-
цируемости, доказываетсяm-теорема Степанова: m-дифференцируемость отоб-
ражений f таких, что

lim
y→x

dX(f(x), f(y))
|x− y| <∞ (0.1)

почти всюду; вводится понятие аппроксимативной m-дифференцируемости и
доказывается, что отображение f : E → X, обладающее почти всюду свойством

ap lim
y→x

dX(f(x), f(y))
|x− y| <∞, (0.2)

аппроксимативно m-дифференцируемо почти всюду.
В § 2 приводятся определения и основные свойства отображений классов

Соболева со значениями в метрическом пространстве. В частности, установле-
но, что шкала отображений классов Соболева разбивается на два класса, где
отображения одного класса обладают свойством (0.1), а другого — (0.2).

В § 3 мы получаем формулу площади, формулы замены переменной в инте-
грале Лебега и формулу коплощади для отображений, удовлетворяющих усло-
вию (0.1) или (0.2) почти всюду. В частности, установлено, что все эти формулы
справедливы для отображений классов Соболева.

Автор выражает благодарность профессору С. К. Водопьянову за постанов-
ку задачи, постоянное внимание к работе и неоценимую помощь в реализации
различных возможностей, возникших в ходе решения задачи.

§ 1. Метрический дифференциал и его применения

В этом параграфе мы определим понятие (аппроксимативного) m-диф-
ференциала и докажем (аппроксимативную) m-дифференцируемость широких
классов отображений. Приведем прежде всего несколько используемых ниже
понятий и утверждений.

1.1. Определение. Пусть E ⊂ Rn, а | · | — мера Лебега на Rn. Точка
x ∈ E называется точкой плотности множества E, если

lim
Br�x
r→0

|E ∩Br|∗
|Br| = 1, (1.1)

где | · |∗ — внешняя мера Лебега на Rn, а Br — шар радиуса r (не обязательно
с центром в точке x).

Следующие два утверждения — переформулировки результатов из [7].

1.2. Теорема. Если E ⊂ Rn — измеримое множество, то (1.1) справедливо
для | · |-почти всех x ∈ E.

1.3. Теорема. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество. Тогда для каждой
точки плотности x множества E и для любого ε > 0 существует δ > 0, облада-
ющее следующим свойством: если |y − x| < δ, то существует такое z ∈ E, что
|y − z| < ε|y − x|.

1.4. Определение [1]. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX) —
метрическое пространство. Отображение f : E → (X, dX) метрически диффе-
ренцируемо, или m-дифференцируемо, в точке x ∈ E, если существует такая
полунорма L(x) на Rn, что выполняется соотношение

dX(f(z), f(y))− L(x)(z − y) = o(|z − x|+ |y − x|) (1.2)
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при z, y → x, z, y ∈ E. Полунорма L(x) называется метрическим дифференциа-
лом, или m-дифференциалом, отображения f в точке x и обозначается символом
MD(f, x).

Класс липшицевых отображений, определенных на множестве E ⊂ Rn и
принимающих значения в X, будем обозначать через Lip(E,X).

Кирхгейм доказал следующий результат.

1.5. m-Теорема Радемахера [1]. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество,
(X, dX) — метрическое пространство, а f ∈ Lip(E,X). Тогда f является m-
дифференцируемым почти всюду на E.

Теорема 1.5 обобщает классическую теорему Радемахера о дифференциру-
емости почти всюду липшицевых отображений.

1.6. Определение. Точка x ∈ E называется точкой линейной плотно-
сти в направлении u, где u ∈ Sn−1, если x является точкой плотности множества
E ∩ x + Ru, где x + Ru = {y ∈ Rn : y = x + ru для некоторого r ∈ R}. Здесь
Sn−1 — единичная сфера в Rn.

Основной результат работы составляет

1.7. m-Теорема Степанова. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество,
(X, dX) — метрическое пространство, а f : E → X — отображение с метрическим
искажением

lim
y→x, y∈E

dX(f(x), f(y))
|x− y| <∞

для почти всех x ∈ E. Тогда отображение f является m-дифференцируемым
почти всюду на E.

Доказательство. Обозначим �f =
{
x ∈ E : lim

y→x, y∈E
dX(f(x),f(y))
|x−y| = ∞}.

Из условия теоремы следует, что |�f | = 0.
Шаг 1. Так как локальное искажение отображения f конечно почти всюду,

то каждая точка x ∈ E \ �f принадлежит множествам

Ak =
{
x ∈ E :

dX(f(x), f(y))
|x− y| ≤ k ∀y ∈ B(x, k−1) ∩ E

}
, k ∈ N,

начиная с некоторого k0(x). Заметим, что Ak ⊂ Ak+1 для всех k ∈ N. Фик-
сируем k ∈ N, покроем Ak, за исключением множества нулевой меры, счетной
дизъюнктной системой открытых шаров {Bj}j∈N, диаметры которых не пре-
восходят 1

k , и рассмотрим измеримые множества Ak,j = (Ak ∩ Bj) \ �f . Тогда
ограничение gk,j = f |Ak∩Bj удовлетворяет условию Липшица для всех k, j ∈ N
и продолжается на множество Ak,j с сохранением константы Липшица един-
ственным образом. Обозначим такое продолжение символом fk,j .

Шаг 2. Покажем, что продолжение «корректно», т. е. в точках множества
E его значение будет совпадать со значением отображения f . Фиксируем k, j ∈
N. Предположим, что пересечение множества Dk = (Ak \Ak)∩E с каким-то из
множеств Ak,j непусто.

Рассмотрим x ∈ Dk ∩ Ak,j . Тогда по определению множеств {Al}l∈N полу-
чим x ∈ Ap для некоторого p > k. Так как x — внутренняя точка шара Bj

и предельная для Ak, то пересечение B(x, r) ∩ Ak ∩ Bj , r > 0, непусто. Поло-
жим r < 1

2p . С одной стороны, так как f липшицево на этом пересечении, оно
продолжается с сохранением константы Липшица на замыкание единственным
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образом. С другой стороны, Ak ⊂ Ap, и поэтому B(x, r)∩Ak ∩Bj ⊂ B(x, r)∩Ap,
причем f липшицево и на B(x, r) ∩ Ap. Из единственности продолжения по
непрерывности на замыкание вытекает, что значение такого продолжения в
точке x совпадает с f(x). Таким образом, значение отображения fk,j в точ-
ках множества Ak,j ∩E совпадает со значениями отображения f в этих точках
для всех k, j ∈ N.

Шаг 3. По теореме 1.5 соотношение (1.2) выполняется почти всюду на
Ak,j . Осталось проверить его выполнение для точек плотности x ∈ Ak,j , когда
y, z ∈ E — произвольные точки из некоторой окрестности x (которые могут и
не лежать в Ak,j).

Шаг 4. Для сокращения записи обозначим множество Ak,j символом A,
а отображение fk,j — символом f . По определению множества A неравенство
dX(f(y), f(z)) ≤ k|y − z| справедливо для всех точек y ∈ A и z ∈ B(y, k−1) ∩ E.

Рассмотрим точку плотности x ∈ A множества A и точки z1, z2 ∈ E,
лежащие в некоторой окрестности x. Тогда существуют такие yi ∈ A, что
|yi−zi| = o(|x−zi|) при zi → x, i = 1, 2, для которых справедливо (1.2). В доста-
точно малой окрестности точки x в силу выбора y1, y2, m-дифференцируемости
f на A и свойств полунормы MD(f, x) имеем

|dX(f(z1), f(z2))−MD(f, x)(z1 − z2)| ≤ |dX(f(z1), f(z2))− dX(f(y1), f(y2))|
+ |dX(f(y1), f(y2))−MD(f, x)(y1− y2)|+ |MD(f, x)(y1− y2)−MD(f, x)(z1− z2)|

≤ o(|z1 − x|+ |z2 − x|),
что и доказывает m-дифференцируемость на E отображения fk,j в почти всех
x ∈ Ak,j и, следовательно, m-дифференцируемость на E отображения f в почти
всех точках множества Ak,j ∩ E. Так как

∣∣E \ ⋃
k,j∈N

Ak,j

∣∣ = 0, то f является m-

дифференцируемым почти всюду на E. Теорема доказана.
1.8. Определение. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX) —

метрическое пространство. Будем говорить, что отображение f : E → X при-
надлежит классу �(E,X), если существует не более чем счетный дизъюнктный
набор измеримых множеств {Ak} такой, что для всех k ∈ N отображение f |Ak

является липшицевым на Ak и |�f | = 0, где

�f = E \
⋃
k∈N

Ak.

1.9. Замечание. Из доказательства теоремы 1.7 следует, что все отобра-
жения, обладающие свойством (0.1) почти всюду, принадлежат классу �.

1.10. Определение. Пусть E — измеримое множество в Rn, а g : E → R.
Положим K = ap lim

y→x,
y, x∈E

g(y), если

K = inf
{
s ∈ R : lim

r→0

|B(x, r) ∩ {y ∈ E : g(y) > s}|
|B(x, r)| = 0

}
.

1.11. Теорема. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX) — метри-
ческое пространство и f : E → (X, dX) — отображение такое, что

ap lim
y→x

dX(f(x), f(y))
|x− y| <∞
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для почти всех x ∈ E. Тогда f ∈ �(E,X).
Доказательство с очевидными изменениями (замена области значений

f — евклидова пространства — метрическим) повторяет доказательство теоре-
мы 3.1.8 из [5].

1.12. Определение. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX) —
метрическое пространство. Отображение f : E → (X, dX) аппроксимативно
метрически дифференцируемо, или аппроксимативно m-дифференцируемо, в
точке x ∈ E, если существует полунорма L(x) на Rn такая, что

ap lim
y→x

L(x)(x − y)− dX(f(x), f(y))
|x− y| = 0,

т. е. для любого ε > 0 множество

Aε =
{
y ∈ E :

∣∣∣∣L(x)(x − y)− dX(f(x), f(y))
|x− y|

∣∣∣∣ < ε

}

имеет плотность 1 в точке x. Полунорма L(x) называется аппроксимативным
метрическим дифференциалом, или аппроксимативным m-дифференциалом,
отображения f в точке x и обозначается символом MDap(f, x).

1.13. Замечание. Легко показать, что всякая точка плотности является
точкой линейной плотности по почти всем направлениям u ∈ Sn−1. Следова-
тельно, в точках плотности множества E аппроксимативный m-дифференциал
определен единственным образом.

1.14. Замечание. Если отображение m-дифференцируемо, то, полагая
z = x в определении 1.4, получаем, что в этом случае аппроксимативный m-
дифференциал совпадает с обычным m-дифференциалом.

1.15. Теорема. ПустьE ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX)— метриче-
ское пространство и f ∈ �(E,X). Тогда f аппроксимативно m-дифференцируе-
мо почти всюду на E.

Доказательство. По определению 1.8 E =
⋃
k∈N

Ak ∪�f , где �f — множе-

ство нулевой меры, причем на каждом Ak отображение f удовлетворяет усло-
вию Липшица. Значит, по теореме 1.5 f является m-дифференцируемым почти
всюду на каждом из этих множеств, т. е.

|dX(f(y), f(z))−MD(f, x)(y − z)| = o(|y − x|+ |z − x|), y, z → x, y, z ∈ Ak,

для почти всех x ∈ Ak. При этом m-дифференциал определяется единственным
образом. Последнее соотношение может не выполняться только при y, z ∈ E \
Ak. Но так как в любой точке плотности x ∈ Ak множестваAk дополнениеE\Ak

имеет плотность 0, то отображение f аппроксимативно m-дифференцируемо
почти всюду. При этом почти во всех точках плотности x ∈ Ak множества Ak на
каждом направлении u ∈ Sn−1 значение аппроксимативного m-дифференциала
MDap(f, x)(u) совпадает с MD(f |Ak , x)(u).

§ 2. Дифференциальные свойства
отображений классов Соболева

2.1. Определение [2]. Пусть � ⊂ Rn — ограниченная область, (X, dX) —
метрическое пространство. Отображение f : � → X принадлежит классу Со-
болева W 1

p,loc(�,X), если выполнены следующие условия:
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1) для всякого z ∈ X функция fz : � � x �→ dX(f(x), z) принадлежит классу
W 1

p,loc(�,R);
2) существует вещественная функция w класса Lp,loc(�), не зависящая от

выбора точки z ∈ X, такая, что |∇fz(x)| ≤ w(x) для почти всех x ∈ �.

Заметим, что в случае, когда (X, dX) совпадает с пространством Rn со стан-
дартной (евклидовой) метрикой, определение 2.1 эквивалентно классическому.

Доказательствоm-дифференцируемости и аппроксимативнойm-дифферен-
цируемости и распространение результатов теорем 3.2 и 3.8 на отображения
классов Соболева основываются на формулируемых ниже свойствах.

2.2. Определение. Пусть � ⊂ Rn — ограниченная область, (X, dX) — мет-
рическое пространство. Непрерывное отображение f : � → X называется ква-
зимонотонным, если существует такая константаK ≥ 1, что diam(f(B(x, r))) ≤
K diam(f(S(x, r))) для B(x, r) � �.

2.3. Определение. Пусть (X, dX) — метрическое пространство, D — под-
множество X. n-Мерная мера Хаусдорфа множества D равна

H n(D) = lim
δ→0

ωn

2n
inf
{∑

i∈N
(diamEi)n : diamEi < δ,D ⊂

⋃
i∈N

Ei

}
.

2.4. Теорема. Пусть � ⊂ Rn — ограниченная область, (X, dX) — метриче-
ское пространство. Пусть, кроме того, f : �→ X — непрерывное квазимонотон-
ное отображение класса Соболева W 1

n,loc(�,X) или непрерывное отображение
класса Соболева W 1

q,loc(�,X), q > n. Тогда
1) [8] отображение f обладает N -свойством Лузина: H n(f(A)) = 0 при

|A| = 0 и образ измеримого множества при отображении f измерим;
2) [9] отображение f удовлетворяет соотношению (0.1) для почти всех x ∈ �.

2.5. Замечание. В теореме 2.4 (п. 1) наибольший интерес представляет
случай квазимонотонных отображений класса W 1

n,loc. Случай гомеоморфного
отображения класса W 1

n,loc(�,R
n) рассмотрен в работе [10]. Случай непрерыв-

ных квазимонотонных отображений того же класса доказан в работе [11]. Новое
доказательство этого результата получено в [8, 12]. Как показывает теорема 2.4,
новый метод «работает» для более широкого класса метрических пространств,
см. также [13].

2.6. Теорема [14]. Пусть � ⊂ Rn — ограниченная область, (X, dX) — се-
парабельное метрическое пространство. Пусть также отображение f : � → X
принадлежит классу СоболеваW 1

q (�;X), q ≥ 1, a U � � — компактная область.
Тогда для любого ε > 0 существует измеримое множество A ⊂ U такое, что
|U \A| < ε и сужение f |A удовлетворяет условию Липшица.

Стандартными рассуждениями из теоремы 2.6 получаем

2.7. Свойство. Пусть � ⊂ Rn — ограниченная область, (X, dX) — сепа-
рабельное метрическое пространство. Пусть также отображение f : � → X
принадлежит классу Соболева W 1

q (�;X), q ≥ 1. Тогда f ∈ �(�,X).

2.8. Замечание. Из вышеприведенных результатов вытекает, что многие
геометрические свойства отображений некоторых классов Соболева f : � → X
сводятся к случаю липшицевых отображений и отображений, удовлетворяющих
условию (0.1) для почти всех x ∈ �.
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§ 3. Приложения к отображениям классов
Соболева: формулы площади и коплощади

В этом параграфе мы доказываем формулы площади и коплощади для
широких классов отображений.

3.1. Определение [1]. Пусть P — полунорма на Rn. Тогда ее якобиан
равен

J (P ) = ωnn

( ∫
Sn−1

[P (x)]−n dH n−1(x)
)−1

.

Покажем, что из формулы площади для липшицевых отображений [1, 15]
вытекает следующая

3.2. Теорема (формула замены переменной для отображений класса �).
Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX) — метрическое пространство, а
f ∈ �(E,X). Тогда

1) неотрицательная функция g : f(E) → [0,∞] H n-измерима на f(E) то-
гда и только тогда, когда функция E � x �→ g(f(x))J (MDap(f, x)) ∈ [0,∞]
измерима по Лебегу на E, при этом∫

E

g(f(x))J (MDap(f, x)) dx =
∫
X

g(y)N(f, y, E \ �f ) dH n(y), (3.1)

где �f = E \ ⋃
k∈N

Ak, |�f | = 0, а {Ak}k∈N определены в 1.8;

2) функция u : f(E) → E (здесь E может быть произвольным банаховым
пространством) H n-интегрируема на f(E) тогда и только тогда, когда функция
E � x �→ u(f(x))J (MDap(f, x)) ∈ E интегрируема по Лебегу на E, при этом∫

E

u(f(x))J (MDap(f, x)) dx =
∫
X

u(y)N(f, y, E \ �f ) dH n(y), (3.2)

где �f = E \ ⋃
k∈N

Ak, |�f | = 0, а {Ak}k∈N определены в 1.8.

Если отображение f обладает N -свойством Лузина, то �f = ∅ в (3.1) и
(3.2).

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай g = χT , где T ⊂ f(E)
— произвольное измеримое множество. Общий случай получается стандартным
предельным переходом.

Заметим, что по определению класса �(E,X) множество E можно пред-
ставить в виде E =

⋃
k∈N

Ak ∪ �f , |�f | = 0, таким образом, что Ak ∩ �f = ∅,

Ak ∩ Al = ∅ при k �= l и отображение f является липшицевым на каждом Ak.
Далее, по теореме 1.15 отображение f аппроксимативно m-дифференцируемо
почти всюду, причем MDap(f, x) = MD(f |Ak , x) для почти всех x ∈ E.

Обозначим A = f−1(T ). Заметим, что

T =
⋃
k∈N

(f(Ak) ∩ T ) ∪ (f(�f ) ∩ T ).

Тогда
A =

⋃
k∈N

[f−1(f(Ak) ∩ T ) ∩Ak] ∪ [f−1(f(�f ) ∩ T ) ∩ �f ].
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Измеримые множества Sk = f(Ak) ∩ T можно исчерпать замкнутыми множе-
ствами {Bk,l}l∈N такими, что H n

(
Sk \

⋃
l∈N

Bk,l

)
= 0. Следовательно, Ak ∩

f−1
( ⋃
l∈N

Bk,l

)
измеримо. Для множества �k = Sk \

⋃
l∈N

Bk,l существует боре-

левское множество нулевой меры, содержащее �k. Пересечение Dk прообраза
этого множества и Ak измеримо. Тогда по формуле площади для липшицевых
отображений [1, 15] множество Dk и, следовательно, f−1(�k)∩Ak ⊂ Dk не вли-
яют на интеграл в левой части, следовательно, множество A без ограничения
общности можно считать измеримым и имеет место равенство∫

Ak∩f−1(Sk)

J (MDap(f, x)) dx =
∫

Ak∩A
J (MDap(f, x)) dx

=
∫
X

N(f, y, Ak ∩A) dH n(y).

Суммируя по всем k ∈ N, получаем∫
A\�f

J (MDap(f, x)) dx =
∫
X

N(f, y, A \ �f ) dH n(y).

Следовательно, так как |�f | = 0, то∫
A

J (MDap(f, x)) dx =
∫

A\�f

J (MDap(f, x)) dx =
∫
X

N(f, y, A \ �f ) dH n(y),

т. е. имеет место формула (3.1).
Очевидно, что если f обладает N -свойством Лузина, то N(f, y, A \ �f ) =

N(f, y, A) для H n-почти всех y ∈ X. Теорема доказана.

3.3. Теорема. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX) — метри-
ческое пространство, а отображение f : E → (X, dX) удовлетворяет условиям
m-теоремы Степанова 1.7. Тогда для f справедливы утверждения теоремы 3.2,
где MDap(f, x) = MD(f, x), а множество нулевой меры равно

� =
(
E \
⋃
i∈N

Ei

)
∪
(⋃
i∈N

Ei \
⋃

i,k∈N
Ai,k

)
.

Здесь {Ei}i∈N — последовательность замкнутых множеств такая, что
∣∣E\ ⋃

i∈N
Ei

∣∣
= 0, а {Ai,k}k∈N определяются для каждого Ei, i ∈ N, аналогично теореме 1.7.

Доказательство. Исчерпаем множество E \�f замкнутыми множества-
ми {Ei}i∈N с точностью до множества �0 нулевой меры. По теореме 1.7 Ei =⋃
k∈N

Ai,k. Из замкнутости множества Ei следует измеримость каждого Ai,k,

i, k ∈ N. На каждом пересечении Ei ∩ Ai,k отображение f локально липши-
цево, т. е. выполняются условия теоремы 3.2. Утверждение теоремы следует из
того, что E \ (�f ∪�0) =

⋃
i,k

(Ei ∩Ai,k).

3.4. Следствие. 1. Из теорем 2.4, 3.3, 1.7 следует, что непрерывные ква-
зимонотонные отображения класса Соболева W 1

n,loc(�,X) и непрерывные отоб-
ражения класса Соболева W 1

q,loc(�,X), q > n, где � ⊂ Rn — ограниченная об-
ласть, а (X, dX) — метрическое пространство,m-дифференцируемы почти всюду
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и для них справедливы утверждения теоремы 3.2 с MDap(f, x) = MD(f, x) и
�f = ∅.

2. Из свойства 2.7 и теоремы 1.15 вытекает, что отображения f : � → X
класса СоболеваW 1

q (�;X), q ≥ 1, где X — сепарабельное метрическое простран-
ство, аппроксимативно m-дифференцируемы почти всюду и для них справед-
ливы утверждения теоремы 3.2.

3.5. Определение. Метрическое пространство X называется H k-спрям-
ляемым, если существует не более чем счетный набор липшицевых отображений
αi : Ai → X, определенных на измеримых множествах в Rk, такой, что

H k
(
X \
⋃
i∈N

αi(Ai)
)
= 0.

3.6. Определение [16]. Пусть E ⊂ Rn — измеримое множество, (X, dX) —
метрическое пространство, а m-дифференцируемое в точке x отображение f :
E → X такое, что dim{u ∈ Rn : MD(f, x)(u) = 0} = n− k. Определим значение
метрического коэффициента коплощади, или m-коэффициента коплощади, в
точке x как

Jk(MD(f, x)) = ωkk

( ∫
Sk−1

[MD(f, x)(u)]−k dH k−1(u)
)−1

,

где x ∈ E, а Sk−1 — (k − 1)-мерная сфера пространства ker(MD(f, x))⊥. Пола-
гаем Jk(MD(f, x)) = 0, если dim{u ∈ Rn : MD(f, x)(u) = 0} > n− k.

3.7. Формула коплощади [16]. Пусть E — измеримое множество в Rn,
(X, dX) — H k-спрямляемое метрическое пространство, n ≥ k, а f ∈ Lip(E,X).
Тогда для всякой измеримой функции g : E → E (E — произвольное банахово
пространство) при условии, что g(x)Jk(MD(f, x)) интегрируема, справедлива
формула

∫
E

g(x)Jk(MD(f, x)) dx =
∫
X

dH k(s)
∫

f−1(s)

g(u) dH n−k(u). (3.3)

Утверждение теоремы 3.7 обобщается на случай отображения, определен-
ного на H n-спрямляемом метрическом пространстве Y. Это является обоб-
щением результата работы [17], в которой формула коплощади доказана для
липшицевых отображений f : Y→ Rk.

3.8. Теорема (формула коплощади для класса �). Пусть E — измеримое
множество в Rn, (X, dX) — H k-спрямляемое метрическое пространство, n ≥ k,
а f ∈ �(E,X). Тогда для всякой измеримой функции g : E → E (E — произ-
вольное банахово пространство) при условии, что g(x)Jk(MDap(f, x)) интегри-
руема, справедлива формула

∫
E

g(x)Jk(MDap(f, x)) dx =
∫
X

dH k(s)
∫

f−1(s)\�f

g(u) dH n−k(u), (3.4)

где множество нулевой меры �f определено в 1.8.

Формула (3.4) получается из (3.3) стандартными рассуждениями.



Формулы площади и коплощади 787

3.9. Следствие. Пусть � — ограниченная область в Rn, а X — метриче-
ское пространство. Из замечания 1.9 и свойства 2.7 следует, что утверждение
теоремы 3.8 справедливо для

1) непрерывных квазимонотонных отображений класса СоболеваW 1
n,loc(�,X)

и непрерывных отображений класса СоболеваW 1
q,loc(�,X), q > n, сMDap(f, x) =

MD(f, x);
2) отображений классов Соболева W 1

q (�;X), q ≥ 1, где X — сепарабельное
метрическое пространство.

Заметим, что в случае отображений f : Rn → Rk, k ≤ n, существует ха-
рактеристика геометрии поверхностей уровня соболевских отображений, более
тонкая, чем мера Хаусдорфа H n−k [18–21].

Дальнейшее развитие результатов данной статьи изложено в [22, 23].

ЛИТЕРАТУРА

1. Kirchheim B. Rectifiable metric spaces: local structure and regularity of the Hausdorff mea-
sure // Proc. Amer. Math. Soc.. 1994. V. 121, N 1. P. 113–123.

2. Решетняк Ю. Г. Соболевские классы функций со значениями в метрическом простран-
стве // Сиб. мат. журн.. 1997. Т. 38, № 3. С. 657–675.

3. Evans L. C., Gariepy R. F. Measure theory and fine properties of functions. Boca Raton:
CRC Press, 1992.

4. Lin F., Yang X. Geometric measure theory — an introduction. Beijing a. o.: Sci. Press, 2002.
5. Federer H. Geometric measure theory. New York: Springer-Verl., 1969.
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