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X–ПЕРЕСТАНОВОЧНЫЕ ПОДГРУППЫ
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Аннотация: Пусть A, B — подгруппы группы G и ∅ �= X ⊆ G. Говорят, что
A X-перестановочна с B, если найдется такой элемент x ∈ X, что ABx = BxA.
С использованием этого понятия даны новые характеризации классов конечных
разрешимых, сверхразрешимых и нильпотентных групп.
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1. Введение

Напомним, что подгруппа A группы G называется перестановочной с под-
группой B, если AB = BA. Если A перестановочна со всеми подгруппами из G,
то A называется перестановочной [1] или квазинормальной [2] подгруппой в G.

Перестановочные подгруппы имеют ряд интересных свойств. Так, напри-
мер, если H — перестановочная подгруппа в некоторой конечно порожденной
группе G, то H субнормальна в G [3]. Этот результат является обобщением
теоремы Оре [2]: каждая перестановочная подгруппа конечной группы субнор-
мальна. В другом направлении результат Оре усилили Ито и Сеп. Они до-
казали [4], что для каждой перестановочной подгруппы H конечной группы G
фактор-группа H/HG нильпотентна. В дальнейшем Майер и Шмид доказали
[5], что при таких условиях верно даже, что H/HG ⊆ Z∞(G/HG).

В работах Кегеля [6] и Дескинза [7] показано, что подгруппы H , перестано-
вочные со всеми силовскими подгруппами конечной группы G, наследуют ряд
ключевых свойств перестановочных подгрупп. В частности, H по-прежнему
субнормальна, а секция H/HG нильпотентна. Если к тому же G разреши-
ма и H перестановочна с системными нормализаторами группы G, то верно
H/HG ⊆ Z∞(G/HG) [8]. После работ [6, 7] многими авторами предпринимались
попытки исследования и применений и других типов обобщенно перестановоч-
ных подгрупп. Здесь прежде всего отметим работы [9–11], где рассматривались
m-перестановочные подгруппы [11], т. е. подгруппы, перестановочные со всеми
максимальными подгруппами, и [12–15], где исследовалось влияние на строение
группы систем полунормальных подгрупп, т. е. подгрупп H , перестановочных
со всеми подгруппами из некоторого добавления к H [12].

Часто встречается ситуация, когда подгруппы A и B группы G не являются
перестановочными, но в G имеется такой элемент x, для которого имеет место
ABx = BxA.

Рассмотрим несколько типичных ситуаций такого рода.
1. Если G = AB — конечная группа, Ap и Bp — силовские p-подгруппы в

A и в B соответственно, то в общем случае ApBp �= BpAp, но G имеет такой
элемент x, что ApBx

p = Bx
pAp.
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2. Если P и Q — холловские подгруппы конечной разрешимой группы G,
то для некоторого x ∈ G имеем PQx = QxP .

3. Если M — максимальная подгруппа в G и |G : M | = pa для некоторого
простого p, то для каждой силовской подгруппы P из G в G имеется такой
элемент x, что MP x = P xM .

4. Если A и B — нормально погруженные подгруппы конечной разрешимой
группы G (см. [1, I, определение (7.1)]), то согласно [1, I, (17.10)] A перестано-
вочна с некоторым Bx.

При анализе ситуаций подобного рода удобно пользоваться следующими
естественными определениями [16, 17].

Определение 1.1. Пусть A, B — подгруппы группы G и ∅ �= X ⊆ G.
Тогда будем говорить, что

(1) A — X-перестановочная с B подгруппа, если ABx = BxA для некото-
рого x ∈ X ;

(2)A— наследственно X-перестановочная с B подгруппа, еслиABx = BxA
для некоторого x ∈ X ∩ 〈A,B〉.

Заметим, что 1-перестановочные подгруппы — это в точности перестановоч-
ные подгруппы. В другом предельном случае мы имеем дело с G-перестановоч-
ными подгруппами. Такие подгруппы были впервые рассмотрены в работе ав-
торов [18], и они уже нашли ряд интересных приложений [19–22].

Определение 1.2. Подгруппа A группы G называется (наследственно)
X-перестановочной в G, если A (наследственно) X-перестановочна со всеми
подгруппами из G.

Значение понятия (наследственной) X-перестановочности связано прежде
всего с тем, что многие важные классы конечных групп допускают точное опи-
сание в терминах X-перестановочных подгрупп. В данной работе мы проде-
монстрируем это на примере разрешимых, сверхразрешимых и нильпотентных
групп.

Все рассматриваемые ниже группы конечны.

2. Примеры и общие свойства X-перестановочности

Пусть G — некоторая группа и X — подгруппа в G. Тогда справедливы
следующие утверждения.

Лемма 2.1. Пусть A,B — подгруппы из G и K � G.
(1) Если A (наследственно) X-перестановочна с B, то B (наследственно)

X-перестановочна с A.
(2) Если A (наследственно) X-перестановочна с B, то Ax (наследственно)

Xx-перестановочна с Bx для всех x ∈ G.
(3) Если A (наследственно) X-перестановочна с B, то AK/K (наследствен-

но) XK/K-перестановочна с BK/K в G/K.
(4) Пусть K ≤ A. Тогда A/K (наследственно) XK/K-перестановочна с

BK/K в том и только том случае, когда A (наследственно) X-перестановочна
с B.

(5) Если A,B ≤ M ≤ G и A наследственно X-перестановочна с B, то A
наследственно (X ∩M)-перестановочна с B.

(6) Если A (наследственно) X-перестановочна с B и X ≤ M ≤ G, то A
(наследственно) M -перестановочна с B.

(7) Если A X-перестановочна с B и X ≤ NG(A), то A перестановочна с B.
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(8) Если F — перестановочная подгруппа группы G и A (наследственно)
X-перестановочна с B, то AF (наследственно) X-перестановочна с B.

(9) Если A ≤ T , где T — субнормальная подгруппа (разрешимой) группы
G, и A G-перестановочна со всеми силовскими (холловскими) подгруппами из
G, то A T -перестановочна с каждой силовской (холловской) подгруппой из T .

(10) Пусть G = AT и T1 — подгруппа группы T . Предположим, что A (на-
следственно)G-перестановочна с T1. ТогдаA (наследственно) T -перестановочна
с T1.

(11) Если A максимальна в G, T — минимальное добавление к A в G и A G-
перестановочна со всеми подгруппами из T , то T = 〈a〉 — циклическая p-группа
для некоторого простого числа p и ap ∈ A.

Доказательство. Утверждения (1)–(3) и (5)–(8) очевидны.
(4) Предположим, что A/K — (наследственно) XK/K-перестановочная с

KB/K подгруппа в G/K, и пусть xK — произвольный элемент из XK/K (со-
ответственно элемент из (XK/K) ∩ 〈A/K,KB/K〉) такой, что

(A/K)(BK/K)xK = (BK/K)xK(A/K).

Тогда ABxK = ABx = BxA. Ясно, что xK = hK для некоторого h ∈ X , и
поэтому мы можем предполагать, что x ∈ X (соответственно x ∈ X∩〈A,KB〉 =
X ∩ 〈A,B〉). Это значит, что A — (наследственно) X-перестановочная с B под-
группа в G. С другой стороны, если A — (наследственно) X-перестановочная с
B подгруппа в G, то по (3) A/K (наследственно) X-перестановочна с BK/K в
G/K.

(9) Пусть Tp — силовская p-подгруппа группы T и Gp — силовская подгруп-
па группы G, содержащая Tp. Пусть x — произвольный элемент из G такой,
что AGx

p = Gx
pA. Тогда AGx

p — подгруппа в G и поэтому AGx
p ∩T = A(Gx

p ∩T ) =
(Gx

p ∩ T )A — подгруппа в T . Но поскольку T субнормальна в G, то Gx
p ∩ T —

силовская p-подгруппа из T . Пусть t — элемент из T такой, что (Gx
p ∩ T )t = Tp.

Тогда
A(Gx

p ∩ T ) = AT t−1

p = T t−1

p A.

Аналогично можно доказать второе утверждение.
(10) Предположим, что A наследственно G-перестановочна с T1. Тогда

существует такой элемент x ∈ 〈A, T1〉, что AT x
1 = T x

1 A. Так как G = AT , то x =
at для некоторых a ∈ A, t ∈ T и поэтому AT x

1 = AatT1t−1a−1 = aAtT1t−1a−1 =
a(AT t

1)a−1 — подгруппа группы G. Значит, AT t
1 = T t

1A, где t ∈ T ∩ 〈A, T1〉
(поскольку x ∈ 〈A, T1〉). Следовательно, A наследственно T -перестановочна с
T1. Если A G-перестановочна с T1, то аналогично можно показать, что A T -
перестановочна с T1.

(11) Пусть M — максимальная в T подгруппа. Тогда согласно (10) для
некоторого t ∈ T имеет место AM t = M tA. Поскольку T — минимальное
добавление к A в G, то AM �= G и поэтому AM t �= G. Так как A максимальна
в G, это означает, что M t ≤ A. Предположим, что в T имеется максимальная
подгруппа M1, которая не сопряжена с M . Тогда, как и выше, видим, что для
некоторого t1 ∈ T имеет место M t1

1 ≤ A. Понятно, что M t �= M t1
1 и поэтому

T = 〈M t,M t1
1 〉 ≤ A, что влечет G = AT = A; противоречие. Таким образом,

T — циклическая примарная группа и M ≤ A.

Лемма 2.2. Пусть G = AT , где A — наследственно G-перестановочная
собственная подгруппа из G и T — нильпотентная подгруппа из G. Тогда G
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имеет такой ряд
A = T0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tt−1 ≤ Tt = G,

что |Ti : Ti−1| — простое число для всех i = 1, . . . , t.
Доказательство. Мы можем предположить, что G �= DA для всех соб-

ственных подгрупп D из T . Пусть T1 — максимальная подгруппа группы T .
Допустим, что T1 ≤ A. Поскольку T нильпотентна и |G| = |T ||A|

|T∩A| =
|T ||A|
|T1| , то

|G : A| = |T : T1| — простое число.
Пусть теперь T1 � A. По условию для некоторого элемента x ∈ G имеем

AT x
1 = T x

1 A. Так как G = AT , то x = ta, где t ∈ T и a ∈ A. Тогда T x
1 =

T a
1 . Поскольку T1 � Aa−1

= A, то T a
1 � A. Более того, если T a

1 A является
подгруппой в G, то (T a

1 A)a
−1

= T1A — подгруппа в G. Ясно, что T1A �= G.
Предположим, что T ∩A � T1. Тогда T = T1(T ∩A) ≤ T1A и поэтому G = TA ≤
T1A, что противоречит нашему предположению о минимальности T . Значит,
T ∩A ≤ T1, тем самым |T ∩A| = |T1 ∩A|. Следовательно,

|TA : T1A| = |T ||A|
|T ∩A| ·

|T1 ∩A|
|T1||A| = |T : T1|

— простое число. Поскольку |T1A| < |G| и по условию A — наследственно
G-перестановочная в G подгруппа, то по выбору группы G и по лемме 2.1(5)
заключаем, что T1A имеет ряд

A = D0 ≤ D1 ≤ · · · ≤ Dn−1 ≤ Dn = AT1

такой, что |Di : Di−1| — простое число для i = 1, . . . , n. Это завершает доказа-
тельство леммы.

Следующие элементарные примеры демонстрируют основное различие
между X-перестановочными и перестановочными подгруппами.

Пример 2.3. Пусть G = Z5×(Z3Z2), где |Zi| = i и Z3Z2 — симметрическая
группа S3. Ясно, что Z2 не является перестановочной подгруппой в G (так как
Z2Zx

2 �= Zx
2Z2 для всех неединичных элементов x ∈ Z3). Но в то же время,

очевидно, Z2 — наследственно Z3-перестановочная подгруппа в G.
Пример 2.4. Рассмотрим знакопеременные группы A4 
 D ≤ A5. Легко

видеть, что в A5 любая ее подгруппа порядка 2 является A5-перестановочной. С
другой стороны, поскольку A4 не является свехразрешимой группой, то всякая
ее подгруппа порядка 2 не является A4-перестановочной в A4. Следователь-
но, в A5 имеются A5-перестановочные подгруппы, но в то же время в A5 нет
наследственно A5-перестановочных подгрупп.

Пример 2.3 показывает, что в общем случае наследственно X-перестано-
вочная подгруппа не является субнормальной. Тем не менее следующие наблю-
дения показывают, что X-перестановочные подгруппы обладают свойствами,
аналогичными свойствам перестановочных подгрупп.

Предложение 2.5. Пусть A — подгруппа группы G. Тогда справедливы
следующие утверждения.

(1) Если G разрешима и A — наследственно G-перестановочная собственная
подгруппа из G, то G имеет такой ряд

A = T0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tt−1 ≤ Tt = G,

что индекс |Ti : Ti−1| является простым числом для всех i = 1, . . . , t.
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(2) Если A G-перестановочна со всеми силовскими подгруппами из G и
субнормальна в G, то секция A/AG разрешима.

Доказательство. (1) Предположим, что это утверждение неверно, и
пусть G — контрпример минимального порядка. Пусть L — минимальная нор-
мальная подгруппа в G. Поскольку G разрешима, то L абелева. Допустим, что
G = LA. Тогда по лемме 2.2 утверждение справедливо для G, что противоре-
чит выбору группы G. Значит, LA �= G. Так как |LA| < |G| и A наследственно
G-перестановочна в LA по лемме 2.1(5), то по выбору группы G заключаем, что
LA имеет ряд

A = T0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tn−1 ≤ Tn = LA

такой, что |Ti : Ti−1| — простое число для всех i = 1, . . . , n.
Рассмотрим G/L. По лемме 2.1(3) AL/L наследственно G/L-перестановоч-

на в G/L и поэтому G/L имеет ряд

AL/L = Tn/L ≤ Tn+1/L ≤ · · · ≤ Tt−1/L ≤ Tt/L = G/L

такой, что |Ti/L : Ti−1/L| = |Ti/Ti−1| — простое число для всех i = n+ 1, . . . , t.
Значит, группа G имеет ряд подгрупп

A = T0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tt−1 ≤ Tt = G

с простыми индексами. Это завершает доказательство утверждения (1).
(2) Ввиду леммы 2.1(4) мы можем предполагать, что AG = 1 и A не являет-

ся примарной группой. Пусть R — наименьшая нормальная подгруппа группы
A с разрешимой фактор-группой. Ясно, что R = R′. Предположим, что A не
является разрешимой группой. Тогда R �= 1. Пусть p ∈ π(G) и Gp — силовская
p-подгруппа изG такая, чтоD = GpA = AGp. ПустьQ— силовская q-подгруппа
группы A, где q �= p. Тогда очевидно, что Q — силовская q-подгруппа из D.
Так как A субнормальна в G, то A субнормальна в D и Qx ∩ A — силовская
q-подгруппа из A для всех x ∈ D. Значит, Lq = 〈Qx | x ∈ D〉 ⊆ A. Ясно,
что Lq � D. Пусть L — произведение всех подгрупп Lq, где q пробегает все
простые делители порядка группы A, отличные от p. Тогда L � D. Поскольку
LR/L 
 R/L∩R иD/L— p-группа, то R ⊆ L. ПустьR1 — наименьшая нормаль-
ная подгруппа из L, фактор-группа по которой разрешима. Тогда R1 charL � A
и поэтому R1 � A. Поскольку L/R1 разрешима, то R1 ⊆ R. Но R′ = R и тем
самым R1 = R charL � D. Следовательно, R1 � D, т. е. Gp ⊆ NG(R). Ввиду
произвольного выбора p заключаем, что R � G и поэтому 1 �= R ⊆ A. Получен-
ное противоречие завершает доказательство данного утверждения.

Следующий пример показывает, что субнормальная вG подгруппа, которая
X-перестановочна со всеми силовскими подгруппами группы G, в общем случае
может не быть перестановочной со всеми силовскими подгруппами из G.

Пример 2.6. Пусть p — нечетное простое число и A = 〈x, y | xp2
= yp = 1,

xy = x1+p〉. Рассмотрим L = 〈y〉. Пусть g — инволюция в AutL и B = [L]〈g〉.
Пусть α : B → Sym(p) — транзитивное подстановочное представление степени
p. Пусть также G = A�αB = [K]B — сплетение групп A и B относительно α, где
K — база A �α B. Пусть R = L� (мы используем здесь терминологию из [1]), и
пусть N = NG(R). Понятно, что B ⊆ N и N ∩K = (NA(L))�. Так как |A| = p3 и
NA(L) �= A, то NA(L) — абелева группа и поэтому N ∩K также является абеле-
вой группой. Ясно, что R G-перестановочна со всеми силовскими подгруппами
группы G и R субнормальна в G. Допустим, что R перестановочна со всеми
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силовскими 2-подгруппами из G. Тогда для каждого x ∈ G имеем 〈g〉x ⊆ N .
Следовательно, для нормального замыкания 〈g〉G подгруппы 〈g〉 в G имеет ме-
сто L ⊆ 〈g〉G ⊆ N и поэтому BG ⊆ N . Пусть теперь M = {(a1, . . . , ap) | ai ∈ A
и a1 . . . ap ∈ A′}. Тогда по [1, A, (18.4)] получим BG = MB. Следовательно,
M ⊆ N . Но если a1 = · · · = ap, то ap1 ⊆ A′ и поэтому M содержит подгруп-
пу, изоморфную A. Это означает, что N ∩ K не является абелевой группой.
Полученное противоречие показывает, что R не перестановочна с некоторой
силовской 2-подгруппой группы G.

3. Характеризации разрешимых,
сверхразрешимых и нильпотентных групп

Новые характеризации разрешимых групп. Классическая теорема
Холла о наличии в разрешимых группах холловских систем [23] допускает сле-
дующую интерпретацию в терминах X-перестановочных подгрупп.

Теорема 3.1. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда любые ее
две холловские подгруппы G-перестановочны.

Доказательство. Если группа G разрешима и A, B — некоторые ее хол-
ловские подгруппы, то для некоторого x ∈ G имеет место ABx = BxA, посколь-
ку A и B — элементы некоторых холловских систем группы G и любые две
холловские системы группы G сопряжены [1, I, (4.11)]. С другой стороны, если
любые две холловские подгруппы группы G G-перестановочны, то в G имеется
p′-холловская подгруппа для любого простого делителя p порядка группы G и
поэтому G разрешима согласно [1, I, (3.5)].

Напомним также следующий результат.

Теорема 3.2 [24]. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда любые
ее две силовские подгруппы G-перестановочны.

Следующие две леммы хорошо известны.

Лемма 3.3. Если G = AB и p — простое число, то существуют такие
силовские p-подгруппы Ap, Bp и Gp в A, B и G соответственно, что Gp = ApBp.

Лемма 3.4. Пусть A,B — собственные подгруппы из G и G = AB. Тогда
G = ABx и G �= AAx для всех x ∈ G.

Напомним, что ненильпотентная группа G является квазинильпотентной
тогда и только тогда, когда G/Z∞(G) является прямым произведением некото-
рых простых неабелевых групп (см. [25, теорема 13.6]).

Пусть N ∗ — класс всех квазинильпотентных групп и G — группа. Тогда
символом GN ∗

обозначают пересечение всех нормальных в G подгрупп N с
квазинильпотентной фактор-группой G/N .

Лемма 3.5. Пусть N � G. Тогда (G/N)N
∗
= GN ∗

N/N .
Доказательство. Это непосредственно следует из [25, 13.3] и [26, I, 2.4].
Доказательство теоремы 3.2 использует классификацию простых неабеле-

вых групп. Однако при некоторых дополнительных условиях этого можно из-
бежать.

Теорема 3.6. Пусть G — группа, X = GN ∗
и Y = R(GN ∗

) — радикал,
т. е. наибольшая разрешимая нормальная подгруппа в GN ∗

. Тогда следующие
условия равносильны.
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(1) Группа G разрешима.
(2) Группа G имеет разрешимую максимальную подгруппу M , и каждая

силовская подгруппа изG являетсяX-перестановочной сM и каждой силовской
подгруппой группы G.

(3) Каждая максимальная подгруппа группы G Y -перестановочна со всеми
силовскими подгруппами G.

Доказательство. (2)⇒ (1). Предположим, что это неверно, и пусть G —
контрпример минимального порядка. Пусть p — простой делитель индекса |G :
M | и P — силовская p-подгруппа из G. По условию для некоторого x ∈ X имеем
MP x = P xM . Ясно, что G = MP x и поэтому для некоторого a ∈ N имеет место
|G : M | = pa. ПустьH — минимальная нормальная подгруппа из M . Поскольку
по условию подгруппа M разрешима, то H — q-группа для некоторого простого
q. Пусть Mq — силовская q-подгруппа из M . Если q �= p, то Mq — силовская
q-подгруппа из G и поэтому по условию существует элемент y ∈ X такой, что
My

q P
x = P xMy

q . Следовательно, G = MP xMy
q и поэтому согласно лемме 3.4

имеет место G = M(P xMy
q )y

−1
= M(My

q P
x)y

−1
= M(MqP xy−1

). Ясно, что

H ⊆ Mq ⊆ MqP xy−1
. Поскольку H � M , то HG = HMMqP

xy−1

= HMqP
xy−1

и поэтому H ⊆ (MqP xy−1
)G. Значит, поскольку каждая бипримарная группа

разрешима, то G имеет абелеву минимальную нормальную подгруппу. Если
q = p, то для некоторой силовской p-подгруппы Gp из G получим H ≤ Gp.
Понятно, что для некоторого x ∈ G имеет место MGx

p = Gx
pM = G и согласно

лемме 3.4 G = MGp. Значит, HG ≤ HMGp = HGp ≤ Gp. Следовательно, в
любом случае G имеет абелеву минимальную нормальную подгруппу, скажем
R. Если R �⊆ M , то G/R = RM/R 
 M/R ∩ M — разрешимая группа и
поэтому G разрешима, что противоречит выбору группы G. Следовательно,
R ≤ M . Согласно лемме 2.1 каждая силовская подгруппа из G/R (XR/R)-
перестановочна с M/R и с каждой силовской подгруппой из G/R. Кроме того,
по лемме 3.5 имеем (G/R)N

∗
=GN ∗

R/R = XR/R. Это показывает, что условия
теоремы выполнены для G/R. Так как |G/R| < |G|, то по выбору группы G
группа G/R разрешима. Значит, G разрешима; противоречие.

(3) ⇒ (1). Предположим, что это неверно, и пусть G — контрпример ми-
нимального порядка. Пусть L — минимальная нормальная подгруппа в G. По-
скольку R(GN ∗

) charGN ∗
и (G/N)N

∗
= GN ∗

N/N , то Y N/N ≤ R((G/N)N
∗
)

и поэтому согласно лемме 2.1 условие (3) наследуется фактор-группой G/L.
Следовательно, G/L — разрешимая группа. Таким образом, L — единственная
минимальная нормальная подгруппа в G и Y = 1. Пусть p — произвольный
простой делитель |L| и Lp — силовская p-подгруппа в L. Пусть P — силовская
подгруппа в G, содержащая Lp, и N = NG(Lp). Тогда P ≤ N и поскольку L
неабелева, то N �= G. Пусть N ≤ M , где M — максимальная в G подгруппа.
Согласно лемме Фраттини G = LN и поэтому L �⊆ M . Значит, MG = 1. Пусть
q — произвольный простой делитель |G : M | и Q — силовская q-подгруппа в
G. Тогда Q �⊆ M и поэтому MQ = QM = G. Пусть теперь R — силовская
r-подгруппа в M , где r �= q. Тогда R является силовской подгруппой в G и по-
этому согласно условию для всех x ∈ G имеет место Rx ≤M . Значит, MG �= 1.
Полученное противоречие показывает, что группа G разрешима.

(1)⇒ (2), (3). Предположим, что группа G разрешима. В этом случае X =
Y = GN , где N — класс всех нильпотентных групп. Пусть M — произвольная
максимальная подгруппа группы G. Покажем, что M X-перестановочна со все-
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ми силовскими подгруппами из G и что любые две силовские подгруппы из GX-
перестановочны. Пусть |G : M | = pa иQ— произвольная силовская q-подгруппа
в G. Если p = q, то для некоторого x ∈ G имеет место QxM = MQx = G, а
значит, QM = MQ. Пусть q �= p. Пусть также Mq — силовская p-подгруппа в
M . Ясно, что Mq = Qx для некоторого x ∈ G. Тогда M = MQx = QxM . Ввиду
[1, I, (4.11)] для некоторого системного нормализатора N группы G имеет место
N ⊆ NG(Q). Используя [1, I, (5.6)], видим, что G = NX и поэтому x = nd для
некоторых n ∈ N и d ∈ X . Следовательно, MQd = QdM . Кроме того, из этого
следует, что для любого простого делителя q порядка |G| группы G любые две
силовские q-подгруппы группы G сопряжены при помощи некоторого элемента
из X . Следовательно, Q X-перестановочна со всеми силовскими подгруппами
группы G.

Новые характеризации сверхразрешимых групп. В работе Хупперта
[27] доказано, что разрешимая группа G является сверхразрешимой при усло-
вии, что все максимальные подгруппы силовских подгрупп перестановочны со
всеми членами некоторой фиксированной силовской системы группы G. Этот
результат дал толчок большому числу исследований, в которых изучалось вли-
яние максимальных подгрупп силовских подгрупп на строение основной груп-
пы (см. обзор в [28]). Следующая теорема в данном направлении дает точное
описание сверхразрешимых групп G на основе условия F (G)-перестановочности
максимальных подгрупп силовских подгрупп с максимальными подгруппами из
G.

Теорема 3.7. Пусть G — группа и X = F (G) — подгруппа Фиттинга груп-
пы G. Тогда следующие утверждения равносильны.

(1) G сверхразрешима.
(2) Каждая максимальная подгруппа из G является X-перестановочной

в G.
(3) Каждая максимальная подгруппа любой нециклической силовской под-

группы из G, не имеющая сверхразрешимого добавления в G, является X-
перестановочной с каждой максимальной подгруппой из G.

Для доказательства этой теоремы нам понадобятся следующие леммы.

Лемма 3.8 [29, лемма 3.1]. Пусть N ≤ G и L — нормальная подгруппа в
G. Предположим, что P/L — силовская p-подгруппа в NL/L и M/L — макси-
мальная подгруппа в P/L. Если Pp — силовская p-подгруппа в P ∩N , то Pp —
силовская p-подгруппа в N , D = M ∩N ∩Pp — максимальная подгруппа в Pp и
M = LD.

Следующая лемма очевидна.

Лемма 3.9. Пусть P = P1× · · ·×Pt — элементарная абелева p-группа, где
|Pi| = p, i = 1, . . . , t и t > 1. Если n — количество всех максимальных подгрупп
группы P , то n > t.

Лемма 3.10. Пусть G — группа, p, q — различные простые делители по-
рядка |G|, P — нециклическая силовская p-подгруппа изG. Если все максималь-
ные подгруппы из P (кроме, возможно, одной) имеют q-замкнутое добавление
в G, то группа G q-замкнута.

Доказательство. Пусть |P | �= 1 и {M,M1, . . . ,Mt} — множество макси-
мальных подгрупп из P таких, что M1∩· · ·∩Mt = �(P ) (см. лемму 3.9). Пусть
Ti — q-замкнутое добавление к Mi в G, i = 1, . . . , t.
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ПустьQ — силовская q-подгруппа в T1. Понятно, что Q является силовской
q-подгруппой в G и Q � T1. Так как P действует транзитивно на множестве
силовских q-подгрупп группы G, то для каждого i ∈ {1, . . . , t} в P найдется
такой элемент xi, что Qxi — силовская q-подгруппа в Ti. Каждому i ∈ {1, . . . , t}
сопоставим некоторый полный набор gi1 , . . . , gir представителей левых смежных
классов по подгруппе Mi в P , все элементы которого принадлежат Ti. Пусть,
кроме того, S — объединение всех таких наборов.

Заметим, что поскольку Qxi � Ti, то каждый элемент из gi1 , . . . , gir имеет
вид gxi, где g ∈ NG(Q). Ясно, что подгруппа P порождается множеством S.
Так как при этом g−1gxi ∈ P ′ ⊆ �(P ), то в действительности P порождается
некоторым набором элементов из NG(Q) и поэтому Q � G = M1T1. Лемма
доказана.

Доказательство теоремы 3.7. (1) ⇒ (2) Пусть M — максимальная
подгруппа в G и T — произвольная подгруппа из G. Покажем, что M X-
перестановочна с T . Пусть |G : M | = p. Если {M1, . . . ,Mt} — силовская ба-
за группы M и {T1, . . . , Tl} — силовская база группы T , то ввиду [1, I, (4.8),
(4.12)] G имеет силовские базы � = {P1, . . . , Pn} и �1 = {Q1, . . . , Qn} такие, что
Mi = Pi ∩M для всех i = 1, . . . , t и Ti = Qi ∩ T для всех i = 1, . . . , l. Более
того, системы � и �1 сопряжены, т. е. G имеет такой элемент x, что Qx

i = Pi

для всех i = 1, . . . , n. Без ограничения общности мы можем предположить, что
P1 — силовская p-подгруппа из G. Тогда M2 = P2, . . . ,Mt = Pt.

Допустим, что T x
1 ⊆ M1. Тогда T x ⊆ M1P2 . . . Pt = M, поэтому T xM =

M = MT x.
С другой стороны, если T x

1 �⊆ M1, то из того, что |G : M | = p, следует
|P1 : M1| = p и поэтому P1 = T x

1 M1. Отсюда T xM = T x
2 . . . T x

l T
x
1 M1M2 . . .Mt =

T x
2 . . . T x

l P1P2 . . . Pt = G = MT x.
Пусть теперь N = NG(�1). Тогда по [1, I, (5.6)] N покрывает все централь-

ные главные факторы группы G. Но по условию G сверхразрешима и поэтому
G′ ⊆ F (G). Следовательно, G = F (G)N . Значит, x = fn, где f ∈ F (G) и n ∈ N ,
и поэтому MT f = T fM .

(2) ⇒ (3) Это прямо вытекает из леммы 2.1.
(3)⇒ (1) Допустим, что это утверждение неверно, и пустьG— контрпример

минимального порядка.
(a) G/N сверхразрешима для каждой неединичной нормальной подгруп-

пы N .
Пусть P/N — нециклическая силовская p-подгруппа из G/N , P1/N — мак-

симальная в P/N подгруппа и M/N — произвольная максимальная подгруппа
группы G/N . Если Gp — силовская p-подгруппа из P , то Gp — нецикличе-
ская силовская p-подгруппа из G и GpN/N = P/N . С другой стороны, по
лемме 3.8 P1 ∩ Gp — максимальная подгруппа из Gp и P1 = N(P1 ∩ Gp). Ес-
ли P1 ∩ Gp имеет сверхразрешимое добавление T в G, то TN/N 
 T/T ∩ N —
сверхразрешимое добавление к P1/N в G/N . В противном случае P1 ∩ Gp X-
перестановочна с M . Значит, по лемме 2.1 P1/N XN/N -перестановочна с M/N .
Так как XN/N = F (G)N/N 
 F (G)/N ∩ F (G) — нильпотентная нормальная
подгруппа в G/N , то P1/N F (G/N)-перестановочна с M/N . Следовательно,
условие (3) справедливо для фактор-группы G/N . Но поскольку |G/N | < |G|,
то G/N сверхразрешима по выбору группы G.

(b) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу H , и X =
H = CG(H) = Op(G) = F (G) �⊆ �(G) для некоторого простого p �= |H |.
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Пусть H — минимальная нормальная подгруппа группы G. Поскольку
класс всех сверхразрешимых групп является насыщенной формацией (см. [26,
с. 43]), то ввиду (a) �(G) = 1 и H — единственная минимальная нормальная
подгруппа группы G.

Предположим, что H — неабелева группа. Тогда X = F (G) = 1. Пусть p —
наименьший простой делитель порядка |H | и Hp — силовская p-подгруппа из
H . Ясно, что Hp не является циклической группой (см. [30, IV, теорема 2.8]).
Пусть P — силовская p-подгруппа из G такая, что Hp ⊆ P . Пусть N = NG(Hp).
Поскольку Hp = H ∩ P � P , то P ≤ N . Так как H неабелева, то Hp �= H и
поэтому N �= G. Пусть M — максимальная подгруппа группы G такая, что
N ⊆ M . Тогда P ⊆ M , тем самым p � |G : M |. Если все максимальные
подгруппы из P обладают свехразрешимыми добавлениями в G, то согласно
лемме 3.10 группа G q-замкнута, где q — наибольший простой делитель порядка
|G| группы G. Но тогда F (G) �= 1, что противоречит нашему предположению
о группе G. Таким образом, в P имеется такая максимальная подгруппа P1,
которая перестановочна со всеми максимальными подгруппами группы G. В
частности, для всех x ∈ G имеем P1Mx = MxP1. Но p � |G : Mx| и поэтому
P1 ≤ Mx для всех x ∈ G. Это влечет то, что P1 ≤ MG и тем самым H ⊆ M .
По лемме Фраттини G = HN и тогда G = M ; противоречие. Значит, H —
p-группа для некоторого простого p. Ввиду (a) G разрешима и поэтому ввиду
[1, A, (10.6), (15.6)] X = H = CG(H) = F (G) = Op(H). Ясно также, что |H | �= p.

(c) Силовская p-подгруппа группы G не является нормальной подгруппой.
Допустим, что силовская p-подгруппаGp изG нормальна вG. Тогда соглас-

но (b) H = Gp. Пусть M — максимальная подгруппа в G такая, что G = [H ]M .
Тогда |G : M | = |H |. Пусть H1 — максимальная подгруппа из H . По условию
и лемме 2.1 подгруппа H1 либо имеет сверхразрешимое добавление T в G, либо
H1M = MH1. В первом случае по выбору группы G имеет место T �= G и по-
этому G = [H1]T , что противоречит минимальности подгруппы H . Аналогично
приходим к противоречию во втором случае. Следовательно, имеем (c).

(d) Число p не является наибольшим простым делителем |G|.
Действительно, если p — наибольший простой делитель |G|, то согласно (c)

и (a) имеет место Op(G/H) �= 1, что противоречит (b).
Заключительное противоречие.
Пусть M — максимальная подгруппа группы G такая, что H �⊆ M . То-

гда G = [H ]M . Пусть Mp — силовская p-подгруппа из M и P — силовская
p-подгруппа группы G, содержащая Mp. Пусть P1 — максимальная подгруппа
группы P такая, что Mp ≤ P1. Поскольку |H | > p, группа P не является цик-
лической. Значит, согласно условию и ввиду (b) либо найдется x ∈ G такое, что
D = P1Mx = MxP1, либо P1 имеет сверхразрешимое добавление T в G. Пред-
положим, что имеет место первое. Тогда поскольку G = HM , имеем x = ba, где
a ∈ P и b ∈M , и поэтому D = P1Ma. Так как P1 � P , то Ma

p ⊆ P1. Допустим,
что D = G. Тогда P = P ∩ P1Ma = P1(P ∩Ma) = P1Ma

p = P1; противоречие.
Значит, D �= G и тем самым D = Ma. Но тогда P1 ≤ Ma. Из этого следует
|G : Ma| = |G : M | = p = |H |, что противоречит (b). Следовательно, имеет ме-
сто второе. Пусть Tq — силовская q-подгруппа в T , где q — наибольший простой
делитель |G|. Тогда Tq � T и Tq является силовской q-подгруппой группы G.
Понятно, что для некоторого x ∈ G имеет место Tq � Mx = NG(Tq). Следова-
тельно, T ≤Mx и поэтому G = P1T = P1Mx = P1M , что влечет P = P1. Полу-
ченное противоречие завершает доказательство импликации (3)⇒ (1). Теорема
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доказана.

Следствие 3.11. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда
каждая максимальная подгруппа из G является F (G)-перестановочной в G.

Следствие 3.12. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда
каждая максимальная подгруппа любой нециклической силовской подгруппы
из G F (G)-перестановочна со всеми максимальными подгруппами группы G.

Будем говорить, что подгруппа M группы G имеет непримарный индекс ,
если |G : M | делится по крайней мере на два различных простых числа. Под-
группа H группы G называется 2-максимальной подгруппой этой группы, если
H является максимальной подгруппой некоторой максимальной подгруппы M
группы G.

Лемма 3.13 [31, теорема 3]. Пусть A и B — подгруппы группы G такие,
что G �= AB и ABx = BxA для всех x ∈ G. Тогда G имеет такую собственную
нормальную подгруппу N , что либо A ≤ N , либо B ≤ N .

Лемма 3.14 [32, теорема 3.4]. Группа G разрешима, если G = AB, где A
сверхразрешима, а B — циклическая группа нечетного порядка.

Теорема 3.15. Пусть G — группа, X = F (G) ∩ G′ и � — набор всех та-
ких 2-максимальных подгрупп E группы G для которых фактор-группа G/EG

сверхразрешима и для некоторого простого числа p имеет место |F (G/EG)| =
|Op(G/EG)| > p. Тогда G сверхразрешима в том и только в том случае, когда
для каждой 2-максимальной подгруппы E группы G, имеющей непримарный
индекс и не принадлежащей �, в G найдется дисперсивное по Оре добавление
к E, все подгруппы которого X-перестановочны с E.

Доказательство. =⇒ Предположим, что это утверждение неверно, и
пусть G — контрпример минимального порядка.

(1) Группа G не проста.
Предположим, что G — простая неабелева группа. Тогда F (G) = 1 и

X = F (G) ∩G′ = 1. Поскольку группа G не является разрешимой, то согласно
[26, гл. 5, теорема 26.3] в группе G имеется несвехразрешимая максимальная
подгруппа, скажем M . Предположим, что индекс M не является примарным, и
пусть T — максимальная в M подгруппа. Согласно условию в G найдется такая
подгруппа A, что TA = G и все подгруппы из A перестановочны с T . Заметим,
чтоM = M∩TA = T (M∩A) и поэтому согласно лемме 2.1(11) |M : T |— простое
число. Таким образом, индекс каждой максимальной подгруппы из M прост, а
значит, по теореме Хупперта M — сверхразрешимая группа. Это противоречие
показывает, что |G : M | = pα для некоторого простого p. Понятно, что для
некоторой максимальной в M подгруппы T имеет место (p, |M : T |) = 1. Со-
гласно условию в группе G имеется такая подгруппа A, что TA = G и каждая
подгруппа из A перестановочна с T . Не теряя общности, мы можем считать, что
A — минимальное добавление к T в G. Пусть x ∈ G, и пусть A1 — собственная
подгруппа группы A. Тогда TA1 — собственная в G подгруппа и x = at, где
t ∈ T и a ∈ A. Значит, T (A1)a = (A1)aT , и поэтому ((A1)aT )t = (A1)xT — под-
группа группы G. Но тогда согласно лемме 3.13 группа G не является простой.
Полученное противоречие завершает доказательство утверждения (1).

(2)Фактор-группа G/N сверхразрешима для любой минимальной нормаль-
ной подгруппы N из G.
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Достаточно проверить, что условие верно для G/N . Пусть E/N — про-
извольная 2-максимальная подгруппа из G/N , имеющая непримарный индекс.
Тогда согласно условию в G имеется такая подгруппа T , что G = ET и лю-
бая подгруппа из T X-перестановочна с E. Пусть теперь D/N — произволь-
ная подгруппа из TN/N . Тогда D/N = (D ∩ T )N/N и поэтому по лемме 2.1
подгруппа D/N XN/N -перестановочна с E/N . Значит, поскольку XN/N =
(F (G) ∩ G′)N/N ≤ F (G/N) и G′N/N = (G/N)′, каждая подгруппа из TN/N
является F (G/N) ∩ (G/N)′-перестановочной с E/N .

(3) В группе G имеется лишь одна минимальная нормальная подгруппа,
скажем L ( это прямо вытекает из (2) и того факта, что класс всех сверхразре-
шимых групп замкнут относительно образования подпрямых произведений).

(4) Группа G разрешима.

В силу (2) необходимо лишь показать, что L — абелева группа. Предполо-
жим, что это не так, и пусть L ≤ M , где M — максимальная в G подгруппа.
Тогда согласно (3) F (G) = 1 и поэтому X = 1. Согласно (2) |G : M | = p —
простое число. Покажем, что для некоторой максимальной в M подгруппы T
одновременно имеем M = LT и (|M : T |, p) = 1. Действительно, предположим,
что p делит |L|, и пусть Lp — некоторая силовская p-подгруппа в L, P — силов-
ская подгруппа группы G, которая содержит Lp. Тогда P ≤ N = NG(Lp). По
лемме Фраттини G = LN , следовательно, M = M ∩LN = L(M ∩N). Так как L
не является абелевой, то N �= G и поэтому N1 = M ∩N �= M . Пусть T — мак-
симальная в M подгруппа, содержащая N1. Тогда M = LT и (|M : T |, p) = 1.
Теперь предположим, что (|L|, p) = 1. Понятно, что L � �(M) и поэтому
для некоторой максимальной в M подгруппы T имеем M = LT и p не делит
|M : T | = |L|/|L ∩ T |.

Согласно гипотезе в группе G имеется такая подгруппа A, что G = TA
и каждая подгруппа из A перестановочна с T . Не теряя общности, можем
считать, что A — минимальное добавление к T в G. Тогда A ∩ T ⊆ �(A).
Поскольку M = M ∩ TA = T (M ∩ A), согласно лемме 2.1(11) |M : T | = q для
некоторого простого q �= p. Тем самым |G : T | = pq = |A : A ∩ T |. Это означает,
что A — {p, q}-группа. Пусть Ap — силовская p-подгруппа группы A. Тогда
D = TAp — подгруппа группы G такая, что |G : D| = q. Поскольку |G : M | = p
и M = LT , видим, что L �⊆ D. Тогда DG = 1 и поэтому G изоморфна некоторой
подгруппе симметрической группы Sq на q символах. Значит, D — холлова
q′-подгруппа в G, и G = DZq, где Zq — группа порядка q. Ввиду условия
теоремы это означает, что для любой максимальной в D подгруппы E найдется
такая подгруппа A, что D = EA и любая подгруппа из A перестановочна с
E. Применяя теперь лемму 2.1(11), видим, что группа D сверхразрешима и
поэтому согласно лемме 3.14 группа G разрешима. Это противоречие завершает
доказательство (4).

(5) Для некоторого простого числа p имеет место X = L = CG(L) = F (G) =
Op(G) и |L| > p.

Согласно (4) группа G разрешима. Кроме того, согласно (2) фактор-группа
G/L сверхразрешима. Поскольку класс всех сверхразрешимых групп является
насыщенной формацией, L �⊆ �(G). Значит, ввиду [1, A, (10.6), (15.6)] для
некоторого простого числа p имеет место L = CG(L) = F (G) = Op(G). Понятно
также, что |L| > p и L = F (G) ≤ G′. Следовательно, L = X .

Заключительное противоречие.
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Пусть E — максимальная в G подгруппа такая, что L �⊆ E. Тогда G =
[L]E и поэтому согласно (2) подгруппа E сверхразрешима. Пусть q — простой
делитель |E|, отличный от p. Тогда E содержит максимальную подгруппу E1,
для которой |E : E1| = q и (E1)G = 1. Согласно условию в группе G имеется
такая дисперсивная по Оре подгруппа T , что G = E1T и каждая подгруппа
из T X-перестановочна с E1. Не теряя общности, можем считать, что T —
минимальное добавление к E1 в G.

Предположим, что E1 = 1, и пусть L1 — максимальная в L подгруппа.
Тогда L1 имеет непримарный индекс в G и L1 �∈ �. Следовательно, по условию в
G найдется такая подгруппа V , что G = L1V и каждая подгруппа из V является
перестановочной с L1. Это, в частности, означает, что L1 перестановочна с
некоторой силовской q-подгруппой Q группы G. Но Q — максимальная в G
подгруппа и поэтому |G : Q| = |L| = |L1|. Полученное противоречие показывает,
что E1 �= 1.

Пусть D = E1 ∩T и Dp — силовская p-подгруппа в D. Тогда поскольку |G :
E1| = |L|q, имеем |T/D| = paq, где |L| = pa > p. Пусть r — наибольший простой
делитель |G|. Предположим, что r = p. Тогда поскольку фактор-группа G/L
сверхразрешима и в силу (5) имеет местоOp(G/L) = 1, L— силовская подгруппа
в G. Это влечет L ≤ T . Пусть L1 — максимальная в L подгруппа. Тогда
согласно условию A = L1E1 = E1L1. Легко видеть, что |G : A| = pq и AG = 1.
Следовательно, в группе G имеется такая подгруппа T1, что AT1 = G и каждая
подгруппа из T1 является L-перестановочной с A. Пусть Q — силовская q-
подгруппа в T1. Тогда для некоторого x ∈ L имеет место B = QxA = AQx. Но
|G : B| = p и поэтому LB = G. Следовательно, |L| �= |L ∩ B| �= 1 и L ∩ B � G,
что противоречит минимальности L. Таким образом, не теряя общности, можем
предполагать, что r = q.

Пусть K — максимальная в T подгруппа такая, что |T : K| = p. Поскольку
группа G разрешима, T — {p, q}-группа ввиду минимальности T . Но p < q и
поэтому подгруппа K является нормальной в T . Предположим, что D �⊆ K.
Тогда KD = T и поэтому G = E1T = E1DK = E1K. Но это невозможно,
поскольку T — минимальное добавление к E1 в G. Следовательно, D ⊆ K.
Пусть x — элемент из L, для которого V = E1Kx = KxE1. Так как G = E1T ,
то x = te, где e ∈ E1, t ∈ T , и поэтому Y = V e−1

= E1Kt = KtE1 = E1K. Пусть
Yp — силовская p-подгруппа в Y , Gp — силовская подгруппа из G, которая
содержит Yp. Тогда |Gp : Yp| = ((|Ep||Tp|)/|Dp|) : ((|Ep||Kp|)/|Dp|) = p, где Ep —
силовская p-подгруппа в E1. Теперь заметим, что поскольку |G : LE1| = q, то
|Gp| = |L||Ep| и поэтому L �⊆ Y и L ∩ Y �= 1. Но тогда G = LY и подгруппа
Y ∩L нормальна в G, что противоречит минимальности L. Таким образом, мы
должны заключить, что группа G сверхразрешима.
⇐= Предположим, чтоG— сверхразрешимая группа. Используя индукцию

по |G|, покажем, что для каждой 2-максимальной подгруппы M группы G, име-
ющей непримарный индекс и не принадлежащей �, и для каждого минималь-
ного добавления T подгруппы M в G справедливо, что M G′-перестановочна со
всеми подгруппами группы T . Пусть T1 — подгруппа в T .

Прежде предположим, что MG �= 1. По индукции доказываемое утвержде-
ние верно для G/MG. Заметим, что TMG/MG — минимальное добавление к
M/MG в G/MG. Действительно, если T0/MG ≤ TMG/MG и (T0/MG)(M/MG) =
G/MG, то T0 = T0 ∩MGT = MG(T0 ∩ T ) и поэтому T0M = G = (T0 ∩ T )M .
Следовательно, T ⊆ T0. Значит, T0/MG = TMG/MG — минимальное добавле-



X-перестановочные подгруппы 755

ние к M/MG в G/MG. Таким образом, подгруппа M/MG является (G/MG)′-
перестановочной с T1MG/MG. Но (G/MG)′ = G′MG/MG и поэтому согласно
лемме 2.1 M G′-перестановочна с T1.

Теперь предположим, что MG = 1. Пусть |G : M | = pq, где p > q. Пусть
π = π(F (G)) — множество всех простых делителей |F (G)|. Если |π| > 2 и R —
силовская d-подгруппа в F (G), где q �= d �= p, то R ≤ MG, что противоречит
равенству MG = 1. Значит, π ⊆ {p, q}. Поскольку группа G сверхразрешима,
силовская r-подгруппа нормальна в G, где r — наибольший простой делитель
|G|. Значит, r = p.

Прежде предположим, что |F (G)| = p. В этом случае G = [F (G)]E для
некоторой максимальной подгруппы E группы G и CG(F (G)) = F (G). Сле-
довательно, E — циклическая группа. Не теряя общности, мы можем пред-
полагать, что M ≤ E. Покажем, что M G′-перестановочна с T1. Если A —
холловская p′-подгруппа в T1, то T1 = PA, где P = T1 ∩ F (G) — силовская p-
подгруппа в T1. Для некоторого x ∈ F (G) = G′ имеет место Ax ⊆ E и поэтому
MT x

1 = M(T1 ∩ F (G))Ax = (T1 ∩ F (G))AxM .
Пусть теперь |π| = 2, Fp и Fq — силовская p-подгруппа и силовская q-

подгруппа в F (G) соответственно. Понятно, что G = F (G)M . Пусть R —
силовская r-подгруппа в F (G). Предположим, что |R| > r. Тогда D = R∩M �=
1. Поскольку R — характеристическая подгруппа в F (G), R нормальна в G.
Понятно также, что |R : D| = r. Следовательно, D нормальна в G и поэтому
D = 1, поскольку MG = 1. Таким образом, |F (G)| = pq. Предположим, что
q делит |M | и что q, p делят |T1|. Если {M2, . . . ,Mt} — некоторая силовская
база группы M и {D1, D2} — некоторая силовская база группы T1, то согласно
[1, I, (4.8), (4.12)] G обладает такими силовскими базами � = {P1, . . . , Pt} и
�1 = {Q1, . . . , Qt}, что Mi ⊆ Pi для всех i = 2, . . . , t и Di ⊆ Qi для i = 1, 2.
Более того, найдется элемент x ∈ G такой, что Qx

i = Pi для всех i = 1, . . . , t.
Понятно, что P1 = D1 — силовская p-подгруппа в G и M3 = P3, . . . ,Mt = Pt.
Если Dx

2 ⊆ M2, то T1
xM = P1M = MT x. С другой стороны, если Dx

2 �⊆ M2,
то ввиду равенства |G : M | = pq имеем |P2 : M2| = q и поэтому P2 = Dx

2M2.
Значит, T x

1 M = G = MT x
1 . Заметим, что согласно [1, VI, 11.10] имеет место

G = G′NG(�1) и поэтому x = fn, где f ∈ G′ и n ∈ NG(�1). Следовательно,
MT f

1 = T f
1 M . Аналогично рассматриваются случаи, когда либо (|M |, q) = 1,

либо (|T1|, p) = 1.
Наконец отметим, что поскольку группа G сверхразрешима, G′ ≤ F (G) и

поэтому X = G′. Следовательно, M X-перестановочна со всеми подгруппами
из T . Теорема доказана.

Заметим, что в сверхразрешимой группе G = S3 × Z3 имеется подгруппа
порядка 3, которая не перестановочна ни с одной подгруппой порядка 2. Таким
образом, условие «имеющей непримарный индекс и не принадлежащей �» в
теореме 3.15 не может быть опущено.

Новые характеризации нильпотентных групп. Напомним, что под-
группаH группы G называется абнормальной , если x ∈ 〈H,Hx〉 для всех x ∈ G.
Следующая лемма очевидна.

Лемма 3.16. Если K � G и H — абнормальная подгруппа в G, то спра-
ведливы следующие утверждения:

(i) HK/K абнормальна в G/K;
(ii) если H ≤ T ≤ G, то H абнормальна в T ;
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(iii) H = NG(H).

Теорема 3.17. Группа G нильпотентна тогда и только тогда, когда G име-
ет нильпотентную абнормальную подгруппу X такую, что любые две силовские
подгруппы из G X-перестановочны.

Доказательство. Достаточно лишь показать, что если любые две силов-
ские подгруппы из G X-перестановочны, то G нильпотентна. Предположим,
что это утверждение неверно, и пусть G — контрпример минимального поряд-
ка. Тогда

(1) G/N нильпотентна для каждой неединичной нормальной подгруппы N
из G.

Пусть P/N и Q/N — силовская p-подгруппа и силовская q-подгруппа в G/N
соответственно. Пусть такжеGp — силовская p-подгруппа в P и Gq — силовская
q-подгруппа в Q. Тогда Gp и Gq — силовские подгруппы группы G. По условию
Gp и Gq X-перестановочны, поэтому по лемме 2.1 P/N (XN/N)-перестановочна
с Q/N . Поскольку XN/N 
 X/N ∩X — нильпотентная подгруппа в G/N и по
лемме 3.16 XN/N абнормальна в G/N , условие теоремы справедливо для G/N .
Так как |G/N | < |G|, то по выбору группы G фактор-группаG/N нильпотентна.

(2) G = NG(P )X для каждой силовской подгруппы P группы G.

Согласно условию для каждого x ∈ G существует такой элемент h ∈ X , что
P (P x)h = (P x)hP и поэтому xh ∈ N = NG(P ). Значит, G = NX .

(3) G — разрешимая группа.

Пусть p — простой делитель |X | и Xp — силовская p-подгруппа из X . Пусть
P — силовская p-подгруппа из G. Согласно (2) G = NX , где N = NG(P ), поэто-
му по лемме 3.3 PXp = XpP . Значит, Xp ≤ P ≤ N . Так как X нильпотентна,
то Xp � X и поэтому XG

p = XNX
p = XN

p ≤ P . Значит, G имеет абелеву мини-
мальную нормальную подгруппу. Ввиду (1) группа G разрешима.

(4) G = [R]M , где M — нильпотентная максимальная подгруппа из G и
R = CG(R) = Op(G) — минимальная нормальная подгруппа из G, где p | |R|.

Ввиду (1) и свойств класса всех нильпотентных групп видим, что G имеет
единственную минимальную нормальную подгруппу, скажем R, и R �⊆ �(G).
Таким образом, (4) следует из [1, A, (15.6)].

Заключительное противоречие.

По условию X абнормальна в G и поэтому согласно лемме 3.16 имеет место
NG(X) = X . Таким образом, X — картерова подгруппа в G. Ясно, что M
также является картеровой подгруппой в G. Следовательно, для некоторого
x ∈ G имеем X = Mx. Пусть теперь Q — силовская q-подгруппа в M , где q —
простой делитель |M |, отличный от p. Тогда M = NG(Q) и поэтому ввиду (2)
G = MX = MMx, что противоречит лемме 3.4. Теорема доказана.

Следствие 3.18. Разрешимая группа G нильпотентна тогда и только то-
гда, когда любые ее две силовские подгруппы X-перестановочны, где X — под-
группа Картера группы G.

Теорема 3.19. Пусть G — группа и X = F (G) — подгруппа Фиттинга
группыG. ТогдаG нильпотентна в том и только в том случае, когда для каждой
2-максимальной подгруппы E группы G, имеющей непримарный индекс в G, в
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группе G найдется нильпотентное добавление к E, все силовские подгруппы
которого X-перестановочны с E.

Доказательство. Предположим, что для каждой 2-максимальной под-
группы E группы G, имеющей непримарный индекс в G, в группе G най-
дется нильпотентное добавление к E, все силовские подгруппы которого X-
перестановочны с E. Покажем, что в этом случае группа G нильпотентна.
Предположим, что это неверно, и пусть G — контрпример минимального по-
рядка.

(1) Группа G не проста.
Предположим, что G — простая неабелева группа. Тогда X = F (G) = 1.

Пусть M — произвольная максимальная в G подгруппа и T — некоторая мак-
симальная подгруппа в M . Предположим, что M имеет непримарный индекс.
Тогда согласно условию в G найдется такая нильпотентная подгруппа A, что
G = TA и все силовские подгруппы из A перестановочны с T . Пусть P —
произвольная силовская подгруппа группы A. Понятно, что PT = TP �= G.
Покажем, что для всех x ∈ G имеет место P xT = TP x. Пусть x = at, где a ∈ A
и t ∈ T . Тогда P xT = P atT = P tT = t−1PT t = t−1TPt = T t−1Pt = TP x и
поэтому согласно лемме 3.13 группа G не проста. Таким образом, |G : M | = pa

для некоторого простого p. Понятно, что для некоторой максимальной в M
подгруппы T имеет место (p, |M : T |) = 1, что, как и выше, приводит к проти-
воречию.

(2) В G имеется лишь одна минимальная нормальная подгруппа, скажем
L, и фактор-группа G/L нильпотентна (см. доказательство теоремы 3.15).

(3) Группа G разрешима.
В силу (2) необходимо лишь показать, что L — абелева группа. Предполо-

жим, что это не так, и пусть L ≤ M , где M — максимальная в G подгруппа.
Понятно, что X = F (G) = 1. Согласно (2) |G : M | = p — простое число. Для
некоторой максимальной в M подгруппы T одновременно имеем M = LT и
(|M : T |, p) = 1 (см. доказательство теоремы 3.15). Согласно условию в группе
G имеется такая нильпотентная подгруппа A, что G = TA и каждая силовская
подгруппа из A перестановочна с T . Поскольку M = M ∩ TA = T (M ∩ A), в
A найдется такая силовская подгруппа, скажем силовская q-подгруппа Aq, что
Aq ≤ M и Aq �⊆ T . Значит, M = TAq, и поэтому |G : T | = pqa = |A : A ∩ T |.
Пусть Ap — силовская p-подгруппа группы A. Тогда D = TAp — подгруппа
группы G такая, что |G : D| = qa. Поскольку |G : M | = p и M = LT , ви-
дим, что L �⊆ D. Тогда DG = 1. Пусть E — максимальная в D подгруппа
такая, что (|D : E|, q) = 1. Пусть A — нильпотентная подгруппа группы G
такая, что G = EA и каждая силовская подгруппа из A перестановочна с E.
Поскольку D = D ∩ EA = E(D ∩ A), в группе A найдется такая силовская
подгруппа R, что D = RE. Заметим, что так как G = DA и R нормальна в
A, то RG = RDA = RD ≤ D. Значит, DG �= 1. Это противоречие завершает
доказательство (3).

Заключительное противоречие.
Пусть L — минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда рассуждая,

как и при доказательстве теоремы 3.15, можно показать, что G = [L]E, где
E — нильпотентная максимальная в G подгруппа, и для некоторого простого
p имеет место L = CG(L) = Op(G). Это, в частности, означает, что L — си-
ловская подгруппа в G. Понятно, что найдутся простое q �= p и максимальная
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в E подгруппа E1 такие, что |E : E1| = q. Следовательно, согласно условию
группа G имеет нильпотентную подгруппу T такую, что G = E1T . Заметим,
что так как |G : E1| = paq, где |L| = pa, то L ≤ T и поэтому T ≤ L = CG(L).
Это противоречие завершает доказательство данного утверждения, а значит, и
доказательство данной теоремы, поскольку в нильпотентной группе всякая ее
2-максимальная подгруппа, имеющая непримарный индекс, нормальна.

Авторы выражают искреннюю благодарность рецензенту за полезные за-
мечания.
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