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О ПРИВЕДЕНИИ СЕМЕЙСТВ

ОПЕРАТОРОВ К ИНТЕГРАЛЬНОМУ ВИДУ

В. Б. Коротков

Аннотация: Устанавливаются условия приведения семейства операторов к инте-
гральному виду единым для всего семейства изометрическим оператором.

Ключевые слова: карлемановский интегральный оператор, ахиезеровский инте-
гральный оператор, предельный спектр.

Пусть (X,μ) — пространство с положительной σ-конечной мерой μ. Всюду
далее предполагается, что мера μ не является чисто атомической, т. е. в X
существует множество E, μE > 0, такое, что любое μ-измеримое подмножество
множества E можно разбить на два непересекающихся подмножества с равны-
ми мерами. Далее предполагается также, что L2 = L2(X,μ) — сепарабельное
пространство; через ‖ · ‖ и (·, ·) обозначаются норма и скалярное произведение
в L2.

Линейный оператор T с областью определения DT ⊂ L2 и областью значе-
ний в L2 называется интегральным, если существует определенная на X × X
(μ×μ)-измеримая (μ×μ)-п. в. конечная функция K(s, t) такая, что для любой
функции f ∈ DT

Tf(s) =
∫
X

K(s, t)f(t) dμ(t)

для μ-п. в. s ∈ X ; интеграл понимается в лебеговом смысле. Функция K(s, t)
называется ядром интегрального оператора T . Интегральный оператор называ-
ется ахиезеровским, если его ядроK(s, t) удовлетворяет условию Н. И. Ахиезера
[1]: существует определенная на X μ-измеримая μ-п. в. конечная неотрицатель-
ная функция P (s) такая, что |K(s, t)| ≤ P (s)P (t) для (μ×μ)-п. в. (s, t) ∈ X×X .
Интегральный оператор называется карлемановским, если его ядро K(s, t) удо-
влетворяет условию Т. Карлемана [2]:∫

X

|K(s, t)|2 dμ(t) <∞ для μ-п. в. s ∈ X.

Интегральный оператор в L2 называется оператором Гильберта — Шмидта,
если его ядро K(s, t) удовлетворяет условию Гильберта — Шмидта:∫

X

∫
X

|K(s, t)|2 dμ(t) dμ(s) <∞.

Оператор в L2 называется ядерным, если он представим в виде произведения
двух операторов Гильберта — Шмидта. Каждый ядерный оператор в L2 явля-
ется ахиезеровским интегральным оператором.

Определение. Носителем заданной на X функции f называется множе-
ство всех s ∈ X таких, что f(s) �= 0.
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Лемма. Пусть носители определенных на X μ-измеримых μ-п. в. конеч-
ных функций fn, n = 1, 2, 3, . . . , попарно не пересекаются и gn ∈ L2, n =
1, 2, 3, . . . . Тогда функция

K(s, t) =
∞∑

n=1

fn(s)gn(t)

удовлетворяет условиям Карлемана и Ахиезера.
Доказательство. ФункцияK(s, t), очевидно, удовлетворяет условиюКар-

лемана. Так как

|K(s, t)| ≤
∞∑

n=1

|fn(s)|n2‖gn‖
∞∑
n=1

1
n2
|gn(t)|
‖gn‖ = P1(s)P2(t) ≤ P (s)P (t),

где P (ξ) = max(P1(ξ), P2(ξ)), то K удовлетворяет условию Ахиезера.

Теорема 1. Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство с нормой
‖ ·‖H и скалярным произведением (·, ·)H , и пусть {Tα : DTα ⊂ H → H, α ∈ A} —
семейство плотно определенных в H линейных замыкаемых операторов. Пусть

1) существует ортонормированный базис {un} пространства H такой, что

{un} ⊂
⋂
α∈A

DT∗α , (1)

где DT∗α — область определения сопряженного к Tα оператора T ∗α;
2) существует подпоследовательность {vn} ⊂ {un} такая, что

lim
n→∞ supα∈A

‖T ∗αvn‖H = 0. (2)

Тогда существует единый для всего семейства изометрический оператор U :
H → L2 такой, что для любого α ∈ A оператор T̃α = UTαU−1 является инте-
гральным оператором с ядром, удовлетворяющим условиям Карлемана и Ахие-
зера. Кроме того, для любого α ∈ A оператор T̃α представим в виде T̃α =MαNα,
где Nα — ядерный оператор в L2, Mα — оператор умножения на μ-измеримую
μ-п. в. конечную счетно-значную функцию hα(s) ≥ 1 :Mαf(s) = hα(s)f(s).

Доказательство. Пользуясь (2), выберем подпоследовательность {wn} ⊂
{vn} так, чтобы

∞∑
n=1

sup
α∈A
‖T ∗αwn‖H <∞. (3)

Будем считать без ограничения общности, что размерность замкнутой линейной
оболочки последовательности {un} \ {wn} равна бесконечности (в противном
случае достаточно перейти от последовательности {wn} к последовательности
{w2n}). Обозначим последовательность {un} \ {wn} через {zn}. Мы имеем для
любых f ∈ DTα и α ∈ A

Tαf =
∞∑
n=1

(Tαf, un)Hun =
∞∑
n=1

(f, T ∗αun)Hun

=
∞∑

n=1

(f, T ∗αzn)Hzn +
∞∑

n=1

(f, T ∗αwn)Hwn.
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Пусть {en} — какая-нибудь последовательность попарно не пересекающихся
подмножеств множества X с конечными положительными мерами, χen — ха-
рактеристическая функция множества en. Положим

χe2n/
√
μe2n = χn, n = 1, 2, 3, . . . .

Пусть U : H → L2 — изометрический оператор, отображающий zn в χn, n =
1, 2, 3, . . . . Тогда для любого α ∈ A и g ∈ UDTα

UTαU
−1
g =

∞∑
n=1

(
g, UT ∗αzn

)
χn +

∞∑
n=1

(
g, UT ∗αwn

)
Uwn,

здесь (·, ·) — скалярное произведение в L2 = L2(X,μ). Введем операторы Tα,1 и
Tα,2, определив их для всех g ∈ UDTα равенствами

Tα,1g =
∞∑

n=1

(
g, UT ∗αzn

)
χn, Tα,2g =

∞∑
n=1

(
g, UT ∗αwn

)
Uwn.

Так как носители e2n функций χn попарно не пересекаются, то оператор Tα,1
интегральный с ядром

Kα,1(s, t) =
∞∑
n=1

χn(s)
(
UT ∗αzn

)
(t).

По лемме это ядро удовлетворяет условиям Карлемана и Ахиезера. Поскольку
{Uwn} — ортонормированная система, из (3) вытекает, что оператор Tα,2 ядер-
ный. Следовательно, Tα,2 — карлемановский и ахиезеровский оператор. Таким
образом, для любого α ∈ A оператор T̃α = UTαU−1 = Tα,1 + Tα,2 является
интегральным оператором с ядром, удовлетворяющим условиям Карлемана и

Ахиезера. Пусть e = X \
∞⋃
n=1

e2n и hα =
∞∑
n=1

βn,αχn + χe, где

βn,α = n2(‖UT ∗αzn‖+ 1), n = 1, 2, 3, . . . .

Рассмотрим оператор Mαf = hαf , f ∈ L2. Тогда

T̃αg =Mα

(
M−1

α Tα,1g +M−1
α Tα,2g

)
,

где
M−1

α g(s) = [hα(s)]−1g(s).

Положим Nα =M−1
α Tα,1 +M−1

α Tα,2. Операторы Nα и Mα искомые.
Теорема доказана.

Определение. Пусть T — карлемановский интегральный оператор с яд-
ром K(s, t). Векторнозначная функция γ : X → L2, определяемая равенством
γ(s) = K(s, t), называется функцией Карлемана [2]. Функцию

K(s) = ‖γ(s)‖ =
(∫
X

|K(s, t)|2 dμ(t)
)1/2

назовем норм-функцией Карлемана.
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Замечание. Если семейство {Tα, α ∈ A} состоит из линейных ограничен-
ных операторов, определенных на всем H , то условие 1 в теореме 1 можно
опустить (см. также [3, теорема 2; 4, теорема 10, с. 60]). Если

sup
α∈A
‖T ∗αzn‖H = σn <∞,

то норм-функции Карлемана операторов T̃α = UTαU−1, α ∈ A, ограничены
μ-п. в. μ-измеримой μ-п. в. конечной функцией, не зависящей от α ∈ A, и
операторы Mα в теореме 1 можно выбрать одинаковыми.

Действительно, в качестве такой функции можно выбрать функцию

∞∑
n=1

σnχn(s) + δ

( ∞∑
n=1

δn | Uwn(s)|2
)1/2

,

где

δn = sup
α∈A
‖T ∗αwn‖H , δ =

( ∞∑
n=1

δn

)1/2

.

Теорема 2. Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство, {Tα :
DTα ⊂ H → H, α ∈ A} — семейство плотно определенных в H линейных замы-
каемых операторов. Пусть существует изометрический оператор V : H → L2
такой, что для любого α ∈ A оператор τα = V TαV −1 карлемановский. Ес-
ли норм-функции Карлемана операторов τα ограничены μ-п. в. μ-измеримой
μ-п. в. конечной функцией, не зависящей от α ∈ A, то в H существуют орто-
нормированный базис {un} и его подпоследовательность {vn} такие, что

{un} ⊂
⋂
α∈A

DT∗α , sup
α∈A
‖T ∗αun‖H <∞, n = 1, 2, 3, . . . , lim

n→∞ supα∈A
‖T ∗αvn‖H = 0.

(4)

Доказательство. Пусть Kα(ξ, η) — ядро карлемановского оператора τα
и

Kα(ξ) =
(∫
X

|Kα(ξ, η)|2 dμ(η)
)1/2

— норм-функция Карлемана. Пусть �(ξ) — μ-измеримая μ-п. в. конечная неот-
рицательная функция такая, что Kα(ξ) ≤ �(ξ) для всех α ∈ A и μ-п. в. ξ ∈ X .
Пусть P (ξ) — μ-измеримая μ-п. в. конечная неотрицательная функция. Поло-
жим

[L2]P =
{
f | f ∈ L2,

∫
X

|f(ξ)|P (ξ) dμ(ξ) <∞
}
.

Тогда [L2]� ⊆ [L2]Kα для всех α ∈ A. По лемме IV.2.12 из [5, с. 125] для всех
α ∈ A[L2]Kα ⊆ Dτ∗α и для всех f ∈ [L2]Kα

τ∗αf(s) =
∫
X

Kα(t, s)f(t) dμ(t). (5)

Кроме того, по лемме IV.2.10 из [5, с. 123] [L2]� плотно в L2. Пусть множество
E ⊂ X , μE > 0, таково, что любое μ-измеримое подмножество множества E
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можно разбить на два непересекающихся множества с равными мерами. Выбе-
рем множество E1 ⊂ E так, чтобы μE1 > 0, μ(E \ E1) > 0 и∫

E1

�2(ξ) dμ(ξ) <∞.

Обозначим через L̃2(E1) совокупность всех функций из L2, равных 0 μ-п. в. на
X \ E1. Тогда

L̃2(E1) ⊆ [L2]� ⊆ [L2]Kα ⊆ Dτ∗α

для всех α ∈ A. Пусть {vn,1} — ортонормированная последовательность неот-
рицательных функций из L̃2(E1) с попарно не пересекающимися носителями.
Тогда в силу (5)

lim
n→∞ supα∈A

‖τ∗αvn,1‖ = lim
n→∞ supα∈A

∥∥∥∥∫
E1

Kα(t, s)vn,1(t) dμ(t)
∥∥∥∥

≤ lim
n→∞ supα∈A

∫
E1

Kα(t)vn,1(t) dμ(t) ≤ lim
n→∞

∫
E1

�(t)vn,1(t) dμ(t) = 0, (6)

так как {vn,1} — ортонормированная система и �χE1 ∈ L2. Кроме того, для
любого h ∈ [L2]�

sup
α∈A
‖τ∗αh‖ = sup

α∈A

∥∥∥∥∫
X

Kα(t, s)h(t) dμ(t)
∥∥∥∥ ≤ ∫

X

�(t)|h(t)| dμ(t) <∞. (7)

Обозначим черезW замкнутую линейную оболочку последовательности {vn,1} и
через W⊥ — ортогональное дополнение по отношению к W :W⊥ = L̃2(E1)�W .
Пусть

{
v⊥n,1

}
— ортонормированный базис в W⊥. Рассмотрим подпространство

L̃2(X \ E1) всех функций из L2, равных 0 μ-п. в. на E1. Пусть {pn} — какой-
нибудь ортонормированный базис L̃2(X \E1), принадлежащий [L2]�. Запишем
{vn,1} ∪

{
v⊥n,1

} ∪ {pn} в виде последовательности {hn}. Тогда ортонормиро-
ванный базис {un} = {V −1hn} и его подпоследовательность {vn} = {V −1vn,1}
удовлетворяют (4) в силу (6) и (7).

Определение. Будем говорить, что 0 принадлежит предельному спектру
оператора B : DB ⊂ H → H , если существует ортонормированная последова-
тельность {qn} ⊂ DB такая, что lim

n→∞ ‖Bqn‖H = 0.
Из теоремы 2 следует, что 0 принадлежит предельному спектру оператора,

сопряженного к оператору, унитарно эквивалентному карлемановскому инте-
гральному оператору. Для неограниченного оператора, сопряженного к некар-
лемановскому интегральному оператору, аналогичное утверждение, вообще го-
воря, неверно, как показывает следующий

Пример. Пусть {ϕn} — ортонормированная система в L2(0, 1) и носители
функций ϕn попарно не пересекаются. Пусть {ψn} — ортонормированный базис
в L2(0, 1) такой, что |ψn(s)| = 1 для п. в. s ∈ [0, 1], n = 1, 2, 3, . . . (в качестве
функций ψn можно взять, например, функции Уолша). Пусть

Dτ =

{
f | f ∈ L2(0, 1),

∞∑
n=1

n(|f |, |ϕn|) <∞
}
,
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оператор τ : Dτ → L2(0, 1) определим равенством τf =
∞∑

n=1
n(f, ϕn)ψn. Пока-

жем, что τ — интегральный оператор с ядром

K(s, t) =
∞∑
n=1

nψn(s)ϕn(t).

Для любой функции f ∈ Dτ и п. в. s ∈ [0, 1] имеем
1∫

0

|K(s, t)| |f(t)| dt =
1∫

0

∞∑
n=1

n|ψn(s)| |ϕn(t)| |f(t)| dt =
∞∑

n=1

n

1∫
0

|f(t)| |ϕn(t)| dt <∞.

Отсюда следует, что τ действует из Dτ в L∞(0, 1) и является интегральным
оператором с ядром K(s, t). Отметим, что это ядро удовлетворяет условию
Ахиезера, но не удовлетворяет условию Карлемана, так как для п. в. s ∈ [0, 1]

∞∑
n=1

n2|ψn(s)|2 =
∞∑

n=1

n2 =∞.

Рассмотрим карлемановский интегральный оператор θ с ядром

K(t, s) =
∞∑

n=1

nϕn(s)ψn(t)

и областью определения

Dθ =

⎧⎨⎩f | f ∈ L2(0, 1),
1∫

0

K(t, s)f(t) dt ∈ L2(0, 1)

⎫⎬⎭.
Так как носители функций ϕn попарно не пересекаются, то

Dθ =

{
f | f ∈ L2(0, 1),

∞∑
n=1

n2|(f, ψn)|2 <∞
}

и для всех f ∈ Dθ

θf =
∞∑
n=1

n(f, ψn)ϕn.

Пусть

K(s) =

⎛⎝ 1∫
0

|K(t, s)|2 dt
⎞⎠1/2

=
∞∑
n=1

n|ϕn(s)|

и

[L2]K =

⎧⎨⎩f | f ∈ L2(0, 1),
1∫

0

|f(s)|K(s) ds <∞
⎫⎬⎭.

Тогда [L2]K = Dτ . По лемме IV.2.11 из [5, с. 124] τ∗ = θ. Кроме того, по
лемме IV.2.12 из [5, с. 125] замкнутый оператор θ∗ является расширением опе-
ратора τ . Следовательно, τ имеет замыкание. Покажем, что 0 не принадлежит
предельному спектру τ∗. Для любой функции f из Dτ∗ имеем

‖τ∗f‖2 = ‖θf‖2 =
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

n(f, ψn)ϕn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

n2|(f, ψn)|2 ≥
∞∑
n=1

|(f, ψn)|2 = ‖f‖2.
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