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Аннотация: Пусть R — первичное кольцо характеристики, отличной от двух, U —
ненулевой лиев идеал в R и f — обобщенное дифференцирование, ассоциированное
с d. Доказан следующий результат: (i) если a ∈ R и [a, f(U)] = 0, то либо a ∈ Z,
либо d(a) = 0, либо U ⊂ Z; (ii) если f2(U) = 0, то U ⊂ Z; (iii) если u2 ∈ U для всех
u ∈ U и f действует как гомоморфизм или антигомоморфизм на U , то либо d = 0,
либо U ⊂ Z.
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1. Введение

Через R будем обозначать ассоциативное кольцо и через Z — его центр.
Напомним, что R первично, если xRy = 0 влечет x = 0 или y = 0. Для любых
x, y ∈ R символ [x, y] обозначает коммутатор xy − yx. Аддитивная подгруппа
U в R называется лиевым идеалом в R, если [u, r] ∈ U для всех u ∈ U , r ∈ R.
Аддитивное отображение d : R → R называется дифференцированием, если ра-
венство d(xy) = d(x)y+xd(y) справедливо для всех x, y ∈ R. Пусть S — непустое
подмножество в R и d — дифференцирование кольца R. Если d(xy) = d(x)d(y)
(или d(xy) = d(y)d(x)) для всех x, y ∈ S, то d называется дифференцированием,
которое действует как гомоморфизм (или соответственно антигомоморфизм)
на S.

Понятие обобщенного дифференцирования первичного кольца R введено
Хвала в [1]. Многие авторы исследовали свойства первичных или полупервич-
ных колец с обобщенными дифференцированиями.

В [2] Херстейн доказал, что если R — первичное кольцо характеристики,
отличной от двух, и d — ненулевое дифференцирование такое, что [d(x), a] = 0
для всех x ∈ R, то либо R коммутативно, либо a ∈ Z. В [3] этот результат
обобщен в предположении, что [d(x), a] ⊂ Z для всех x ∈ R. Затем те же авторы
в [4] для лиева идеала U кольца R доказали следующее: (i) если d2(U) ⊂ Z, то
U ⊂ Z; (ii) если [a, d(U)] ⊂ Z для a ∈ R, то a ∈ Z или U ⊂ Z. Одной из наших
главных целей является доказательство того, что этот результат имеет место и
для обобщенного дифференцирования кольца R.

В [5] Бэлл и Каппе доказали, что если d — дифференцирование в R, кото-
рое является гомоморфизмом или антигомоморфизмом полупервичного кольца
R или ненулевого правого идеала в R, то d = 0. Позднее в [6] этот результат
был доказан для лиева идеала кольца R, а в [7] — для обобщенного дифферен-
цирования. Естественно посмотреть аналоги этого результата для обобщенного
дифференцирования и лиева идеала в R такого, что u2 ∈ U для всех u ∈ U .
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В настоящей статье мы предполагаем, что R — первичное кольцо характе-
ристики �= 2, f : R → R — обобщенное дифференцирование в R, ассоциирован-
ное с ненулевым дифференцированием d, и U — ненулевой лиев идеал в R.

2. Результаты

Определение. Пусть R — кольцо, а d — дифференцирование кольца R.
Аддитивное отображение f : R → R называется правым (левым) обобщенным
дифференцированием, ассоциированным с d, если

f(xy) = f(x)y + xd(y) для всех x, y ∈ R, (2.1)

соответственно

f(xy) = d(x)y + xf(y) для всех x, y ∈ R, (2.2)

и обобщенным дифференцированием, ассоциированным с d, если оно является
левым и правым обобщенным дифференцированием, ассоциированным с d.

Замечание 1. Для всех x, y ∈ R справедливо

f([x, y]) = f(xy − yx) = f(x)y + xd(y)− d(y)x− yf(x) = [f(x), y] + [x, d(y)].

Лемма 1. Если f(U) = 0, то U ⊂ Z.
Доказательство. Пусть u ∈ U , x ∈ R. Тогда 0 = f([u, x]) = [f(u), x] +

[u, d(x)] и поэтому [U, d(R)] = 0. Из [2] следует, что U ⊂ Z. �
Лемма 2. Если f(U) ⊂ Z, то U ⊂ Z.
Доказательство. Для любых u,w ∈ U имеем f([u,w]) ∈ Z, откуда

f([u,w]) = f(u)w + ud(w)− d(w)u − wf(u).

Используя f(u) ∈ Z, получаем [U, d(U)] ⊂ Z. Согласно [4, теорема 2] U ⊂ Z. �
Лемма 3. Пусть a ∈ R, тогда
(i) если af(U) = 0, то a = 0 или U ⊂ Z;
(ii) если f(U)a = 0, то a = 0 или U ⊂ Z.
Доказательство. (i) Предположим, что U является неабелевым лиевым

идеалом в R. По [8, лемма 1] существует ненулевой идеал M в R такой, что
[R,M ] ⊂ U , но [R,M ] � Z. Для любых x ∈ R и m ∈ M будет [x,m]m =
[xm,m] ∈ U . Тогда

0 = af([x,m]m) = af([x,m])m+ a[x,m]d(m)

и поэтому a[x,m]d(m) = 0 для всех x ∈ R, m ∈M .
Заменяя x на f(u)x и принимая во внимание равенство af(u) = 0, имеем

0 = a[f(u)x,m]d(m) = af(u)[x,m]d(m) + a[f(u),m]xd(m),

тем самым a[f(u),m]xd(m) = 0 для всех x ∈ R, m ∈M , u ∈ U .
Поскольку R первично, отсюда следует, что

a[f(u),m] = 0 или d(m) = 0 для всех m ∈M, u ∈ U.

Пусть

L = {m ∈M | a[f(u),m] = 0 для всех u ∈ U}, K = {m ∈M | d(m) = 0}.
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Очевидно, L и K являются аддитивными подгруппами в M такими, что M =
L∪K. Но группа не может быть теоретико-множественным объединением двух
собственных подгрупп. Следовательно, K = M или L = M . В первом случае
d(M) = 0, что влечет d = 0; противоречие. Таким образом, M = L, откуда

a[f(u),M ] = 0 для всех u ∈ U.

Раскрывая последнее равенство, получаем aMf(U) = 0 и либо a = 0, либо
f(U) = 0. Последний случай невозможен по лемме 1. Следовательно, a = 0.

(ii) Используя включение m[x,m] ∈ U для m ∈ M , x ∈ R и тот факт,
что f — правое обобщенное дифференцирование кольца R, получаем подобное
доказательство в случае f(U)a = 0. �

Лемма 4. Пусть d(Z) �= 0 и a ∈ R. Если [a, f(U)] = 0, то a ∈ Z или U ⊂ Z.
Доказательство. Выберем α ∈ Z таким, что d(α) �= 0. Легко видеть, что

d(α) ∈ Z. Для u ∈ U , x ∈ R будет α[u, x] = [u, αx] ∈ U . Из условия имеем

0 = [a, f(α[u, x])] = [a, d(α)[u, x] + αf([u, x])] = d(α)[a, [u, x]].

Поскольку R первично и 0 �= d(α) ∈ Z, то

[a, [u, x]] = 0 для всех x ∈ R, u ∈ U. (2.3)

Определим внутренние дифференцирования Ia : R → R, Ia(x) = [a, x] и
Iu : R → R, Iu(x) = [u, x]. Из (2.3) следует, что IaIu(R) = 0. Таким образом,
Ia = 0 или Iu = 0 по [9, теорема 1], т. е. a ∈ Z или U ⊂ Z. �

Лемма 5. Если a ∈ R и [a, f(U)] = 0, то либо a ∈ Z, либо d(a) = 0, либо
U ⊂ Z.

Доказательство. По условию 0 = [a, f([u, a])] = [a, [f(u), a]]+[a, [u, d(a)]],
поэтому

[[U, d(a)], a] = 0, (2.4)

т. е. IaId(a)(U) = 0. По [6, теорема 4] либо a ∈ Z, либо d(a) ∈ Z, либо U ⊂ Z.
Предположим, что d(a) ∈ Z. Для любого u ∈ U имеем

0 = [a, f([u, a2])] = [a, [f(u), a2]] + [a, [u, d(a2)]].

Из условия леммы и включения d(a) ∈ Z получаем, что

[a, [u, a]]d(a) = 0 для всех u ∈ U.

Поскольку R первично и d(a) ∈ Z, то

d(a) = 0 или [[u, a], a] = 0 для всех u ∈ U.

Во втором случае I2
a(U) = 0, поэтому a ∈ Z или U ⊂ Z по [8, теорема 1].

Таким образом, либо a ∈ Z, либо d(a) = 0, либо U ⊂ Z. �
Теорема 1. Если f2(U) = 0, то U ⊂ Z.
Доказательство. Предположим, что U � Z. Раскрывая f2([f(u), w]) = 0

и используя равенство f2(u) = 0 для u,w ∈ U , имеем

0 = f2([f(u), w]) = f([f2(u), w] + [f(u), d(w)]) = [f2(u), d(w)] + [f(u), d2(w)],

тем самым
[f(u), d2(w)] = 0 для всех u,w ∈ U. (2.5)
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Из леммы 5 следует, что d2(w) ⊂ Z или d3(w) = 0. Положим A = {w ∈
U | d2(w) ∈ Z} и B = {w ∈ U | d3(w) = 0}. Из трюка Брауэра мы должны
иметь U = A или U = B. В первом случае d2(U) ⊂ Z, откуда U ⊂ Z ввиду
[4, теорема 1]; противоречие. Таким образом, U = B, т. е. d3(U) = 0, поэтому
d3(R) = 0 по [8, лемма 11]. Для всех r ∈ R, u ∈ U справедливо 0 = f2([u, r]) =
f([f(u), r] + [u, d(r)]), так что

2[f(u), d(r)] + [u, d2(r)] = 0 для всех u ∈ U, r ∈ R. (2.6)

Заменяя r на rd2(v), v ∈ U , в (2.6) и замечая, что d3 = 0, имеем

0 = 2[f(u), d(r)d2(v) + rd3(v)] + [u, d2(r)d2(v) + d(r)d3(v)]

= 2[f(u), d(r)]d2(v) + 2d(r)[f(u), d2(v)] + d2(r)[u, d2(v)] + [u, d2(r)]d2(v).

Из последнего равенства, (2.5) и (2.6) получаем

d2(r)[u, d2(v)] = 0 для всех r ∈ R, u, v ∈ U. (2.7)

Определим Id2(v) : R → R, Id2(v)(x) = [x, d2(v)]. Очевидно, что Id2(v) явля-
ется внутренним дифференцированием кольца R. Более того, из (2.7) следует,
что d2(r)Id2(v)(U) = 0 для всех r ∈ R, v ∈ U . По [8, теорема 4] имеем

d2(R) = 0 или d2(U) ⊂ Z.

Если d2(R) = 0, то R — коммутативное кольцо, поэтому U ⊂ Z ввиду [3,
теорема 3]; противоречие. Если d2(U) ⊂ Z, то U ⊂ Z по [4, теорема 1]. Таким
образом, U ⊂ Z в любом случае. Это завершает доказательство. �

Замечание 2. Из предположения, что u2 ∈ U для всех u ∈ U , получаем
(u+ v)2 ∈ U , поэтому (u+ v)2 − u2 − v2 = uv+ vu ∈ U для всех u, v ∈ U . Также
имеем vu−uv ∈ U для всех u, v ∈ U . Следовательно, 2vu ∈ U для всех u, v ∈ U .

Теорема 2. Пусть u2 ∈ U для всех u ∈ U . Если f(uv) = f(u)f(v) для всех
u, v ∈ U , то U ⊂ Z.

Доказательство. Предположим, что U � Z. Если f действует как гомо-
морфизм на U , то

f(uv) = f(u)v + ud(v) = f(u)f(v) для всех u, v ∈ U. (2.8)

Заменяя u на 2uw, w ∈ U , в (2.8), имеем

f(2uw)v + 2uwd(v) = f(2uw)f(v),

2f(u)f(w)v+2uwd(v) = 2f(u)f(w)f(v) = 2f(u)f(wv) = 2f(u)f(w)v+2f(u)wd(v),

тем самым
2uwd(v) = 2f(u)wd(v) для всех u, v, w ∈ U.

Так как charR �= 2, то
(u− f(u))wd(v) = 0 для всех u, v, w ∈ U.

Из [8, лемма 4] заключаем, что d(U) = 0 или u = f(u) для всех u ∈ U .
Если u = f(u) для всех u ∈ U , то 2uv = f(2uv) и 2uf(v) = 2d(u)v +

2uf(v). Это дает d(U)U = 0. По [8, лемма 7] получаем, что d(U) = 0. Таким
образом, d(U) = 0 в любом случае. Следовательно, d = 0 ввиду [8, лемма 5];
противоречие с тем, что d �= 0. Поэтому U ⊂ Z. �
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Теорема 3. Пусть u2 ∈ U для всех u ∈ U . Если f(uv) = f(v)f(u) для всех
u, v ∈ U , то U ⊂ Z.

Доказательство. Предположим, что U � Z. Так как d действует как
антигомоморфизм на U , то

f(uv) = d(u)v + uf(v) = f(v)f(u) для всех u, v ∈ U. (2.9)

Записывая 2uv вместо v в (2.9), имеем

2d(u)uv + uf(2uv) = f(2uv)f(u),

2d(u)uv + 2uf(v)f(u) = 2d(u)vf(u) + 2uf(v)f(u).

Так как charR �= 2, из условия следует, что
d(u)uv = d(u)vf(u) для всех u, v ∈ U. (2.10)

Заменяя в (2.10) v на 2vw, где w ∈ U , и используя получаемое равенство, нахо-
дим, что

d(u)v[f(u), w] = 0 для всех u, v, w ∈ U.

По [8, лемма 4] получаем

d(u) = 0 или [f(u), w] = 0 для всех u,w ∈ U.

Далее, пусть

A = {u ∈ U | d(u) = 0}, B = {u ∈ U | [f(u), w] = 0 для всех w ∈ U}.
Очевидно, что A и B являются аддитивными подгруппами в U и U = A ∪ B.
Но группа не может быть объединением двух собственных подгрупп. Следо-
вательно, U = A или U = B. В любом случае по [8, лемма 5] приходим к
противоречию. Таким образом, U ⊂ Z. �

Теорема 4. Пусть u2 ∈ U для всех u ∈ U . Если f(uv) = f(vu) для всех
u, v ∈ U , то U ⊂ Z.

Доказательство. По условию f(c) = 0, где c = [u, v]. С другой стороны,
для любого w ∈ U имеем f(cw) = f(wc), что дает f(c)w+cd(w) = d(w)c+wf(c),
поэтому

[c, d(w)] = 0 для всех w ∈ U. (2.11)

Заменим w на 2uc (c ∈ U) в (2.11), чтобы получить

[c, u]d(c) = 0 для всех u ∈ U.

Подставляя в предыдущем равенстве 2uv вместо u, находим, что

[c, u]vd(c) = 0 для всех u, v ∈ U.

Следовательно, либо d(c) = 0, либо c ∈ Z по [8, лемма 4], т. е.

[u, v] ∈ Z или d([u, v]) = 0 для всех u, v ∈ U.

Пусть A = {u ∈ U | [u, v] ∈ Z для всех v ∈ U} и B = {u ∈ U | d([u, v]) = 0
для всех v ∈ U}. Используя трюк Брауэра, получаем U = A или U = B.

Если U = A, то [U,U ] ⊂ Z. Таким образом, U ⊂ Z по [10, лемма 1]. Если
U = B, то d([U,U ]) = 0. Мы знаем, что [U,U ] — лиев идеал в R. Согласно [8,
лемма 5] имеем [U,U ] ⊂ Z, поэтому U ⊂ Z по ранее доказанной теореме. Это
завершает доказательство. �
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