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Аннотация: Исследуется эволюция носителя произвольного сильного обобщенно-
го решения задачи Коши для уравнения тонких пленок с нелинейными диффузией
и конвекцией. Найдена в некотором смысле точная верхняя оценка скорости рас-
пространения носителя этого решения.
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Введение. В работе изучается поведение носителя обобщенного сильного
решения следующей задачи Коши:

ut + div(un∇�u− um∇u) = ~χ · ∇b(u), (t, x) ∈ R+ × RN , (1)

u(0, x) = u0(x) ∈ H1(RN ), u0 ≥ 0, suppu0 — компакт, (2)

|b′(z)| ≤ c|z|λ−1 ∀z ∈ R1, b(0) = 0, λ > 0, c > 0, (3)

где u = u(t, x), N ≤ 3, n > 0, m ∈ R1, ~χ ∈ RN . Вырождающееся параболиче-
ское четвертого порядка уравнение (1) является характерным представителем
широкого класса нелинейных уравнений структуры:

ut + div(f(u)∇�u+∇A(u)) = g(t, x, u,∇u), (4)

возникающих при моделировании различных процессов в теории упругих де-
формаций, динамике жидкостей и бинарных смесей [1–6]. Например, уравне-
ние (1) с b(u) = 0 описывает эволюцию жидкой пленки, распространяющейся
по твердой поверхности под действием сил поверхностного натяжения, вязко-
сти и (при m = n) гравитации. Отметим, что при m < 0 член второго по-
рядка в (1) соответствует межмолекулярным силам Ван-дер-Ваальса, а при
m > 0 (m 6= n) — внутренним диффузионным силам. Член четвертого по-
рядка в (1) описывает влияние капиллярных сил поверхностного натяжения.
Показатель n > 0 характеризует поведение жидкости на линии ее контакта с
твердой поверхностью. Так, например, случай n = 3 соответствует контакту
без проскальзывания, а n ∈ (0, 3) — движению жидкости с частичным про-
скальзыванием. Случай n = m = 1 описывает изменение размера области,
занятой жидкостью в полупространственной ячейке Хеле — Шоу в вязком ре-
жиме [7]. Случай n = 1, m = 0 соответствует главному члену при u→ 0 в урав-
нении Кана — Хиллиарда для бинарных смесей с логарифмической свободной
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энергией. Конвективное слагаемое в (1) описывает действие различных потен-
циалов: например, гравитации на наклонной плоскости (~χb(u) = (un, 0, . . . , 0)),
поверхностного натяжения, обусловленного изменениями температурных режи-
мов (~χb(u) = (−un−1, 0, . . . , 0)) [2, 8, 9] и т. п.

Математическое исследование вырождающихся уравнений четвертого по-
рядка типа тонких пленок начато в работе [10], в которой, в частности, построе-
но неотрицательное обобщенное слабое решение задачи Неймана с произвольной
неотрицательной начальной функцией для одномерного уравнения:

ut + div(|u|n∇�u) = 0. (5)

Построенное авторами решение «слабее» обычного обобщенного решения в том
смысле, что соответствующие интегралы в интегральном тождестве существу-
ют не во всей области изучения задачи. Отметим, что свойство неотрицатель-
ности решения присуще уравнениям типа тонких пленок и, вообще говоря, не
справедливо для уравнений высокого порядка общего вида. В дальнейшем бы-
ли построены неотрицательные обобщенные решения краевых задач для много-
мерного уравнения (5), описан ряд зависящих от параметров n,N качественных
свойств построенных решений, например,

— свойство конечности скорости распространения возмущений при N = 1
и 0 < n < 2 [11, 12], 2 ≤ n < 3 [13, 14], n ≥ 4 [15], при N ∈ {2, 3} и 1/8 < n < 2
[16], 2 ≤ n < 3 [16, 17];

— свойство конечной обратной скорости при N = 1 и 1/2 < n < 3/2 [11];
— эффект временно́й задержки распространения носителя при N = 1 и

0 < n < 3, при N ∈ {2, 3} и 1/8 < n < 2 [18].
В работе [15] показано, что слабые решения не обладают свойством един-

ственности. Для того чтобы выделить класс единственности, были введены
сильные обобщенные решения — это слабые решения, удовлетворяющие специ-
альной интегральной оценке, которая в соответствующей литературе называет-
ся энтропийной. Гипотеза о том, что именно класс сильных решений является
классом единственности, до сих пор не доказана. Одним из важных свойств
произвольного сильного решения является свойство конечности скорости рас-
пространения его носителя.

В работе [6] построены неотрицательные слабые решения задачи Неймана
для (4) с g = g(t, x, u), имеющей не более чем линейный рост по u, |A′(u)| ≤
d0f(u) и f(u), имеющей степенной рост в окрестности u = 0. В случае g =
g(t, x, u) ∼ |u|λ−1u (λ > 0), A′(u) = −|u|m и f(u) = |u|n уравнение (4) изучалось
в [19, 20]. В работе [21] для многомерного уравнения (1) с b(u) = 0 построены
неотрицательные обобщенные решения задачи Коши со слабым начальным сле-
дом (m > 0, n ∈ (1/8, 2)), найдены условия на параметры n,m, гарантирующие
конечность (m > 0, n ∈ (1/8, 2)) и бесконечность (m < 0, 0 < m − n + 2 < 1/2)
скорости распространения возмущений, а также точная асимптотика движения
носителя решения.

В [2, 8, 9] исследовалась устойчивость решений типа бегущей волны для
одномерного уравнения (1) при n = m = 3, χ = 1 и b(u) = u3 − u2. В [22]
для одномерного уравнения (1) без диффузионного слагаемого при n ∈ (0, 3),
λ > max{3n/4− 1, 1/8}, b(u) из (3) построено неотрицательное локальное обоб-
щенное решение, а при дополнительном условии λ < 9/2 — неотрицательное
глобальное обобщенное решение задачи (1)–(3). Там же доказано свойство ко-
нечности скорости распространения носителя и найдена ее оценка сверху при
больших и малых временах. В работе [23] для многомерного уравнения (1) при
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m > 0, n ∈ (1/8, 2), max{1, (3n− 1)/4} < λ < (5N + 8)/(4N) + min{n, 5/4},
если N < 3, и max{1, (3n − 1)/4} < λ < 2 + min{n, 5/4}, если N = 3, построе-
но неотрицательное обобщенное решение задачи (1)–(3), обладающее свойством
конечности скорости распространения возмущений.

В настоящей работе найдена оценка сверху для скорости движения носи-
теля решения задачи (1)–(3). Метод доказательства состоит в исследовании
поведения решений специальных функциональных неравенств и является обоб-
щением метода введения малого параметра, предложенного в работе [24]. В
свою очередь, этот метод основан на применении принципа Сен-Венана. По-
дробную информацию о принципе Сен-Венана и его применении для исследо-
вания уравнений в частных производных можно найти в обзорной работе [25].

Обозначения. Для N × N -матрицы A и векторов a, b ∈ RN определим

〈a,A, b〉 :=
N∑

i,j=1
aiAijbj ; χA — характеристическая функция множества A; для

произвольной измеримой функции v(t, x) определим множество положительно-
сти P := P(v) = {v > 0} = {(t, x) ∈ Dom(v) : v(t, x) > 0}; Ck

c (�) := {v ∈ Ck(�) :
supp v ⊂ �}; Hk(�) := W k

2 (�); c(u0), ci(u0) — положительные постоянные, зави-
сящие от известных параметров задачи (1)–(3), а также от начальной функции
u0(x); d, di — положительные постоянные, не зависящие от параметров задачи
(1)–(3). В ситуациях, где из контекста понятно, по какой области проводится
интегрирование, соответствующие дифференциалы будем опускать.

По ходу статьи мы ссылаемся на леммы А.1–А.4, формулировки которых
даны в приложении.

Определение сильного решения. Решение задачи (1)–(3) понимается в
следующем смысле.

Определение 1. Пусть N ≤ 3, m > −1, n > 0, λ > 0. Неотрицательную
функцию u(t, x) ∈ L∞loc

(
R+;H1

loc(RN )
)

будем называть решением задачи (1)–(3),
если

(i) χPun−2|∇u|3, χPun−1|∇u|2, un|∇u|, um+1 и b(u) принадлежат простран-
ству L1

loc
(
[0,∞);L1

loc(RN )
)
, где P = P(u);

(ii) для любой функции ζ ∈ C3
c ([0,∞)× RN ) имеет место равенство

−
∞∫

0

∫

RN

uζt −
∫

RN

u0ζ(0, x) +
∞∫

0

∫

RN

~χ∇ζb(u) =
n(n− 1)

2

∫∫

P

un−2|∇u|2∇u∇ζ

+
n

2

∫∫

P

un−1|∇u|2�ζ + n

∫∫

P

un−1〈∇u,D2ζ,∇u〉

+
∞∫

0

∫

RN

un∇u∇�ζ +
1

m+ 1

∞∫

0

∫

RN

um+1�ζ.

Замечание 1. Решение, удовлетворяющее определению 1, называют сла-
бым обобщенным решением задачи (1)–(3). Концепция слабых решений для
многомерных уравнений типа тонких пленок предложена в [5, 6, 26, 21].

Сформулируем доказанную в [23] теорему о существовании сильного реше-
ния задачи (1)–(3).
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Теорема 1. Пусть N ≤ 3, m > 0, 1/8 < n < 2,

max{1, (3n− 1)/4} < λ < (5N + 8)/4N + min{n, 5/4}, если N < 3;
max{1, (3n− 1)/4} < λ < 2 + min{n, 5/4}, если N = 3,

и u0(x) ∈ H1(RN ) ∩ Lm−n+2(RN ) — неотрицательная функция с suppu0 ⊂
B(0, R0), R0 < +∞. Тогда существует решение u(t, x) задачи (1)–(3) из опреде-
ления 1 такое, что

(i) suppu(t, .) компактен для почти всех t > 0 и существует возрастающая
функция � (t) ∈ C[0,+∞), � (0) = 0, такая, что suppu(t, .) ⊂ B(0, R0 + c(u0)� (t))
∀t > 0;

(ii) для произвольного α ∈ �n,λ := ((1/2− n)+,min{(n+ 1)/3, 2− n}), до-
полнительно удовлетворяющего условиям

max
{

3(α+ n)− 1
4

, 1
}
< λ ≤ N + 2

N
+

3(α+ n)
4

при N < 3;

max
{

3(α+ n)− 1
4

, 1
}
< λ ≤ 3(α+ n) + 7

4
при N = 3

(легко проверить, что в предположениях данной теоремы множество таких α
непусто), имеют место включения

um−n+2 ∈ L∞loc([0,∞);L1(RN )), u
α+n+1

4 ∈ L4
loc
(
[0,∞);W 1

4 (RN )
)
,

u
α+n+1

2 ∈ L2
loc([0,∞);H2(RN )), u

α+m+1
2 ∈ L2

loc([0,∞);H1(RN ));

(iii) для почти всех 0 ≤ t1 < t2 и произвольной неотрицательной функции
ζ ∈ C2([t1, t2]× RN ) справедливо следующее неравенство:

1
α(α+ 1)

∫

RN

ζ4uα+1(t2, x) dx− 1
α(α+ 1)

t2∫

t1

∫

RN

(ζ4)tuα+1

+ c−1
3

t2∫

t1

∫

RN

ζ4{|∇u
α+m+1

2 |2 + |∇u
α+n+1

4 |4 + |D2u
α+n+1

2 |2}

≤ 1
α(α+ 1)

∫

RN

ζ4uα+1(t1, x) dx+ c3

t2∫

t1

∫

{ζ(t)>0}

uα+m+1(ζ2|∇ζ|2 + ζ3|�ζ|)

+ c3

t2∫

t1

∫

{ζ(t)>0}

uα+n+1(|∇ζ|4 + ζ2|�ζ|2)−
t2∫

t1

∫

{ζ(t)>0}

~χB(α)(u)∇ζ4, (6)

где B(α)(z) := α−1
z∫

0
b′(τ)ταdτ , α из (ii);

(iv) u(t, .) →
t→0

u0(.) сильно в L2(RN ).

Замечание 2. В [23] при N ≤ 3, m > 0, n ∈ (1/8, 2) и

1 < λ < κ+ 1 + max{n+ κ,m} при N < 3,

1 < λ < min{(4n+ 7)/3, 4} при N = 3; κ :=
2
N

min{(n+ 4)/3, 3− n}
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доказано существование локального по времени сильного решения задачи (1)–
(3).

Скорость распространения возмущений в задаче Коши. Введем
следующие обозначения:

�(s) = {x = (x1, x
′) : x1 > d1(s+ |x′|), 0 < d1 <∞}, QT (s) = �(s)× (0, T ),

KT (s, δ) = QT (s)\QT (s+ δ), K(s, δ) = �(s)\�(s+ δ), K :=
∫

RN

u0(x) dx,

h0(s) :=
∫

�(s)

uα+1
0 (x) dx ∀s ∈ R1, δ > 0.

Не ограничивая общности, предположим, что

suppu0 ∩ {x1 ≥ d2|x′|} = ∅, ~χ =
−−−−−→
(χ1, 0, 0),

где d2 ∈ [0, d1) — некоторое фиксированное число. Отсюда вытекает, что

h0(s) ≡ 0 ∀s ≥ 0.

Следующая теорема содержит оценки сверху для скорости движения носи-
теля решения задачи (1)–(3).

Теорема 2. Пусть u(t, x) — произвольное сильное решение задачи (1)–(3),
построенное в теореме 1 с начальной функцией u0(x), имеющей компактный
носитель и такой, что 0 ≤ u0(x) ∈ H1(RN ) ∩ Lm−n+2(RN ). Тогда для фрон-
та носителя � (t) = sup{|x| : x ∈ suppu(t, .)} справедливы следующие оценки
сверху:

(i) если χ1 ∈ R1\{0} и b(u) удовлетворяет (3), то

� (t) ≤

{
c1(u0)max{�0(t), t1−

N(λ−1)
nN+4 } ∀t > 0 при 1 < λ ≤ n+ 1 + 4/N,

c1(u0)max{�0(t), t1−
N(λ−1)
mN+2 } ∀t > 0 при 1 < λ ≤ m+ 1 + 2/N,

где �0(t) = max{t1/(nN+4), t1/(mN+2)};
(ii) если χ1 > 0, b(u) ≥ duλ и λ > max{n+ 1,m+ 1}, то

� (t) ≤ c2(u0)min{�0(t),max{t
λ−n−1

4(λ−1)−n , t
λ−m−1

2(λ−1)−m }} ∀t > 0,

где �0(t) из (i);
(iii) если χ1 > 0, b(u) ≥ duλ и λ < min{n+ 1,m+ 1}, то

� (t) ≤ c3(u0)min{�0(t), 1} ∀t > 0;

(iv) если χ1 > 0, b(u) ≥ duλ и λ = n+ 1 = m+ 1, то

� (t) ≤ c4(u0)min{�0(t), 1 + ln(1 + t)} ∀t > 0,

где положительные постоянные ci(u0) зависят только от m,n, λ,N, ‖u0‖L1(RN )
(кроме того, c3(u0) и c4(u0) зависят от ‖u0‖Lα+1(RN )) и не зависят от нормы
u0(x) в H1(RN ) ∩ Lm−n+2(RN ), хотя начальная функция принадлежит этому
пространству.

Замечание 3. В случае отсутствия конвекции (χ1 = 0) и в ситуации, когда
χ1 > 0, b(u) ≥ duλ и n + 1 < λ < m + 1 (или m + 1 < λ < n + 1), оценка
скорости движения носителя совпадает с найденной в [21] и имеет следующий
вид: � (t) ≤ c(u0)�0(t) ∀t > 0, где постоянная c(u0) зависит только от m,n,N и
‖u0‖L1(RN ), �0(t) из п. (i) теоремы 2.
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Вспомогательные леммы.

Лемма 1. Пусть u(t, x) — сильное решение задачи (1)–(3). Тогда для про-
извольного α ∈ �n,λ справедливы следующие неравенства:

L(1)
T (s+ δ) := sup

t∈(0,T )

∫

�(s+δ)

uα+1(t) +
1
T

∫∫

QT (s+δ)

uα+1

+ c−1
3

∫∫

QT (s+δ)

[|D2u
α+n+1

2 |2 + |∇u
α+n+1

4 |4 + |∇u
α+m+1

2 |2]

≤ c

(
δ−2

∫∫

KT (s,δ)

uα+m+1 + δ−4
∫∫

KT (s,δ)

uα+n+1 + |χ1|δ−1
∫∫

KT (s,δ)

uα+λ + h0(s)
)

:= R(1)
T (s, δ) ∀s ∈ R1, δ > 0, T > 0, χ1 ∈ R1; (7)

sup
t∈(0,T )

∫

�(s+δ)

uα+1(t) +
1
T

∫∫

QT (s+δ)

uα+1 +
cd3χ1

δ

∫∫

KT (s+δ/4,δ/4)

uα+λ

+ c−1
3

∫∫

QT (s+δ)

[|D2u
α+n+1

2 |2 + |∇u
α+n+1

4 |4 + |∇u
α+m+1

2 |2]

≤ c

(
δ−2

∫∫

KT (s,δ)

uα+m+1 + δ−4
∫∫

KT (s,δ)

uα+n+1 + h0(s)
)

:= R(2)
T (s, δ) ∀s ∈ R1, δ > 0, T > 0, χ1 ≥ 0, d3 > 0. (8)

Доказательство. Введем в рассмотрение неотрицательные срезающие
функции ζ(τ), ϕ(τ), принадлежащие пространству C2(R1) и обладающие сле-
дующими свойствами:

ϕ(τ) =
{

0, если τ ≤ 0,
1, если τ ≥ 15d1

16 ,
ζ(τ) =

{
τ, если τ ≥ 1

8 ,
1
16 , если τ < 1

32 ,

0 ≤ ϕ(τ) ≤ 1,
d2ζ

dτ2 ≥ 0 ∀τ ∈ R1,

кроме того,

d

dτ
ϕ(τ) ≥ 0 ∀τ ∈ R1,

d

dτ
ϕ(τ) ≥ d0 > 0 ∀τ ∈

(
3d1

16
,
3d1

4

)
.

Определим семейство основных срезающих функций:

ϕs,δ(x) = ϕ

(
−d1ζ

(
|x′|
δ

)
+
x1 − d1s

δ

)
∀s ∈ R1, δ > 0.

В силу приведенных выше свойств срезок ϕ(τ) и ζ(τ) функции из указанного
семейства удовлетворяют следующим соотношениям:

ϕs,δ(x) =

{
0 ∀x : x1 ≤ d1

(
s+ δζ

( |x′|
δ

))
,

1 ∀x : x1 ≥ d1
(
s+ δ

(
ζ
( |x′|

δ

)
+ 15

16

))
,

0 ≤ ϕs,δ(x) ≤ 1 ∀x ∈ RN .
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Для всех x таких, что d1(s + δζ(|x′|/δ)) ≤ x1 ≤ d1(s + δ(ζ(|x′|/δ) + 15/16)),
выполнены неравенства

|∇ϕs,δ| ≤
d

δ
, |�ϕs,δ| ≤

d

δ2 ,

а для всех x таких, что d1(s+δ(ζ(|x′|/δ) + 3/16)) ≤ x1 ≤ d1(s+δ(ζ(|x′|/δ) + 3/4)),
имеем

(ϕs,δ(x))x1 ≥
d3

δ
> 0.

Кроме того, очевидны следующие включения:

�(s+ δ) ⊂ {x = (x1, x
′) : x1 ≥ d1(s+ δ(ζ(|x′|/δ) + 15/16))} ⊂ �(s+ 15/16δ)

⊂ {x : x1 ≥ d1(s+ δζ(|x′|/δ))} ⊂ �(s),

K(s, δ) ⊃ {x : d1(s+ δζ(|x′|/δ)) ≤ x1 ≤ d1(s+ δ(ζ(|x′|/δ) + 15/16))},

K(s+ δ/4, δ/4) ⊂ {x : d1(s+ δ(ζ(|x′|/δ) + 3/16))

≤ x1 ≤ d1(s+ δ(ζ(|x′|/δ) + 3/4))}.

Из данных включений, в частности, вытекает, что suppϕs,δ(x) b �(s).
Полагая в локальной энтропийной оценке (6)

ζ4(x, t) = ϕ4
s,δ(x) exp(−tT−1) ∀T > 0,

после простых преобразований получаем неравенства (7), (8). �

Лемма 2. Пусть u(x, t) — произвольное сильное решение задачи (1)–(3).
Введем энергетические функции, связанные с этим решением:

ET (s) :=
∫∫

QT (s)

uα+m+1, IT (s) :=
∫∫

QT (s)

uα+n+1, FT (s) :=
∫∫

QT (s)

uα+λ. (9)

Тогда справедливы следующие оценки убывания:

ET (s) ≤ c1(u0)Ts−N(α+m), IT (s) ≤ c2(u0)Ts−N(α+n),

FT (s) ≤

{
c3(u0)Ts

− N(λ+α−1)
N(n−λ+1)+4 , если 1 < λ ≤ n+ 1 + 4

N ,

c3(u0)Ts
− N(λ+α−1)
N(m−λ+1)+2 , если 1 < λ ≤ m+ 1 + 2

N ,

(10)

для любых s > 0, T > 0, где ci(u0) = ci(m,n, λ,N,K), K = ‖u0‖L1(RN ).

Доказательство. Применяя интерполяционное неравенство из леммы A.1
в области K(s, δ) к функции v1 := u(α+m+1)/2 при a = d = 2, b = 2/(α+m+ 1),
i = 0, j = 1, а затем интегрируя по времени от 0 до T , получаем
∫∫

KT (s,δ)

uα+m+1 ≤ c4δ
−N(α+m)TKα+m+1 + c5T

1−µ1K(1−µ1)(α+m+1)

×
( ∫∫

KT (s,δ)

|∇u
α+m+1

2 |2
)µ1

, где µ1 =
N(α+m)

N(α+m) + 2
. (11)
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Аналогично, применяя неравенство из леммы A.1 в K(s, δ) к функции v2 :=
u(α+n+1)/2 при a = d = 2, b = 2/(α + n+ 1), i = 0, j = 2, а затем интегрируя по
времени, находим
∫∫

KT (s,δ)

uα+n+1 ≤ c6δ
−N(α+n)TKα+n+1 + c7T

1−µ2K(1−µ2)(α+n+1)

×
( ∫∫

KT (s,δ)

∣∣D2u
α+n+1

2
∣∣2
)µ2

, где µ2 =
N(α+ n)

N(α+ n) + 4
. (12)

Применяя неравенство из леммы A.1 в области K(s, δ) к функциям v1 при a =
2(α + λ)/(α + m + 1), d = 2, b = 2/(α + m + 1), i = 0, j = 1 и v2 при a =
4(α + λ)/(α + n + 1), d = 4, b = 4/(α + n + 1), i = 0, j = 1, а затем интегрируя
по времени, получаем
∫∫

KT (s,δ)

uα+λ ≤ c8δ
−N(α+λ−1)TKα+λ + c9T

1−µi+2c(K)
( ∫∫

KT (s,δ)

|∇vi|2i
)µi+2

, (13)

i = 1, 2, где µ3 = N(α+λ−1)
N(α+m)+2 ≤ 1⇒ 1 < λ ≤ m+ 1 + 2

N , µ4 = N(α+λ−1)
N(α+n)+4 ≤ 1⇒ 1 <

λ ≤ n+ 1 + 4
N . Подставляя (11)–(13) в (7) и используя неравенство Юнга с «ε»,

приходим к неравенству

L(1)
T (s+ δ) ≤ ε

∫∫

KT (s,δ)

[|D2u
α+n+1

2 |2 + |∇u
α+n+1

4 |4 + |∇u
α+m+1

2 |2]

+c(ε,K)T (δ−(N(α+m)+2) + δ−(N(α+n)+4) + δ−
N(α+n)+4

N(n−λ+1)+4 ) ∀ε > 0, s ≥ 0, δ > 0,

или

L(1)
T (s+ δ) ≤ ε

∫∫

KT (s,δ)

[|D2u
α+n+1

2 |2 + |∇u
α+n+1

4 |4 + |∇u
α+m+1

2 |2]

+c(ε,K)T (δ−(N(α+m)+2) + δ−(N(α+n)+4) + δ−
N(α+m)+2

N(m−λ+1)+2 ) ∀ε > 0, s ≥ 0, δ > 0,

где L(1)
T (s+ δ) из (7). Выбирая

ε ∈ (0,min{2−(N(α+n)+4), 2−(N(α+n)+4), 2−
N(α+n)+4

N(n−λ+1)+4 , 2−
N(α+m)+2

N(m−λ+1)+2 })

достаточно малым и проводя стандартную итерационную процедуру, устанав-
ливаем, что

L(1)
T (s0 + δ0) ≤ c(K)TUi(δ0) ∀s0 ≥ 0, δ0 > 0, i = 1, 2, (14)

где

U1(δ0) := δ−(N(α+m)+2)
0 + δ−(N(α+n)+4)

0 + δ
− N(α+m)+2
N(m−λ+1)+2

0 ,

U2(δ0) := δ−(N(α+m)+2)
0 + δ−(N(α+n)+4)

0 + δ
− N(α+n)+4
N(n−λ+1)+4

0 .

В неравенствах (11)–(13) устремим δ → +∞ и воспользуемся оценкой (14) при
s0 = 0 и δ0 = s > 0. В итоге получаем

IT (s) ≤ c(K)TUµ1(s), ET (s) ≤ c(K)TUµ2(s), FT (s) ≤ c(K)TUµi+2(s), i = 1, 2,

для любого s > 0. Отсюда вытекают оценки (10). �



922 Р. М. Таранец

Лемма 3. Пусть χ1 ≥ 0, b(u) ≥ duλ и u(t, x) — произвольное сильное
решение задачи (1)–(3). Тогда для любых s ≥ 0, δ > 0 и T > 0 имеет место
следующее неравенство:

sup
t∈(0,T )

∫

�(s+δ)

uα+1(t) +
1
T

∫∫

QT (s+δ)

uα+1 +
cd3χ1

δ

∫∫

QT (s+δ)

uα+λ

+ c−1
3

∫∫

QT (s+δ)

[|D2u
α+n+1

2 |2 + |∇u
α+n+1

4 |4 + |∇u
α+m+1

2 |2]

≤ c

(

δ−2
∫∫

QT (s)

uα+m+1 + δ−4
∫∫

QT (s)

uα+n+1

)

:= R̃(2)
T (s, δ). (15)

Доказательство. Для заданных s0 ≥ 0 и δ > 0 полагаем si = si−1 +
δ/4, i ∈ N. Выбирая в (8) s = si, а затем суммируя полученные неравенства,
получаем (15). �

Лемма 4. Пусть χ1 ≥ 0, b(u) ≥ duλ и ET (s), IT (s) — функции из (9),
связанные с произвольным сильным решением u(t, x) задачи (1)–(3). Тогда для
любых s > 0 и T > 0 справедливы следующие оценки убывания:

IT (s) ≤ c10T�
N (T )s−

3(α+n+1)
λ−n−1 , ET (s) ≤ c11T�

N (T )s−
α+m+1
λ−m−1 , (16)

если λ > max{n+ 1,m+ 1}, где ci = ci(m,n, λ,N), � (T ) из теоремы 2;

IT (s) ≤ c12(u0)s−ξ1 , ET (s) ≤ c13(u0)s−ξ2 , если λ < min{n+ 1,m+ 1},
IT (s) = ET (s) ≤ c14(u0)T 1−θid−s4 , если λ = n+ 1 = m+ 1,

(17)

для любого s > 0, где θ1 = mN/(mN + 2(α + 1)), θ2 = nN/(nN + 4(α + 1));
ci(u0) = ci(m,n, λ,N, ‖u0‖Lα+1(RN )), d4 > 1,

s−ξ1 = max{s−4 (α+1)(N(m−λ+1)+2(α+1))
N(m−λ+1)(N(n−λ+1)+4(α+1)) , s−12 α+1

N(n−λ+1) },

s−ξ2 = max{s−
6(α+1)(N(n−λ+1)+4(α+1))

N(n−λ+1)(N(m−λ+1)+2(α+1)) , s−2 α+1
N(m−λ+1) }.

Доказательство. Применяя неравенство Юнга с «ε» с показателями (α+
λ)/(α+m+1) > 1 (⇒ λ > m+1), (α+λ)/(λ−m−1) и (α+λ)/(α+n+1) > 1 (⇒
λ > n+ 1), (α+ λ)/(λ− n− 1), оценим интегралы из правой части неравенства
(15):

cδ−2
∫∫

QT (s)

uα+m+1 ≤ ε
cχ1

δ

∫∫

QT (s)

uα+λ

+ c(ε)Tχ
−α+m+1
λ−m−1

1 δ
α+λ

λ−m−1 (α+m+1
α+λ −2) mes{�(s) ∩ suppu(t, .)} ∀ε ∈ (0, 1);

cδ−4
∫∫

QT (s)

uα+n+1 ≤ ε
cχ1

δ

∫∫

QT (s)

uα+λ

+ c(ε)Tχ
−α+n+1
λ−n−1

1 δ
α+λ

λ−n−1 (α+n+1
α+λ −4) mes{�(s) ∩ suppu(t, .)} ∀ε ∈ (0, 1).
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Подставляя найденные оценки в (15), выбирая

ε ∈ (0,min{2
α+λ

λ−m−1 (α+m+1
α+λ −2), 2

α+λ
λ−n−1 (α+n+1

α+λ −4)})
и итерируя получающееся неравенство при s = si, δ = δi, si = si−1 + δi−1 − δi,
δi = 2−iδ0, i = 1,∞, s0 ≥ 0, δ0 > 0, устанавливаем, что

sup
t∈(0,T )

∫

�(s0+δ0)

uα+1(t) +
1
T

∫∫

QT (s0+δ0)

uα+1 +
cd3χ1

δ

∫∫

QT (s0+δ0)

uα+λ

+ c−1
3

∫∫

QT (s0+δ0)

[|D2u
α+n+1

2 |2 + |∇u
α+n+1

4 |4 + |∇u
α+m+1

2 |2]

≤ cT
(
χ
−α+m+1
λ−m−1

1 δ
α+λ

λ−m−1 (α+m+1
α+λ −2)

0 + χ
−α+n+1
λ−n−1

1 δ
α+λ

λ−n−1 (α+n+1
α+λ −4)

0
)

× (� (T )− s0)N+ ∀δ0 > 0, s0 ≥ 0, (18)
где λ > max{n + 1,m + 1}. Применяем неравенство Гёльдера с показателями
(α+λ)/(α+m+1) > 1, (α+λ)/(λ−m−1) и (α+λ)/(α+n+1) > 1, (α+λ)/(λ−n−1)
к функциям ET (s) и IT (s). Используя неравенство (18) с s0 = 0, δ0 = s > 0,
получаем

ET (s) ≤
( ∫∫

QT (s)

uα+λ
)α+m+1

α+λ
( ∫∫

QT (s)

1
)λ−m−1

α+λ

≤ c[T�N (T )]
λ−m−1
α+λ

× [Ts1+
α+λ

λ−m−1 (α+m+1
α+λ −2)�N (T )]

α+m+1
α+λ = cT�N (T )s−

α+m+1
λ−m−1 , если λ > m+ 1,

и

IT (s) ≤
( ∫∫

QT (s)

uα+λ
)α+n+1

α+λ
(∫∫

QT (s)

1
)λ−n−1

α+λ

≤ c[T�N (T )]
λ−n−1
α+λ

× [Ts1+
α+λ

λ−n−1 (α+n+1
α+λ −4)�N (T )]

α+n+1
α+λ = cT�N (T )s−

3(α+n+1)
λ−n−1 , если λ > n+ 1.

Тем самым оценки (16) установлены.
Теперь покажем справедливость соотношений (17). Применяя лемму A.2 в

области QT (s+δ) к функции v1 := u(α+m+1)/2 при p = 2, r = 2(α+λ)/(α+m+1),
q = 2(α+ 1)/(α+m+ 1), 1− b1 = 2(α+ 1)/(N(m− λ+ 1) + 2(α+ 1)), имеем

ET (s+ δ) :=
∫∫

QT (s+δ)

uα+m+1 ≤ c

( ∫∫

QT (s+δ)

|∇u
α+m+1

2 |2
)b1( ∫∫

QT (s+δ)

uα+λ
)1−b1

× sup
t∈(0,T )

( ∫

�(s+δ)

uα+1(t)
)m−λ+1

α+1 (1−b1) (15)
≤ cδ1−b1(R̃(2)

T (s, δ))1+`1 , (19)

где `1 = 2(m−λ+1)/(N(m−λ+1)+2(α+1)) и λ < m+1. Аналогично, применяя
лемму A.2 в области QT (s + δ) к функции v2 := u(α+n+1)/4 при p = 4, r =
4(α+λ)/(α+n+1), q = 4(α+1)/(α+n+1), 1−b2 = 4(α+1)/(N(n−λ+1)+4(α+1)),
получаем

IT (s+ δ) :=
∫∫

QT (s+δ)

uα+n+1 ≤ c

( ∫∫

QT (s+δ)

|∇u
α+n+1

4 |2
)b2( ∫∫

QT (s+δ)

uα+λ
)1−b2

× sup
t∈(0,T )

( ∫

�(s+δ)

uα+1(t)
)n−λ+1

α+1 (1−b2) (15)
≤ cδ1−b2

(
R̃(2)
T (s, δ)

)1+`2 , (20)
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где `2 = 4(n−λ+1)/(N(n−λ+1)+4(α+1)) и λ < n+1. Из (19), (20), используя
глобальную энтропийную оценку ((6) с ζ ≡ 1), получаем

ET (s+ δ) ≤ c(u0)
( ∫∫

QT (s+δ)

uα+λ
)1−b1

, b1 =
N(m− λ+ 1)

N(m− λ+ 1) + 2(α+ 1)
, λ < m+ 1;

IT (s+ δ) ≤ c(u0)
( ∫∫

QT (s+δ)

uα+λ
)1−b2

, b2 =
N(n− λ+ 1)

N(n− λ+ 1) + 4(α+ 1)
, λ < n+ 1,

где c(u0) = c(n,m, λ,N, ‖u0‖Lα+1(RN )). Пусть ZT (s) := E1−b2
T (s)+ I1−b1

T (s), тогда
из полученных неравенств и оценки (15) вытекает, что

ZT (s+ δ) ≤ c(u0)
(
δ−βZ1−b1

T (s) + δ−3βZ1−b2
T (s)

)
, β = (1− b1)(1− b2).

Отсюда, применяя неравенство Юнга с «ε», находим

ZT (s+ δ) ≤ εZT (s) + c(u0)(ε
− 1−b1

b1 δ−
β
b1 + ε−

1−b2
b2 δ−

3β
b2 ) ∀ε ∈ (0, 1).

Учитывая, что функция ZT (s) убывает по s, проитерируем это неравенство при
s = si и δ = δi, s0 ≥ 0, δ0 > 0, si = si−1 + δi−1− δi, δi = 2−iδ0, i = 1,∞. Выбирая
ε из интервала (0,min{2−β/b1 , 2−3β/b2}), получаем

ZT (s0 + δ0) ≤ c(u0)
(
δ
− β
b1

0 + δ
− 3β
b2

0
)
,

откуда, полагая s0 = 0, δ0 = s > 0, приходим к оценке

ZT (s) ≤ c(u0)(s
− β
b1 + s−

3β
b2 ) ∀s > 0.

Вспоминая определение функции ZT (s), имеем

ET (s) ≤ c(u0)max{s−
1−b1
b1 , s−

3(1−b1)
b2 } ∀s > 0,

IT (s) ≤ c(u0)max{s−
1−b2
b1 , s−

3(1−b2)
b2 } ∀s > 0,

если λ < min{n+ 1,m+ 1}, откуда вытекают требуемые оценки убывания.
В случае λ = n+ 1 = m+ 1 из (15) следует, что

cd3χ1δ3

1 + δ2

∫∫

QT (s+δ)

uα+n+1 ≤
∫∫

QT (s)

uα+n+1 ∀s ≥ 0, δ > 0,

тем самым для любого i ∈ N
(
cd3χ1δ3

1 + δ2

)i ∫∫

QT (s+iδ)

uα+n+1 ≤
∫∫

QT (s)

uα+n+1.

Выбирая δ0 таким, что d =
(
cd3χ1δ3

0/
(
1 + δ2

0
))1/δ0 > 1, получаем

diδ0IT (s+ iδ0) ≤ IT (s) ∀s ≥ 0, δ0 > 0,

следовательно,

IT (s+ σ) ≤ dδ0−σIT (s) ∀σ > 0, s ≥ 0, d > 1.
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Полагая в полученной оценке s = 0, σ = s > 0, имеем

IT (s) = ET (s) ≤ dδ0−sIT (0) ∀s > 0.

Применяя интерполяционное неравенство из леммы A.1 к функции v1 при a =
d = 2, b = 2(α + 1)/(α + m + 1), i = 0, j = 1, θ1 = mN/(mN + 2(α + 1)) (v2 при
a = d = 4, b = 4(α + 1)/(α + n + 1), i = 0, j = 1, θ2 = nN/(nN + 4(α + 1))),
интегрируя по t и используя (6) с ζ = 1, находим, что

IT (0) = ET (0) ≤ c(u0)T 1−θi .

Таким образом, лемма 4 доказана полностью. �

Все вспомогательные рассуждения проведены, и теперь приступим непо-
средственно к доказательству теоремы 2.

Доказательство теоремы 2. (i) Пусть IT (s), ET (s), FT (s) из (9). При-
меняем интерполяционное неравенство из леммы A.1 в области �(s+δ) к функ-
циям v1 := u(α+m+1)/2 при a = d = 2, b = 2(α + 1)/(α + m + 1), i = 0, j = 1,
θ1 = mN/(mN+2(α+1)); v2 := u(α+n+1)/4 при a = d = 4, b = 4(α+1)/(α+n+1),
i = 0, j = 1, θ2 = nN/(nN +4(α+1)); v1 при a = 2(α+λ)/(α+m+1), d = 2, b =
2(α+1)/(α+m+1), i = 0, j = 1, θ̃3 = N(λ−1)(α+m+1)[(α+λ)(mN+2(α+1))]−1,
λ > 1; v2 при a = 4(α + λ)/(α + n + 1), d = 4, b = 4(α + 1)/(α + n + 1), i = 0,
j = 1, θ̃4 = N(λ − 1)(α + n + 1)[(α + λ)(nN + 4(α + 1))]−1, λ > 1. Интегри-
руем получающиеся неравенства по t. С учетом (7) приходим к следующим
соотношениям:

ET (s+ δ) ≤ cT 1−θ1
(
R(1)
T (s, δ)

)1+k1 , θ1 =
mN

mN + 2(α+ 1)
, k1 =

2m
mN + 2(α+ 1)

,

(21)

IT (s+ δ) ≤ cT 1−θ2
(
R(1)
T (s, δ)

)1+k2 , θ2 =
nN

nN + 4(α+ 1)
, k2 =

4n
nN + 4(α+ 1)

,

(22)
FT (s+ δ) ≤ cT 1−θi+2

(
R(1)
T (s, δ)

)1+ki+2 , i = 1, 2,

где T > 0, R(1)
T (s, δ) из (7),

θ3 =
N(λ− 1)

mN + 2(α+ 1)
, k3 =

2(λ− 1)
mN + 2(α+ 1)

, если 1 < λ ≤ m+ 1 +
2(α+ 1)

N
,

θ4 =
N(λ− 1)

nN + 4(α+ 1)
, k4 =

4(λ− 1)
nN + 4(α+ 1)

, если 1 < λ ≤ n+ 1 +
4(α+ 1)

N
.

Введем в рассмотрение вспомогательные функции, связанные с энергети-
ческими функциями (9):

AT (s+ δ) := E
(1+k2)(1+ki+2)
T (s+ δ) ≤ cT (1−θ1)(1+k2)(1+ki+2)

(
R(1)
T (s, δ)

)β1 ,

BT (s+ δ) := I
(1+k1)(1+ki+2)
T (s+ δ) ≤ cT (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)

(
R(1)
T (s, δ)

)β1 ,

CT (s+ δ) := F (1+k1)(1+k2)
T (s+ δ) ≤ cT (1−θi+2)(1+k1)(1+k2)

(
R(1)
T (s, δ)

)β1 ,

DT (s+ δ) := ThAT (s+ δ) +BT (s+ δ) + TµCT (s+ δ), i = 1, 2,

где

β1 := (1+k1)(1+k2)(1+ki+2), h := [(1− θ2)(1 + k1)− (1− θ1)(1 + k2)](1+ki+2),
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µ := [(1− θ2)(1 + ki+2)− (1− θi+2)(1 + k2)](1 + k1), i = 1, 2.

Учитывая приведенные выше неравенства, для функции DT (s) в силу неравен-
ства (a− b)α+1 ≤ aα+1 − bα+1 ∀α > 0, a > b > 0, имеем

DT (s+ δ) ≤ cT (1−θ2)(1+k1)(R(1)
T (s, δ))β1

≤ c[δ−2β1T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−h(1+k1)(�DT (s))1+k1

+ δ−4β1T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)(�DT (s))1+k2

+ δ−β1T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−µ(1+k1)(�DT (s))1+ki+2 ]

≤ c
[
δ−2β1T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−h(1+k1)Dk1

T (s) + δ−4β1T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)Dk2
T (s)

+ δ−β1T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−µ(1+k1)D
ki+2
T (s)

]
�DT (s), (23)

где �DT (s) = DT (s) − DT (s + δ). Теперь осуществим выбор параметра δ > 0.
Пусть

δ(1)
T (s) :=

[
T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−h(1+k1)Dk1

T (s)
] 1

2β1 = T
(1−θ2)(1+ki+2)−h
2(1+k2)(1+ki+2) D

k1
2β1
T (s),

δ(2)
T (s) :=

[
T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)Dk2

T (s)
] 1

4β1 = T
1−θ2

4(1+k2)D
k2
4β1
T (s),

δ(i+2)
T (s) :=

[
T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−µ(1+k1)D

ki+2
T (s)

] 1
β1 = T

(1−θ2)(1+k1)−µ
(1+k1)(1+k2) D

ki+2
β1

T (s),

S(2)
T :=

{
s ∈ R+ : δ(2)

T (s) ≥ max
{
δ(1)
T (s), δ(i+2)

T (s)
}}

,

S(i+2)
T := R+\

{
S(1)
T ∪ S

(2)
T

}
,

JT (s) := max
{
δ(1)
T (s), δ(2)

T (s), δ(i+2)
T (s)

}
, i = 1, 2.

Полагая в (23) δ = δ(1)
T (s), имеем

DT

(
s+ δ(1)

T (s)
)
≤ 3c

1 + 3c
DT (s) ∀s ∈ S(1)

T . (24)

В самом деле, если δ(1)
T (s) ≥ δ(k)

T (s) > 0, то
(
δ(1)
T (s)

)−4β
T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)Dk2

T (s)

≤
(
δ(2)
T (s)

)−4β
T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)Dk2

T (s) = 1,

(
δ(1)
T (s)

)−β
T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−µ(1+k1)D

ki+2
T (s)

≤
(
δ(i+2)
T (s)

)−β
T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−µ(1+k1)D

ki+2
T (s) = 1.

Если δ(1)
T (s) ≥ δ(k)

T (s) = 0, то DT (s) = 0, δ(1)
T (s) = 0, и утверждение теоремы

очевидно. Аналогично поступаем в случаях δ = δ(k)
T (s):

DT

(
s+ δ(k)

T (s)
)
≤ 3c

1 + 3c
DT (s) ∀s ∈ S(k)

T , k = 2, 4. (25)

Объединяя (24) и (25), получаем

DT (s+ JT (s)) =
{
DT

(
s+ δ(k)

T (s)
)
, s ∈ S(k)

T , k = 1, 4
}
≤ 3c

1 + 3c
DT (s) ∀s ∈ R+.
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Возводя обе части полученного неравенства в степень k1/(2β1) и умножая на
T [(1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−h(1+k1)]/(2β1), получим неравенство относительно δ(1)

T (s), а
возводя в степень k2/(4β1) (ki+2/β1) и умножая на T (1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)/(4β1)

(T [(1−θ2)(1+k1)(1+ki+2)−µ(1+k1)]/β1), находим соответствующее неравенство для
δ(2)
T (s) (δ(i+2)

T (s)). Объединяя полученные для δ(k)
T (s), k = 1, 4, оценки, придем

к основному функциональному соотношению относительно функции JT (s):

JT (s+ JT (s)) ≤ γJT (s) ∀s ∈ R+, 0 < γ = const < 1. (26)

Из (26) в силу леммы A.3 следует, что

JT (s) ≡ 0 ∀s ≥ s0 +
1

1− γ
JT (s0). (27)

Отсюда вытекает верхняя оценка движения границы носителя:

� (T ) ≤ s0 +
1

1− γ
JT (s0) = c min

s0∈R+
{max
j=1,9

{Fj(s0)}} ∀s0 ≥ 0. (28)

Пусть F̃i(s0) — правые части оценок для Fi(s0) (i = 1, 9), полученных с исполь-
зованием оценок убывания (10). Минимизируем с помощью леммы A.4 функции
F̃i(s0) по s0. В итоге получаем

min F̃1(s0) = F̃1
(
s(1)opt

)
= c(u0)s

(1)
opt, min F̃5(s0) = F̃5

(
s(5)opt

)
= c(u0)s

(5)
opt,

min F̃9(s0) = F̃9
(
s(9)opt

)
= c(u0)s

(9)
opt,

где
s(1)opt = c(u0)T 1/(mN+2), s(5)opt = c(u0)T 1/(nN+4),

s(9)opt =
{
c(u0)T [N(m−λ+1)+2]/(mN+2), если 1 < λ ≤ m+ 1 + 2/N,
c(u0)T [N(n−λ+1)+4]/(nN+4), если 1 < λ ≤ n+ 1 + 4/N.

Проводя простые, но громоздкие вычисления, несложно убедиться, что

s(k)opt ≤ c(u0)max
{
s(1)opt, s

(5)
opt, s

(9)
opt
}
, k ∈ {2, 3, 4, 6, 7, 8}.

Тем самым утверждение (i) доказано.

(ii) Для энергетических функций IT (s), ET (s) из (9), используя оценку (8)
и схему из (i), получаем основное функциональное неравенство вида (26) для

JT (s) := max
{
T

1−θ2−h̃
2(1+k2)

(
T h̃E1+k2

T (s) + I1+k1
T (s)

) k1
2β2 ,

T
1−θ2

4(1+k2)
(
T h̃E1+k2

T (s) + I1+k1
T (s)

) k2
4β2
}
,

где β2 := (1+k1)(1+k2), h̃ := (1−θ2)(1+k1)− (1−θ1)(1+k2). В силу леммы A.3
приходим к (27). Отсюда вытекает верхняя оценка движения границы носителя:

� (T ) ≤ c min
s0∈R+

{max
j=1,4

{Fj(s0)}} ∀s0 ≥ 0. (29)

Используя оценки (16) и лемму A.4, для � (T ) получаем

� (T ) ≤ cs(1)opt = cT
λ−m−1

2(λ−1)−m , � (T ) ≤ cs(4)opt = cT
λ−n−1

4(λ−1)−n ,
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� (T ) ≤ cs(2)opt=cT
µ1 , µ1=

(λ− n− 1)[(1− θ1)(1 + k2) + k1θ2]
3k1(n+ α+ 1) + 2(1 + k2)(λ− n− 1)−Nk1(λ− n− 1)

,

� (T ) ≤ cs(3)opt=cT
µ2 , µ2=

(λ−m− 1)[(1− θ2)(1 + k1) + k2θ1]
k2(m+ α+ 1) + 4(1 + k1)(λ−m− 1)−Nk2(λ−m− 1)

.

Нетрудно показать, что

s(k)opt ≤ max
{
s(1)opt, s

(4)
opt
}
, k = 2, 3.

Это доказывает оценку (ii).

(iii) Теперь рассмотрим ситуацию, когда χ1 > 0 и λ < min{n+1,m+1}. Для
энергетических функций IT (s), ET (s) из (9) введем вспомогательную функцию
следующего вида:

DT (s+ δ) := E1+`2
T (s+ δ) + I1+`1

T (s+ δ), `i из (19), (20).

В силу оценок (19), (20) получаем

DT (s+ δ) ≤ c(δ(1−b1)(1+`2) + δ(1−b2)(1+`1))
(
R̃(2)
T (s, δ)

)β3

≤ c
(
δκ1−2β3D`1

T (s) + δκ1−4β3D`2
T (s)

)
�DT (s), bi из (19), (20),

где β3 := (1 + `1)(1 + `2), δκ1 = max{δ(1−b1)(1+`2), δ(1−b2)(1+`1)}, R̃(2)
T (s, δ) из (15).

Рассуждая так же, как в (i), устанавливаем неравенство типа (26) для

JT (s) := cmax
{(
E1+`2
T (s) + I1+`1

T (s)
) `1

2β3−κ1 ,
(
E1+`2
T (s) + I1+`1

T (s)
) `2

4β3−κ1
}
.

В силу леммы A.3 из (26) вытекают (27) и аналог оценки (29). Оценим пра-
вую часть (29), используя (17), а затем минимизируем получающиеся оценки
с помощью леммы A.4. Учитывая, что постоянные c12(u0), c13(u0) из (17) не
зависят от T , после несложных преобразований приходим к оценке

� (T ) ≤ c16(u0) ∀T > 0,

где 0 < c16(u0) = c16(m,n, λ,N, ‖u0‖Lα+1(RN )), откуда вытекает (iii).

(iv) В случае χ1 > 0, λ = n + 1 = m + 1 энергетические функции IT (s),
ET (s) из (9) совпадают, поэтому, применяя интерполяционное неравенство из
леммы A.1 в области �(s+δ) к функции v1 при a = d = 2, b = 2(α+1)/(α+m+1),
i = 0, j = 1, θ1 = mN/(mN +2(α+1)) (v2 при a = d = 4, b = 4(α+1)/(α+n+1),
i = 0, j = 1, θ2 = nN/(nN +4(α+1))), интегрируя по t и используя оценку (15),
получаем

IT (s+ δ) = ET (s+ δ) ≤ cT 1−θi
(
R̃(2)
T (s, δ)

)1+ki

≤ cT 1−θiδ−κ2(1+ki)I1+ki
T (s), δ−κ2 = max{δ−2, δ−4}, i = 1, 2,

где θi, ki из (21), (22); R̃(2)
T (s, δ) из (15). Выбирая в этом неравенстве

δ = δT (s) =
[
(1 + c)−1T 1−θiIkiT (s)

] 1
κ2(1+ki) ,

находим
IT (s+ δT (s)) ≤ c

1 + c
IT (s) ∀s > 0,
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отсюда после простых преобразований вытекает, что

δT (s+ δT (s)) ≤ γδT (s) ∀s ∈ R+, 0 < γ < 1.

Согласно лемме A.3 из полученного неравенства следует, что

δT (s) ≡ 0 ∀s ≥ s0 +
1

1− γ
δT (s0).

Значит, в силу оценки (17) имеем

� (T ) ≤ s0 + c(u0)T 1−θid−η0s0
4 , η0 =

ki
κ2(1 + ki)

, d4 > 1.

Минимизируя с помощью леммы A.4 правую часть этого неравенства относи-
тельно s0, получаем

� (T ) ≤
{

c(u0)T 1−θi , если c(u0)T 1−θi < η−1
0

c(1 + ln(c(u0)η0T 1−θi)), если c(u0)T 1−θi > η−1
0

}

≤ c(u0)(1 + ln(1 + T )) ∀T > 0,

где c(u0) зависит от ‖u0‖Lα+1(RN ). Тем самым теорема 2 доказана полностью.

A. Приложение.

Лемма А.1 [27]. Если � ⊂ RN — ограниченная область с кусочно гладкой
границей, a > 1, b ∈ (0, a), d > 1, 0 ≤ i < j, i, j ∈ N, то существуют положитель-
ные постоянные d1 и d2 (d2 = 0, если � неограниченная), зависящие только от
�, d, j, b и N , такие, что для любой функции v(x) ∈W j

d (�)∩Lb(�) справедливо
неравенство

‖Div‖La(�) ≤ d1‖Djv‖θLd(�)‖v‖
1−θ
Lb(�) + d2‖v‖Lb(�), θ =

1
b + i

N −
1
a

1
b + j

N −
1
d

∈ [i/j, 1).

Лемма А.2 [28]. Пусть �(s) := {x = (x1, x′) : x1 > d(s+ |x′|), 0 < d <∞},
�(s) ⊂ RN , p > 1, r > 0, r ≤ p, q > 0, 1 − b = pq(pq +N(p− r))−1. Тогда для
любой функции v(t, x) ∈ Lp

(
0, T ;W 1

p,loc(�(s))
)

справедливо неравенство

T∫

0

∫

�(s)

|v|p ≤ d1




T∫

0

∫

�(s)

|∇v|p



b


T∫

0

∫

�(s)

|v|r



1−b

sup
t∈[0,T ]

( ∫

�(s)

|v|q
) (p−r)(1−b)

q

∀T > 0,

где 0 < d1 = d1(N, p, q, r) не зависит от T .

Лемма А.3 [14]. Пусть f : [0,∞)→ [0,∞) — неотрицательная невозраста-
ющая функция такая, что f(s + f(s)) ≤ γf(s) ∀s ≥ s0 ≥ 0, 0 < γ < 1. Тогда
f(s) ≡ 0 ∀s ≥ s0 + (1− γ)−1f(s0).

Лемма А.4. Пусть F (s) = s+ds−a, a > 0, d > 0 (F (s) = s+bd−a1s
1 , a1 > 0,

b > 0, d1 > 1) ∀s > 0. Тогда

minF (s) = F (sopt) = (1 + a−1)sopt

(minF (s) = F (sopt) = (a1 ln d1)−1(1 + ln(a1b ln d))),

где sopt = (ad)
1

a+1
(
sopt = a−1

1 logd1
(a1b ln d1)

)
.
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