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О РЕДУКЦИИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ
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Аннотация: Устанавливается связь между фундаментальными решениями неко-
торых классов линейных нестационарных уравнений в частных производных с фун-
даментальными решениями также нестационарных уравнений, но с меньшим чис-
лом переменных. В частности, метод редукции позволяет получать точные форму-
лы фундаментальных решений некоторых пространственных нестационарных урав-
нений математической физики (например, Кадомцева — Петвиашвили, Кельвина —
Фойгта и др.) с помощью известных фундаментальных решений одномерных ста-
ционарных уравнений.

Ключевые слова: фундаментальное решение Коши, вязкое трансзвуковое урав-
нение, уравнение Кадомцева — Петвиашвили, уравнение Кельвина — Фойгта, урав-
нение Кортевега — де Фриза.

Введение

Повышенный интерес к появившимся сравнительно недавно нестационар-
ным уравнениям математической физики высоких порядков (особенно с невы-
деленными производными по времени) привел к, несомненно, огромному про-
грессу в качественной теории этих уравнений (см., например, [1]). С другой
стороны, изучение структуры решений этих моделей (линейных и нелинейных)
в пространственном случае значительно отстает от одномерных моделей (см.,
например, [2, 3]). Одна из причин этого — наличие гораздо большего числа
точных решений одномерных уравнений по сравнению с трехмерными (см. [1–
3]). В частности, хорошим инструментом для исследования структуры решений
трехмерных уравнений могли бы служить явные формулы фундаментальных
решений, однако, за редким исключением (см., например, [1, 4, 5]), такие фор-
мулы пока еще отсутствуют.

В данной статье предлагается метод, позволяющий с помощью известных
фундаментальных решений для нестационарных операторов с малым числом
пространственных переменных (в частности, одномерных) получать явные фор-
мулы для некоторых достаточно широких классов операторов с бо́льшим чис-
лом пространственных переменных (в частности, трехмерных). Как частный
случай этот метод позволяет построить фундаментальные решения нестацио-
нарного вязкого трансзвукового уравнения, пространственного уравнения Ка-
домцева — Петвиашвили, большого числа пространственных модификаций
уравнений Кельвина — Фойгта и некоторых других известных нестационарных
уравнений с невыделенной производной по времени.
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§ 1. Фундаментальные решения Коши для уравнений
с невыделенной временно́й производной

Введем обозначения. Символы x = (x1, . . . , xn), ξ = (ξ1, . . . , ξn) означа-
ют векторы евклидова пространства Rn, n ≥ 1. Пусть Dx = (D1, . . . , Dn),
Dj = ∂/∂xj , j = 1, . . . , n. Через Rn+1

+ будем обозначать верхнее полупростран-
ство векторов (t, x) ∈ Rn+1 таких, что t > 0, а через �ε — область в Rn+1

+ всех
точек (t, x) таких, что t > ε > 0. Как обычно, S′(Rm), m ≥ n, будет обозначать

пространство Шварца распределений умеренного роста, а
◦
S′
(
Rn+1

+
)

— подпро-
странство (см. [6]) всех распределений T ∈ S′(Rn+1) таких, что supp(T ) ⊂ Rn+1

+ .
Как всегда, через P (Dx) обозначаются дифференциальные полиномы с посто-
янными вещественными коэффициентами.

Рассмотрим нестационарный оператор

L = L

(
∂

∂t
,Dx

)
≡ P1(Dx)

∂

∂t
+ P2(Dx). (1)

Для простоты будем полагать, что
Re(P1(−iξ)P2(iξ)) ≥ 0. (2)

Введем понятие фундаментального решения Коши для оператора L.

Определение. Распределение E(t, x) ∈
◦
S′
(
Rn+1

+
)

будем называть фунда-
ментальным решением Коши для оператора L, если

LE(t, x) = 0, (t, x) ∈ Rn+1
+ , (3)

(P1(Dx)E)|t=+0 = δ(x), x ∈ Rn, (4)
где δ ∈ S′(Rn) означает дельта-функцию Дирака.

Замечание 1. Термин «фундаментальное решение Коши» для операто-
ров вида (1) (т. е. с невыделенной временно́й производной) не является усто-
явшимся (см., например, [1]), однако он уже вводился ранее, по крайней мере
для нестационарного вязкого трансзвукового уравнения (см. [4]). Следующее
утверждение показывает, что фундаментальное решение Коши, определяемое
равенствами (3), (4), является и вполне «полноценным» фундаментальным ре-
шением в обычном смысле.

Теорема 1. Фундаментальное решение Коши E ∈
◦
S′
(
Rn+1

+
)
, определенное

равенствами (3), (4), удовлетворяет уравнению
LE(t, x) = δ(t)⊗ δ(x). (5)

Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать E(t, x) регу-
лярным распределением. Фиксируя произвольную пробную функцию ϕ(t, x) ∈
S(Rn+1), имеем

〈LE;ϕ〉 def=
〈
E;L

(
− ∂

∂t
,−Dx

)
ϕ

〉

= lim
ε→0

∫

�ε

E(t, x)L
(
− ∂

∂t
,−Dx

)
ϕ(t, x) dtdx = lim

ε→0
{I1(ε) + I2(ε)},

I1(ε) =
∫

�ε

LE · ϕdtdx, I2(ε) =
∫

Rn

P1(Dx)E(ε, x)ϕ(ε, x) dx.

В силу равенства (3) I1(ε) = 0, а ввиду (4) I2(ε) → ϕ(0, 0), ε → 0, что и
доказывает равенство (5), а вместе с ним — и теорему.
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§ 2. Конструкция фундаментальных решений Коши
для большего числа пространственных переменных

Пусть y = (y1, y2), η = (η1, η2) — векторы пространства R2, а r = |y|, ρ = |η|
— их евклидовы длины; Rn+2 = Rn×R2 = {(x, y) : x ∈ Rn, y ∈ R2}, Rn+3 = R×
Rn+2 = {(t, x, y) : t ∈ R, x ∈ Rn, y ∈ R2}, Rn+3

+ = {(t, x, y) ∈ Rn+3 : t > 0}. Пусть,
далее, D = (Dx, Dy), Dy = (∂/∂y1, ∂/∂y2), а � = Dy · Dy — двумерный опера-

тор Лапласа по переменным y ∈ R2. Подпространство
◦
S′
(
Rn+3

+
)
⊂ S′(Rn+3)

определим аналогично подпространству
◦
S′
(
Rn+1

+
)

из предыдущего параграфа.

В пространствах
◦
S′
(
Rn+1

+
)

и
◦
S′
(
Rn+3

+
)

соответственно рассмотрим следую-
щие операторы:

L(0) = L(0)
(
∂

∂t
,Dx

)
≡ ∂

∂t
+ P (Dx), Re(P (iξ)) ≥ 0, (6)

L(1) = L(1)
(
∂

∂t
,D

)
≡ P1(Dx)

(
∂

∂t
+ P2(Dx)

)
−�, (7)

Pj(Dx) = aj + bjDx + cjP (Dx), j = 1, 2, (8)

aj , cj ≥ 0, bj ∈ Rn, a1 + a2 + c1 + c2 + |b1|+ |b2| > 0. (9)

Теорема 2. Пусть E(0)(t, x) ∈
◦
S′
(
Rn+1

+
)

— фундаментальное решение Ко-
ши оператора L(0), определенного равенством (6). Тогда оператор L(1), опре-
деленный равенствами (7)–(9), также имеет фундаментальное решение Коши

E(1)(t, x, y) ∈
◦
S′
(
Rn+3

+
)
, причем

E(1)(t, x, y) = (4πt)−1 exp(−ω1)E(0)(ω2, z), (10)

ω1 = a2t+
a1

4t
r2, ω2 = c2t+

c1
4t
r2, z = x− b2t−

b1
4t
r2, r =

√
y2
1 + y2

2 . (11)

Замечание 2. Формулировка теоремы 2 корректна, поскольку ограниче-
ние (6) на символ P (iξ) (являющееся частным случаем ограничения (2)) обеспе-
чивает существование фундаментального решения Коши E(0); при этом в силу
(6)

E(0)(t, x) = (2π)−nθ(t)
∫

Rn

exp(ix · ξ − P (iξ)t) dξ, (12)

где θ(·) — функция Хевисайда.
Замечание 3. Точно так же ограничения (9) обеспечивают существова-

ние фундаментального решения Коши E(1), которое определяется аналогично
фундаментальным решениям E из предыдущего параграфа (т. е. равенствами,
аналогичными (3) и (4)).

Доказательство теоремы 2. Применим к распределению E(1)(t, x, y)
прямое преобразование Фурье по пространственным переменным (x, y) ∈ Rn+2.
Обозначая через Ê(1)(t, ξ, η) Фурье-образ E(1), получим (см. замечание 3), что

[
P1(iξ)

(
∂

∂t
+ P2(iξ) + ρ2

)]
Ê(1)(t, ξ, η) = 0, t > 0;

P1(iξ)Ê(1)|t=+0 = 1(ξ, η), (ξ, η) ∈ Rn+2.

(13)
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Решая задачу Коши (13), находим

Ê(1)(t, ξ, η) = θ(t)(P1(iξ))−1 exp[−(P2(iξ) + ρ2/P1(iξ))t]. (14)

Восстановим распределение E(1) равенством

E(1)(t, x, y) = (2π)−n−2
∫

Rn+2

exp(ix · ξ + iy · η)Ê(1)(t, ξ, η) dξdη. (15)

Заметим, что интеграл (15) может иметь (в силу равенства (14)) несумми-
руемую особенность на гиперплоскости {ξ = 0}. Обойдем эту трудность путем
выбора подходящей регуляризации интеграла (15), например сведением его к
повторному:

E(1)(t, x, y) = (2π)−nθ(t)
∫

Rn

exp(ix · ξ − P2(iξ)t) dξ · Î1(t, y, ξ), (16)

Î1(t, y, ξ) = (2π)−2(P1(iξ))−1
∫

R2

exp(iy · η − ρ2t/P1(iξ)) dη

= (2π)−2(P1(iξ))−1Î2(t, y, ξ). (17)

В интеграле Î2 перейдем к полярным переменным интегрирования (ρ, ψ),
где ρ = |η|, а ψ — угол между векторами y и η:

Î2(t, y, ξ) =
+∞∫

0

exp(−ρ2t/P1(iξ))ρ dρ · Î3(t, y), (18)

Î3(t, y) =
2π∫

0

exp(irρ cosψ) dψ.

Интеграл Î3 вычисляется непосредственно (см. [7, с. 92, формула (7.12.2)])
и равен

Î3(t, y) = 2πJ0(rρ), (19)

где J0(·) — функция Бесселя 1-го рода. Из равенств (18) и (19) получаем, что

Î2(t, y, ξ) = 2π
+∞∫

0

exp(−ρ2t/P1(iξ))J0(rρ)ρ dρ. (20)

Интеграл Î2 из равенства (20) также может быть вычислен непосредственно
(см. [7, с. 60, формула (7.7.3.24)]):

Î2(t, y, ξ) = πt−1P1(iξ) · exp(−P1(iξ)r2/4t). (21)

Объединяя (8), (16), (17) и (21), получаем, что

E(1)(t, x, y) = (4πt)−1(2π)−nθ(t) exp(−ω1)
∫

Rn

exp(iz · ξ − P (iξ)ω2) dξ, (22)
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где автомодельные переменные ω1, ω2 и z определены равенствами (11). Срав-
нивая формулы (12) и (22), немедленно устанавливаем справедливость равен-
ства (10). Теорема доказана.

Замечание 4. Теорема 2 легко может быть обобщена (см. [8]) на слу-
чай y ∈ R2m, m > 1, путем замены «двумерного» лапласиана «2m-мерным»
� = Dy · Dy в операторе L(1) из равенства (7); при этом соответствующее
фундаментальное решение Коши E(m)(t, x, y) может быть получено из фунда-
ментального решения E(1), определенного равенствами (10), (11), с помощью
формулы

E(m) = (−2π)1−m
(

∂

r∂r

)m−1

E(0), r = |y|, m = 2, 3, . . . .

§ 3. Некоторые приложения

Проиллюстрируем на примерах приложения изложенного выше метода для
построения фундаментальных решений некоторых известных уравнений мате-
матической физики. Ограничимся случаем n = 1 (т. е. x, bj — скаляры). В
дальнейшем в силу традиций вместо y1, y2 будем употреблять обозначение y,
z, а вместо � — обозначение �(y,z); r =

√
y2 + z2 — полярный радиус в цилин-

дрической системе координат (x, r, ψ).
Пример 1. Пусть P2(Dx) = −D2

x, т. е.

L(0) ≡ ∂

∂t
−D2

x, E(0)(t, x) = 2−1(πt)−1/2θ(t) exp(−x2/4t). (23)

1. Нестационарное вязкое трансзвуковое уравнение (см. [4]) с оператором

L(1) ≡ Dx
∂

∂t
−D3

x −�(y,z). (24)

С помощью теоремы 2 (точнее, формул (6)–(8), (10), (11), (23), (24)) находим
фундаментальное решение Коши:

E(1)(t,~r) = 8−1(πt)−3/2θ(t) exp(−(x− r2/4t)2/4t). (25)

2. Одно из многочисленных обобщений одномерного уравнения Кельвина —
Фойгта на трехмерный случай (см. [2, 3]) с оператором

L(1) ≡
(
1−D2

x

) ∂
∂t
−�(y,z). (26)

Согласно теореме 2 находим, что

E(1)(t,~r) = (4π3/2rt1/2)−1 exp[−(4r4 + (r2 − 4xt)2)/4r2t]. (27)

3. Уравнение, часто встречающееся в теории пограничного слоя (см. [9]),
с оператором

L(1) ≡ −D2
x

∂

∂t
+D4

x −�(y,z). (28)

С учетом теоремы 2 находим

E(1)(t,~r) = (4π3/2(r2t+ 4t3)1/2)−1 exp[−x2t/(r2 + 4t)]. (29)



796 Ю. В. Засорин

Пример 2. Пусть P2(Dx) = −D3
x, т. е.

L(0) =
∂

∂t
−D3

x, E(0)(t, x) = (3t)−1/3 Ai(x(3t)−1/3), (30)

где L(0) — оператор из уравнения Кортевега — де Фриза, Ai(·) — функция Эйри
1-го рода (см. [10]).

1. Пространственное уравнение Кадомцева — Петвиашвили (см. [2]) с опе-
ратором:

L(1) ≡ Dx
∂

∂t
−D4

x −�(y,z). (31)

С помощью теоремы 2 (точнее, формул (6)–(8), (10), (11), (30), (31)) нахо-
дим, что

E(1)(t,~r) = (31/34πt4/3)−1Ai(−(x− r2/4t)(3t)−1/3). (32)

2. Еще одно обобщение одномерного уравнения Кельвина — Фойгта на
трехмерный случай (см. [2, 3]) с оператором:

L(1) ≡ −
(
Dx −D3

x

) ∂
∂t
−�(y,z). (33)

Применение теоремы 2 к формулам (30), (33) дает

E(1)(t,~r) = (481/3πr2/3t2/3)−1 Ai(48−1/3r4/3t−2/3 − (4/3)1/3xr−2/3t1/3). (34)

3. Одно из обобщений уравнения Кортевега — де Фриза на пространствен-
ный случай (см. [3]) с оператором:

L(1) ≡ D3
x

∂

∂t
−D6

x −�(y,z). (35)

С помощью теоремы 2 имеем

E(1)(t,~r) = (24/331/3π(r2t2 + 4t4))−1 Ai(−x/31/3(t+ r2/4t)1/3). (36)

Замечание 5. Формулы (25), (32) фундаментальных решений E(1) для
операторов L(1) из равенств (24), (31) соответственно были получены ранее
(формула (25) — Ю. В. Засориным (см. [4]), формула (31) — Ю. В. Засори-
ным и М. В. Придущенко (см. [5])) «честным», но значительно более сложным
методом преобразования Фурье; формулы (27), (29), (34), (36) для операторов
(26), (28), (31) и (33) являются, насколько известно автору, новыми и ранее не
известными.
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