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ФУНКЦИЙ НА ГРУППАХ КАРНО
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Аннотация: Обобщена классическая теорема Уитни об описании ограничений
функций различной гладкости на замкнутые множества группы Карно. Основные
результаты работы сформулированы в [1].
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1. Обозначения и предварительные сведения

Группой Карно [2] называется связная односвязная группа Ли G, алгебра
Ли которой нильпотентна и градуирована, т. е. представляется в виде

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm, [V1, Vj ] = Vj+1, j < m, [V1, Vm] = 0.

Пусть N — топологическая размерность группы G и X1, X2, . . . , XN — левоин-
вариантные векторные поля на G, образующие базис алгебры Ли V , причем
X1, . . . , Xn1 — базис V1, Xn1+···+ni−1+1, . . . , Xn1+···+ni , 1 < i ≤ m, — базис Vi,
образованный коммутаторами порядка i−1 некоторых базисных векторных по-
лей пространства V1. Здесь n1 = n, n2, . . . , nm — размерности подпространств
V1, . . . , Vm соответственно.

Если Xi ∈ Vdi , то число di называется степенью поля Xi. Векторные поля
Xi степени di = 1 далее будем называть горизонтальными.

Экспоненциальное отображение x = exp
N∑
i=1

xiXi будет диффеоморфизмом

алгебры V на группу G, посредством которого объекты, определенные на ал-
гебре, переносятся на группу. Пусть η1, . . . , ηN — координатные функции, опре-
деляемые следующим образом: ηi(x) = xi. В этих координатах семейство рас-
тяжений δt, где t > 0, определяется как δt(x) с координатами ηi(δt(x)) = tdixi.

Однородная норма ρ — это непрерывная на G функция класса C∞(G\{0}),
обладающая свойствами: ρ(x) ≥ 0, причем ρ(x) = 0 тогда и только тогда, когда
x = 0; ρ(x−1) = ρ(x); ρ(δt(x)) = tρ(x), t > 0; ρ(xy) ≤ κ(ρ(x) + ρ(y)), κ ≥ 1.
Справедлива оценка |ηi(x)| ≤ ρ(x)di .

Иногда удобнее работать с метрикой Карно — Каратеодори dCC(x, y) на
группе G, определяемой следующим образом: dCC(x, y) — это длина кратчай-
шей горизонтальной кривой, соединяющей точки x и y. Такая кривая в си-
лу теоремы Рашевского — Чоу существует (далее будем обозначать ее через
γ(x, y)), и метрика dCC(x, y) эквивалентна квазиметрике ρ(y−1x).

Хаусдорфова размерность группы G равна Q =
N∑
i=1

di =
m∑
i=1

ini.
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Если I = (i1, . . . , iN ) — мультииндекс, то через XI мы обозначаем диф-
ференциальный оператор XI = Xi1

1 . . . XiN
N , |I| = i1 + · · · + iN , а через d(I) =

d1i1 + · · ·+ dN iN — однородный порядок мультииндекса.
Очевидно, |ηI(x)| ≤ ρ(x)d(I), где выражение ηI = ηi11 . . . ηiNN мы будем назы-

вать мономом однородной степени d(I). Однородным многочленом однородной
степени d называется линейная комбинация мономов одной и той же одно-
родной степени d. Многочленом однородной степени d называется линейная
комбинация мономов однородной степени не выше d.

Символ ei используется для обозначения мультииндекса ei = (0, . . . , 1, . . . , 0),
где 1 стоит на i-м месте. Буква C будет обозначать, вообще говоря, различные
константы, зависящие только от показателя γ и характеристик группы G.

2. Формула Тейлора на группах Карно

2.1. Свойства дифференциальных операторов. В [2] показывается,
что базисные векторные поля представляются в виде

Xi =
∂

∂ηi
+
∑

dk>di

Pik
∂

∂ηk
, (2.1)

где Pik — однородный многочлен однородной степени dk − di, а дифференци-
альные операторы XJ высших порядков представляются в виде

XJ =
∑

|K|≤|J|,
d(K)≥d(J)

PJK

(
∂

∂η

)K
, (2.2)

где PJK — однородный многочлен однородной степени d(K)− d(J).
Легко проверить, что справедлива формула Лейбница дифференцирования

произведения функций:

XI(f · g) =
∑

I1+I2=I

CI1,I2X
I1f ·XI2g. (2.3)

Нам еще понадобится формула

XI(XJf) =
∑

d(S)=d(I)+d(J)

γIJSX
Sf, (2.4)

здесь перестановка операторов осуществляется по правилу XjXi = XiXj −
[Xi, Xj ], где j > i, при этом однородный порядок операторов сохраняется. В
действительности γIJS = 0, если |S| ≥ |I|+ |J |, S 6= I + J , и γIJ,I+J = 1, так что
можно переписать (2.4) в виде

XI(XJf) = XI+Jf +
∑

d(S)=d(I)+d(J),
|S|<|I|+|J|

γIJSX
Sf.

Заметим, что если подействовать оператором XJ на однородный многочлен
однородной степени m, то результатом будет однородный многочлен однород-
ной степени m − d(J). Действительно, каждое слагаемое в (2.2) будет иметь
однородную степень d(K)− d(J) +m− d(K) = m− d(J).
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Предложение 1. В формуле (2.2) PJJ = 1 и PJK = 0, если |K| = |J |,
d(K) = d(J), K 6= J , т. е. (2.2) можно переписать в виде

XJ =
(
∂

∂η

)J
+

∑

|K|<|J|,
d(K)=d(J)

PJK

(
∂

∂η

)K
+

∑

|K|≤|J|,
d(K)>d(J)

PJK

(
∂

∂η

)K
. (2.5)

Формула (2.5) доказывается индукцией по J стандартным образом.
Поскольку PJK |η=0 = 0, если d(K) > d(J), то

XJ |η=0 =
∑

|K|≤|J|,
d(K)=d(J)

PJK

(
∂

∂η

)K∣∣∣∣
0

=
(
∂

∂η

)J ∣∣∣∣
0

+
∑

|K|<|J|,
d(K)=d(J)

PJK

(
∂

∂η

)K∣∣∣∣
0
, (2.6)

здесь PJK — константы.

2.2. Формула Тейлора. Определение многочлена Тейлора на группе
Карно G приведено в книге [2].

Определение 1. Многочлен

P (x, y) =
∑

d(I)≤k

aI(y)
ηI(y−1x)

I!
(2.7)

называется многочленом Тейлора однородной степени k для функции f(x) в
окрестности точки y, если для всех d(J) ≤ k выполняется

XJf(y) = XJP |x=y.

Найдем из этого условия коэффициенты aI(y). Имеем

XJf(y) =
∑

d(I)≤k

aI(y)
(
XJ ηI(y−1x)

I!

)∣∣∣∣
0
, d(J) ≤ k.

Из (2.6) следует, что

XJf(y) =
∑

d(I)≤k

aI(y)
((

∂

∂η

)J
ηI(y−1x)

I!

)∣∣∣∣
0

+
∑

d(I)≤k

∑

|K|<|J|,
d(K)=d(J)

aI(y)PJK

((
∂

∂η

)K
ηI(y−1x)

I!

)∣∣∣∣
0
, d(J) ≤ k.

В первой сумме I = J , а во второй должно быть I = K:

XJf(y) = aJ(y) +
∑

d(I)=d(J),
|I|<|J|

aI(y)PJI , d(J) ≤ k. (2.8)

Мы получили систему линейных уравнений треугольного вида относительно
aI(y). Ее решение находится по формуле

aI(y) =
∑

d(K)=d(I),
|K|≤|I|

βIKX
Kf(y) = XIf(y) +

∑

d(K)=d(I),
|K|<|I|

βIKX
Kf(y), (2.9)

где βIK — константы, βII = 1 и βIK = 0, если d(K) = d(I), |K| = |I|, K 6= I.
Формула (2.9) доказывается по индукции. Таким образом, справедливо

следующее утверждение.
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Предложение 2. Многочлен Тейлора однородной степени k для функции
f(x), заданной на группе Карно G, в окрестности точки y имеет вид (2.7) с
коэффициентами, вычисляемыми по формуле (2.9).

Для остаточного члена в формуле Тейлора Rk(x, y) = f(x) − P (x, y) спра-
ведливы оценки (см. [2, c. 34, 35]): если f ∈ Ck, то

|Rk(x, y)| ≤ Ckρ(y−1x)k sup
ρ(z)≤bkρ(y−1x),

d(I)=k

|XIf(yz)−XIf(y)|; (2.10)

если f ∈ Ck+1, то

|Rk(x, y)| ≤ C ′kρ(y
−1x)k+1 sup

ρ(z)≤bk+1ρ(y−1x),
d(I)=k+1

|XIf(yz)|. (2.11)

Здесь b — константа из теоремы Лагранжа (см. [2, с. 33]): если f ∈ C1, то

|f(x)− f(y)| ≤ Cρ(y−1x) sup
ρ(z)≤bρ(y−1x),

i=1,...,n

|Xif(yz)|. (2.12)

Из (2.11) следует утверждение: если f — многочлен однородной степени не
выше k, то Rk ≡ 0. Таким образом, мы получили вид формулы Тейлора для
многочленов.

Предложение 3. Пусть f(x) — многочлен однородной степени k. Тогда

f(x) =
∑

d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKX
Kf(y)

)ηL(y−1x)
L!

.

Докажем еще одно важное свойство многочлена Тейлора.

Предложение 4. Имеет место равенство

XJP (x, y) =
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKX
K(XJf(y))

)ηL(y−1x)
L!

, (2.13)

т. е. производная XJ от многочлена Тейлора однородной степени k функции f
есть многочлен Тейлора однородной степени k − d(J) функции XJf .

Действительно, обозначим g(x) = P (x, y) и запишем формулу Тейлора для
функции XJg = XJP — многочлена однородной степени не выше k − d(J) (см.
предложение 3):

XJP (x, y) =
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKX
K(XJg(y))

)ηL(y−1x)
L!

,

откуда немедленно следует (2.13), поскольку XIg(y) = XIP |x=y = XIf(y) для
d(I) ≤ k по определению многочлена Тейлора.
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3. Теоремы типа Уитни для пространств Липшица

3.1. Пространства Липшица. Пусть k < γ ≤ k + 1, где k целое, k ≥ 0.

Определение 2. Будем говорить, что функция f , заданная на G, принад-
лежит пространству Липшица Lip(γ,G), если существует константа M , для
которой выполняется (для всех d(J) ≤ k)

|XJf(x)| ≤M, |RJ(x, y)| ≤Mρ(y−1x)γ−d(J) для любых x, y ∈ G. (3.1)

Здесь

RJ(x, y) = XJf(x)− PJ(x, y) = XJf(x)

−
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSX
Sf(y)

)ηL(y−1x)
L!

(3.2)

— остаток тейлоровского разложения функции XJf(x) в окрестности точки y.
Нормой функции f в этом пространстве назовем наименьшую постоянную M ,
для которой выполняется (3.1).

Для замкнутого множества F ⊂ G определим пространство Lip(γ, F ), эле-
ментами которого будут наборы функций {fJ}d(J)≤k, заданных на F .

Определение 3. Набор функций {fJ}d(J)≤k, заданных на F , принадле-
жит пространству Липшица Lip(γ, F ), если существует константа M , для кото-
рой выполняется (для всех d(J) ≤ k)

|fJ(x)| ≤M ; |RJ(x, y)| ≤Mρ(y−1x)γ−d(J) для любых x, y ∈ F. (3.3)

Здесь

RJ(x, y) = fJ(x)− PJ(x, y)

= fJ(x)−
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJS fS(y)
)ηL(y−1x)

L!
. (3.4)

Нормой набора {fJ} в этом пространстве назовем наименьшую постоянную M ,
для которой выполняется (3.3).

Замечание 1. В случае F = G эти два определения эквивалентны, т. е.
если для данной функции f существует набор функций fJ , удовлетворяющий
(3.3), то функция f имеет непрерывные производные XJf , где d(J) ≤ k, XJf =
fJ , и выполняется (3.1).

Доказательство этого утверждения аналогично рассуждениям при доказа-
тельстве леммы 6, вместо неравенств (3.14) и (3.15) используется оценка (3.3)
для RJ(x, y).

Наша основная задача — доказать, что

Lip(γ,G)|F = Lip(γ, F ).

Это вытекает из теоремы о следах и теоремы о продолжении.
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Теорема 1. Если f ∈ Lip(γ,G), то набор функций {fJ}d(J)≤k принадле-
жит пространству Lip(γ, F ), где fJ = XJf |F — следы на F производных XJf
функции f с d(J) ≤ k, причем

‖{fJ}d(J)≤k‖Lip(γ,F ) ≤ ‖f‖Lip(γ,G).

Справедливость теоремы о следах очевидна, если положить fJ = XJf |F ,
поскольку в этом случае из (3.1) следует (3.3).

Сформулируем теорему о продолжении.

Теорема 2. Существует линейный оператор продолжения Ek, непрерывно
отображающий пространство Lip(γ, F ) в пространство Lip(γ,G), причем нор-
ма оператора ограничена постоянной, не зависящей от замкнутого множества
F ⊂ G, т. е. если набор функций {fJ}d(J)≤k принадлежит Lip(γ, F ), то f =
Ek({fJ}) ∈ Lip(γ,G), причем

‖f‖Lip(γ,G) ≤ C‖{fJ}‖Lip(γ,F ),

где C не зависит от множества F .
Следующее свойство позволит нам упростить рассуждения.

Лемма 1. Если функция f непрерывна и ограничена в G и имеет непре-
рывные ограниченные производные XJf до порядка k включительно (т. е. d(J)
≤ k), причем XJf ∈ Lip(γ − k,G) для d(J) = k, то f ∈ Lip(γ,G).

Доказательство. Достаточно доказать, что
|RJ(x, y)| ≤Mρ(y−1x)γ−d(J)

для d(J) < k. Поскольку f ∈ Ck, справедлива оценка (2.10) для RJ :

|RJ(x, y)| ≤ Cρ(y−1x)k−d(J) sup
ρ(z)≤cρ(y−1x),
d(I)=k−d(J)

|XIXJf(yz)−XIXJf(y)|

≤ Cρ(y−1x)k−d(J) sup
ρ(z)≤cρ(y−1x),

d(L)=k

|XLf(yz)−XLf(y)|

≤ Cρ(y−1x)k−d(J) sup
ρ(z)≤cρ(y−1x)

(Mρ(z)γ−k) ≤ CMρ(y−1x)γ−d(J).

Мы использовали то, что XLf ∈ Lip(γ − k,G) для d(L) = k, следовательно,
|XLf(yz)−XLf(y)| ≤Mρ(z)γ−k,

а также то, что ρ(z) ≤ cρ(y−1x) и γ − k > 0. Лемма доказана. �

3.2. Свойства многочленов тейлоровского типа на группах Карно.
Пусть {fJ}d(J)≤k — набор функций, заданных на F . Обозначим

P (x, t) =
∑

d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKfK(t)
)ηL(t−1x)

L!
, x ∈ G, t ∈ F,

PJ(x, t) =
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK

×
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSfS(t)
)ηL(t−1x)

L!
, x ∈ G, t ∈ F,

RJ(x, t) = fJ(x)− PJ(x, t), x, t ∈ F.
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Лемма 2. Справедливы следующие соотношения:

XJP (x, t) = PJ(x, t), x ∈ G, t ∈ F ; (3.5)

XSPJ(x, t) =
∑

d(M)=d(J)+d(S)

γSJMPM (x, t), x ∈ G, t ∈ F ; (3.6)

PJ(x, t)− PJ(x, s) =
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK

×
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJS RS(t, s)
)ηL(t−1x)

L!
, x ∈ G, t, s ∈ F. (3.7)

Доказательство. Докажем (3.5). Обозначим g(x) = P (x, t) для фиксиро-
ванного t и разложим g(x) по формуле Тейлора, учитывая, что g(x) — многочлен
однородной степени не выше k (см. предложение 3):

g(x) =
∑

d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKX
Kg(t)

)ηL(t−1x)
L!

.

Отсюда ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKX
Kg(t) =

∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKfK(t),

или, если учесть, что βLL = 1 и βLK = 0 при d(K) = d(L), |K| = |L|, K 6= L, то

(XLg(t)− fL(t)) +
∑

d(K)=d(L),
|K|<|L|

βLK(XKg(t)− fK(t)) = 0.

Можно доказать по индукции, что fK(t) = XKg(t) для всех K. Для этого
фиксируем d(L) = d и обозначим l = min{|L| : d(L) = d}.

Если |L| = l, то не существует таких K, для которых K < L, и поэтому
XLg(t) − fL(t) = 0. Пусть j > l и утверждение уже доказано для всех L с
|L| < j. Тогда для |L| = j

(XLg(t)− fL(t)) +
∑

d(K)=d,
|K|<j

βLK(XKg(t)− fK(t)) = XLg(t)− fL(t) = 0,

т. е. fK(t) = XKg(t) для всех K.
Разложим по формуле Тейлора многочлен XJg(x) однородной степени не

выше k−d(J) (см. предложение 3), учитывая доказанное выше и формулу (2.4):

XJg(x) =
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJS XSg(t)
)ηL(t−1x)

L!

=
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJS fS(t)
)ηL(t−1x)

L!
= PJ(x, t).
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Поскольку XJg(x) = XJP (x, t), то (3.5) доказано.
Равенство (3.6) следует из (3.5) и (2.4):

XSPJ(x, t) = XS(XJP (x, t)) =
∑

d(M)=d(J)+d(S)

γSJMXMP (x, t)

=
∑

d(M)=d(J)+d(S)

γSJMPM (x, t).

Докажем (3.7). Для этого разложим PJ(x, t)−PJ(x, s) по формуле Тейлора
по x в окрестности точки t, учитывая, что это многочлен однородной степени
не выше k − d(J) (см. предложение 3), и используя (3.6):

PJ(x, t)− PJ(x, s)

=
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKX
K(PJ(x, t)− PJ(x, s))|x=t

)ηL(t−1x)
L!

=
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJS(PS(t, t)− PS(t, s))
)ηL(t−1x)

L!

=
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJS(fS(t)− PS(t, s))
)ηL(t−1x)

L!

=
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSRS(t, s)
)ηL(t−1x)

L!
.

Здесь мы использовали то, что PJ(t, t) = fJ(t). Действительно, так как
η(t−1t) = 0, то

PJ(t, t) =
∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSfS(t)
)ηL(t−1t)

L!

=
∑

d(K)=0,
|K|≤0

β0K
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSfS(t) =
∑

d(S)=d(J)

γ0JS fS(t),

поскольку K = 0. Но эта сумма равна fJ(t), так как γ0JJ = 1 и γ0JS = 0, если
S 6= J . Это следует из того, что при K = 0 для любой функции g согласно (2.4)

XJg = XK(XJg) =
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSX
Sg =

∑

d(S)=d(J)

γ0JS XSg.

Лемма доказана. �

3.3. Декомпозиция Уитни. Для построения оператора продолжения Ek

нам понадобится декомпозиция Уитни и связанное с ней разбиение единицы.
Определение 4. Пусть r > 0. Совокупность шаров Bi = B(xi, r) называ-

ется r-упаковкой на G, если
1) G =

⋃
i
Bi,

2) существует константа c такая, что шары B(xi, r/c) взаимно не пересека-
ются.
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Лемма 3. Для открытого множества cF с непустой границей существует
набор шаров Bi = B(xi, ri) со следующими свойствами.

1. cF =
⋃
i
Bi.

2. Существует такое целое число N0, что в каждой точке x ∈ cF пересека-
ются не более N0 из шаров Bi.

3. Существуют такие константы K1 и K2, 2κ2 < K1 < K2, K2 > 2, что
K1ri ≤ d(xi, F ) ≤ K2ri, где d(xi, F ) = inf

y∈F
ρ(y−1xi) — расстояние от точки xi до

множества F .
4. Cуществует такая константа K3, что для любых шаров Bi и Bj таких,

что Bi ∩Bj 6= ∅, верно 1
K3

ri ≤ rj ≤ K3ri.
5. Существует такая константа K4 > 1, что B

(
xi,

ri
K4

)
∩ B
(
xj ,

rj
K4

)
= ∅ для

любых i и j.
6. Существует разбиение единицы {ϕi}, где ϕi ∈ C∞, suppϕi ⊂ Bi,

∑

i

ϕi(x) = 1 и |XJϕi(x)| ≤ CJ

rd(J)
i

при x ∈ cF.

Доказательство. Будем обозначать через mes(·) меру Лебега на группе
G. Для случая множества конечной меры mes cF < ∞ эта лемма доказана в
[2]. Мы будем следовать схеме, используемой при доказательстве аналогичного
утверждения в статье [3] (см. лемму 5).

В [3] (см. лемму 4) доказано существование r-упаковки на G в метрике dCC ,
где c = K — константа из леммы Винера (см., например, [2, с. 53]). Поскольку
метрика dCC эквивалентна квазиметрике ρ, то существует константа D такая,
что D−1ρ(y−1x) ≤ dCC(x, y) ≤ Dρ(y−1x) для всех x, y. Следовательно, для
любых x ∈ G и r > 0 будет BCC(x, r) ⊂ Bρ(x,Dr) и Bρ(x, r) ⊂ BCC(x,Dr).
Докажем, что для данной r-упаковки, образованной шарами BCC(xi, r), шары
Bρ(xi, Dr) образуют Dr-упаковку. Ясно, что

⋃
i
Bρ(xi, Dr) = G. При этом шары

BCC(xi, r/K) взаимно не пересекаются, а потому не пересекаются и лежащие
внутри них шары Bρ(xi, r/KD). Отсюда следует существование r-упаковки на
G в квазиметрике ρ (с константой c = KD2). Далее через d мы обозначаем
расстояние ρ и под шарами подразумеваем открытые шары в квазиметрике ρ.
Через Mk обозначим r-упаковку, образованную шарами радиуса r = 2k, где k
целое.

Определим слои �k следующим образом: �k = {x ∈ cF : c2k ≤ d(x, F ) ≤
c2k+1}, где k целое, а c > 2 — некоторая константа, выбираемая ниже. Очевид-

но, что cF =
∞⋃

k=−∞
�k. Для каждого k рассмотрим те шары из упаковки Mk,

которые пересекают слой �k, т. е. набор шаров W =
⋃
k
{B ∈Mk : B ∩ �k 6= ∅}.

Тогда
⋃

Bk∈W
Bk = cF . Покажем, что константу c можно выбрать таким обра-

зом, чтобы выполнялись неравенства K1ri ≤ d(xi, F ) ≤ K2ri, Bi ∈ W . Пусть
Bi ∈Mk, тогда ri = 2k. Если Bi ∈W , то найдется точка x ∈ Bi ∩ �k. Поэтому

d(xi, F ) ≤ κ(d(x, F ) + ρ(x−1xi)) ≤ κ(c2k+1 + 2k) = κ(2c+ 1)2k

и
d(xi, F ) ≥ d(x, F )/κ− ρ(x−1xi) ≥ c2k/κ− 2k = (c/κ− 1)2k.
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Если мы выберем c так, что (K1 + 1)κ ≤ c ≤ (K2 − κ)/2κ (что возможно,
если взять K2 достаточно большим), то κ(2c + 1) ≤ K2, c/κ− 1 ≥ K1 и K1ri ≤
(c/κ−1)2k ≤ d(xi, F ) ≤ κ(2c+1)2k ≤ K2ri. В этом случае шары B ∈W заведомо
не будут пересекаться с F (поскольку если x ∈ Bi, то d(x, F ) ≥ d(xi, F )/κ −
ρ(x−1xi) ≥ (K1ri/κ) − ri ≥ ri) и при этом покроют cF . Исключим из набора
W те шары, которые целиком лежат в объединении других шаров из W . Мы
построили набор шаров, удовлетворяющих условиям 1, 3, 5 леммы.

Установим справедливость условия 4. Пусть Bi∩Bj 6= ∅, тогда существует
точка x ∈ Bi ∩Bj и

ρ
(
x−1
i xj

)
≤ κ(ρ(x−1xi) + ρ(x−1xj)) ≤ κ(ri + rj).

Имеем

K1ri ≤ d(xi, F ) ≤ κ
(
ρ
(
x−1
i xj

)
+ d(xj , F )

)
≤ κ2(ri + rj) + κK2rj .

Следовательно, (K1 − κ2)ri ≤ (κ2 + κK2)rj . Поскольку K1 ≥ 2κ2, то ri ≤ K3rj ,
где K3 = (κ2 +κK2)/(K1−κ2). Из соображений симметрии получаем rj ≤ K3ri.

Докажем теперь свойство 2. Пусть точка x входит в m шаров B1, . . . , Bm.
Обозначим один из них через Bi. Согласно свойству 3 имеем ri/K3 ≤ rj ≤ K3ri
для всех j = 1, . . . ,m. Пусть y ∈ Bj . Тогда

ρ
(
x−1
i y
)
≤ κ
(
ρ
(
x−1
i x
)

+ ρ(x−1y)
)
≤ κri + κ2(ρ

(
x−1
j y
)

+ ρ(x−1
j x)

)

≤ κri + 2κ2rj ≤ κ(2κK3 + 1)ri,

т. е. Bj ⊂ B(xi,K0ri) для всех j = 1, . . . ,m, где K0 = κ(2κK3 + 1). Рассмотрим
непересекающиеся шары B̃j = B(xj , rj/K4). Имеем

m∑

j=1

mes B̃j = mes
m⋃

j=1

B̃j ≤ mesB(xi,K0ri) = (K0ri)Q.

Следовательно,
m∑
j=1

(rj/K4)Q ≤ (K0ri)Q и m(ri/K3K4)Q ≤ (K0ri)Q. Таким обра-

зом, m ≤ (K0K3K4)Q, и свойство 2 доказано.
Утверждение 6 следует из утверждения 4 и леммы (3.7) в [2]. �

Введем следующие обозначения. Для Bi ⊂ cF обозначим через pi такую
точку из F , что

d(xi, F ) = ρ(p−1
i xi). (3.8)

Для произвольной точки x ∈ cF будем обозначать через δ(x) расстояние от x
до множества F , т. е. δ(x) = d(x, F ).

Лемма 4. Выполняются следующие соотношения:

ρ(x−1pi) ∼ d(xi, F ) ∼ ri ∼ δ(x), x ∈ Bi; (3.9)

ρ(y−1pi) ≤ Cρ(y−1x), y ∈ F, x ∈ Bi. (3.10)

Здесь и далее запись A ∼ B означает, что существуют положительные
константы C1 и C2, зависящие только от характеристик группы G, такие, что
выполняется неравенство C1A ≤ B ≤ C2A.

Доказательство. Установим (3.9). Пусть x ∈ Bi. Тогда по свойствам
квазинормы ρ имеем

ρ(x−1pi) ≤ κ
(
ρ
(
x−1xi

)
+ ρ
(
x−1
i pi
))
≤ κ(ri + d(xi, F )) ≤ κ

(
K−1

1 + 1
)
d(xi, F ).
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С другой стороны,

d(xi, F ) = ρ
(
x−1
i pi
)
≤ κ(ρ(x−1xi) + ρ(x−1pi))

≤ κ(ri + ρ(x−1pi)) ≤ κ
(
K−1

1 d(xi, F ) + ρ(x−1pi)
)
.

Следовательно, d(xi, F )(1 − κK−1
1 ) ≤ κρ(x−1pi), откуда (поскольку K1 > κ)

вытекает, что d(xi, F ) ≤ κK1(K1 − κ)−1ρ(x−1pi). Таким образом, ρ(x−1pi) ∼
d(xi, F ) ∼ ri.

Далее,

δ(x) = d(x, F ) ≤ κ(ρ(x−1xi) + d(xi, F )) ≤ κ(1 +K2)ri.

Вместе с тем

d(xi, F ) ≤ κ(ρ(x−1xi) + d(x, F )) ≤ κ(ri + δ(x)).

Значит, δ(x) ≥ d(xi, F )/κ− ri ≥ (K1/κ− 1)ri. Таким образом, ri ∼ δ(x), и (3.9)
доказано.

Докажем (3.10). Пусть y ∈ F , x ∈ Bi. Тогда из (3.9) следует, что

ρ(y−1pi) ≤ κ(ρ(y−1x) + ρ(x−1pi)) ≤ κ(ρ(y−1x) + C ′d(xi, F )). (3.11)

Но

d(xi, F ) ≤ κ(ρ(x−1xi) + d(x, F )) ≤ κ(ri + ρ(y−1x)) ≤ κ(K−1
1 d(xi, F ) + ρ(y−1x)).

Следовательно,

ρ(y−1x) ≥ κ−1d(xi, F )−K−1
1 d(xi, F ) = (K1 − κ)(κK1)−1d(xi, F ),

т. е. d(xi, F ) ≤ κK1(K1 − κ)−1ρ(y−1x). Из (3.11) получаем

ρ(y−1pi) ≤ κ(1 + C ′κK1(K1 − κ)−1)ρ(y−1x) = Cρ(y−1x),

что доказывает (3.10). �

3.4. Оператор продолжения. Оператор продолжения набора функций
{fJ}d(J)≤k, заданных на множестве F , на всю группу G определяется следую-
щим образом:

f(x) = Ek({fJ})(x) =

{
f0(x), x ∈ F ;
′∑
i
P (x, pi)ϕi(x), x ∈ cF, (3.12)

где

P (x, y) =
∑

d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKfK(y)
)ηL(y−1x)

L!
, x ∈ G, y ∈ F,

{ϕi} — разбиение единицы, а точки pi определяются из равенства (3.8). Знак
′∑

означает, что сумма берется не по всем шарам Bi, содержащим точку x, а
только по тем, для которых d(xi, F ) ≤ 1.

Замечание 2. Так как каждая из функций ϕi входит в класс C∞ и сумма
по i для каждого x содержит не более N0 слагаемых, то продолженная функция
f(x) принадлежит классу C∞ на cF и тем более непрерывна на cF .
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Замечание 3. Если k = 0, то оператор продолжения (3.12) имеет вид

E0(f)(x) =

{
f(x), x ∈ F ;
∑
i
f(pi)ϕi(x), x ∈ cF.

Замечание 4. Если x ∈ Bi, то δ(x) = d(x, F ) ∼ d(xi, F ), т. е. существуют
такие константы C1 и C2, что

— если δ(x) ≤ C1, то сумма
′∑

есть полная сумма по всем шарам Bi,
содержащим точку x;

— если C1 ≤ δ(x) ≤ C2, то сумма
′∑

содержит конечное число слагаемых;
— если δ(x) > C2, то сумма

′∑
тождественно нулевая.

В случае C1 ≤ δ(x) ≤ C2 выполняется

|XJf(x)| ≤ AJM (3.13)

для всех J . Действительно, пусть C1 ≤ δ(x) ≤ C2. Тогда

XJf(x) = XJ
(
′∑

i

P (x, pi)ϕi(x)
)

=
′∑

i

∑

J1+J2=J

CJ1,J2PJ1(x, pi)X
J2ϕi(x)

и

|XJf(x)| ≤ C
′∑

i

∑

J1+J2=J

|PJ1(x, pi)| · |XJ2ϕi(x)| ≤ C
′∑

i

∑

J1+J2=J

r−d(J2)
i

×
∣∣∣

∑

d(J1)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J1)+d(K)

γKJ1S fS(pi)
)ηL(p−1

i x)
L!

∣∣∣

≤ C
′∑

i

∑

J1+J2=J

∑

L,K,S

|fS(pi)|ρ(p−1
i x)d(L)r−d(J2)

i ≤ CM

в силу того, что сумма содержит конечное число слагаемых, и того, что

ρ(p−1
i x)d(L)r−d(J2)

i ∼ δ(x)d(L)−d(J2) ≤ C,

так как C1 ≤ δ(x) ≤ C2.
В дальнейшем мы будем рассматривать лишь те x, для которых δ(x) ≤ C1.

3.5. Доказательство теоремы о продолжении.

Лемма 5. Справедливы следующие неравенства:

|f(x)− P (x, a)| ≤ AMρ(a−1x)γ , x ∈ G, a ∈ F ; (3.14)

|XJf(x)− PJ(x, a)| ≤ AMρ(a−1x)γ−d(J), x ∈ G, a ∈ F, d(J) ≤ k; (3.15)
|XJf(x)| ≤ AM, x ∈ G, d(J) ≤ k; (3.16)

|XJf(x)| ≤ AMδ(x)γ−k−1, x ∈ cF, d(J) = k + 1. (3.17)

Доказательство. Докажем неравенство (3.14). Оно, очевидно, выполня-
ется для x ∈ F с A = 1. Предположим, что x ∈ cF , δ(x) ≤ C1. Тогда из (3.7) и
того, что

∑
i
ϕi(x) = 1, получаем

f(x)− P (x, a) =
∑

i

(P (x, pi)− P (x, a))ϕi(x)

= −
∑

i

∑

d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLKRK(a, pi)
)ηL(a−1x)

L!
ϕi(x).
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Отсюда

|f(x)− P (x, a)| ≤ C
∑

d(L)≤k

∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

∑

i

|RK(a, pi)| · |ηL(a−1x)| · |ϕi(x)|

≤ CM
∑

L,K

∑

i

ρ(a−1pi)γ−d(K)ρ(a−1x)d(L)

≤ CM
∑

L,K

∑

i

ρ(a−1x)γ−d(L)+d(L) ≤ AMρ(a−1x)γ .

Мы использовали то, что ρ(a−1pi) ≤ Cρ(a−1x) (неравенство (3.10)), γ − d(K) =
γ − d(L) > 0 и что сумма содержит конечное число слагаемых.

Докажем неравенство (3.15). Оно, очевидно, выполняется для x ∈ F с
A = 1, если учесть, что XJf(x) = fJ(x) для x ∈ F (это мы докажем позже).
Предположим, что x ∈ cF , δ(x) ≤ C1. Тогда из (3.5) следует, что

XJf(x) = XJ
(∑

i

P (x, pi)ϕi(x)
)

=
∑

i

PJ(x, pi)ϕi(x)

+
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2PJ1(x, pi)X
J2ϕi(x).

Если ρ(a−1x) ≤ βδ(x), где β > 1 — некоторая постоянная, то возьмем b = a; если
же ρ(a−1x) > βδ(x), то выберем любую точку b ∈ F такую, что ρ(b−1x) ≤ βδ(x).
Ясно, что в обоих случаях

ρ(b−1x) ≤ βδ(x), ρ(b−1x) ≤ ρ(a−1x).

Поскольку
∑
i
ϕi(x) ≡ 1 и

∑
i
XJ2ϕi(x) ≡ 0 для x ∈ cF и 0 < d(J2) ≤ k, из (3.7)

получаем

XJf(x)− PJ(x, a) =
∑

i

(P (x, pi)− P (x, a))ϕi(x)

+
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2(PJ1(x, pi)− PJ1(x, b))X
J2ϕi(x) = −

∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2

×
∑

d(J1)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J1)+d(K)

γKJ1S RS(b, pi)
)ηL(b−1x)

L!
XJ2ϕi(x)

−
∑

i

∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSRS(a, pi)
)ηL(a−1x)

L!
ϕi(x).

Поэтому

|XJf(x)− PJ(x, a)| ≤ C
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

|RS(b, pi)| · |ηL(b−1x)| · |XJ2ϕi(x)|

+ C
∑

i

∑

L,K,S

|RS(a, pi)| · |ηL(a−1x)| · |ϕi(x)|
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≤ CM
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

ρ(p−1
i b)γ−d(S)ρ(b−1x)d(L)r−d(J2)

i

+ CM
∑

i

∑

L,K,S

ρ(p−1
i a)γ−d(S)ρ(a−1x)d(L).

В первой сумме γ − d(S) = γ − d(J1)− d(K) = γ − d(J1)− d(L) > 0 и ρ(p−1
i b) ≤

Cρ(b−1x) согласно (3.10). Поскольку ρ(b−1x) ≤ βδ(x), имеем

r−d(J2)
i ∼ δ(x)−d(J2) ≤ Cρ(b−1x)−d(J2).

Во второй сумме γ − d(S) = γ − d(J)− d(K) = γ − d(J)− d(L) > 0 и ρ(p−1
i a) ≤

Cρ(a−1x) согласно (3.10). Поэтому

|XJf(x)− PJ(x, a)| ≤ CM
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

ρ(b−1x)γ−d(J1)−d(L)+d(L)−d(J2)

+ CM
∑

i

∑

L,K,S

ρ(a−1x)γ−d(J)−d(L)+d(L) ≤ CM
∑

i

∑

J1+J2=J

∑

L,K,S

ρ(a−1x)γ−d(J)

≤ AMρ(a−1x)γ−d(J),

поскольку ρ(b−1x) ≤ ρ(a−1x), γ − d(J) > 0 и сумма содержит конечное число
слагаемых.

Неравенство (3.16) следует из (3.15), если для x ∈ G выбрать такую точку
a ∈ F , что ρ(a−1x) ≤ C. Это возможно в силу того, что сумма

′∑
берется только

по тем шарам Bi, расстояние от которых до F ограничено сверху некоторой
константой.

Докажем (3.17). Пусть x ∈ cF , δ(x) ≤ C1, d(J) = k + 1. Имеем

XJf(x) =
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2PJ1(x, pi)X
J2ϕi(x),

здесь J2 6= 0, так как XJ1P ≡ 0 при J1 = J , d(J) = k+ 1. Выберем такую точку
a ∈ F , что ρ(a−1x) = δ(x). Поскольку

∑
i
XJ2ϕi(x) ≡ 0 для x ∈ cF , из (3.7)

получаем

XJf(x) =
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2(PJ1(x, pi)− PJ1(x, a))X
J2ϕi(x)

= −
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2

∑

d(J1)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK

×
∑

d(S)=d(J1)+d(K)

γKJ1SRS(a, pi)
)ηL(a−1x)

L!
XJ2ϕi(x)

и

|XJf(x)| ≤ C
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

|RS(a, pi)| · |ηL(a−1x)| · |XJ2ϕi(x)|



Теоремы типа Уитни 745

≤ CM
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

ρ(p−1
i a)γ−d(S)ρ(a−1x)d(L)r−d(J2)

i

≤ CM
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

δ(x)γ−d(J1)−d(L)+d(L)−d(J2)

≤ CM
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

δ(x)γ−d(J) ≤ AMδ(x)γ−k−1.

Здесь мы использовали то, что ρ(a−1x) = δ(x), ri ∼ δ(x), ρ
(
p−1
i a
)
≤ Cρ(a−1x)

согласно (3.10), γ−d(S) = γ−d(J1)−d(K) = γ−d(J1)−d(L) > 0, d(J) = k+1, а
также то, что сумма содержит конечное число слагаемых. Лемма доказана. �

Лемма 6. Функция f = Ek({fJ}) имеет непрерывные ограниченные про-
изводные XJf в G для всех d(J) ≤ k, причем XJf(x) = fJ(x) для x ∈ F .

Доказательство. Докажем лемму по индукции. Сама функция f огра-
ничена (из (3.16)), непрерывна на cF и совпадает с f0 на F . Докажем непре-
рывность f в точке a ∈ F . Пусть x ∈ G. Тогда из (3.14) следует, что

|f(x)− f(a)| ≤ |f(x)− P (x, a)|+ |f(a)− P (x, a)|
≤ AMρ(a−1x)γ +O(ρ(a−1x))→ 0 (3.18)

при ρ(a−1x)→ 0.
Пусть утверждение доказано для |J | ≤ m, d(J) ≤ k: существуют непрерыв-

ные ограниченные производные XJf в G, причем XJf = fJ на F . Докажем это
для |I| = m+ 1, d(I) ≤ k. Пусть I = ei + J с |J | = m, т. е. XI = XiXJ .

Из равенства XJf(a) = fJ(a) для a ∈ F вытекает справедливость соотно-
шения (3.15) и для x ∈ F .

Ясно, что в точке x ∈ cF существуют непрерывные производные всех по-
рядков. Докажем, что в точке a ∈ F существует производная

XiX
Jf(a) =

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSfS(a).

Действительно,
∣∣∣t−1(XJf(a · exp(tXi))− fJ(a))−

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSfS(a)
∣∣∣

≤ |t−1(XJf(a · exp(tXi))− PJ(a · exp(tXi), a))|

+
∣∣∣t−1
(
PJ(a · exp(tXi), a)− fJ(a)− t

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSfS(a)
)∣∣∣. (3.19)

В первом слагаемом согласно (3.15)

|XJf(a · exp(tXi))− PJ(a · exp(tXi), a)| ≤ Cρ(exp(tXi))γ−d(J) ∼ C|t|
γ−d(J)

di .

Второе слагаемое имеет порядок O(t).
Итак, в точке a ∈ F существует производная

XIf(a) = XiX
Jf(a) =

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSfS(a) = fei+J(a) = fI(a),
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поскольку γeiJ,ei+J = 1, а для всех S 6= ei + J в нашем случае γeiJS = 0. Это
следует из того, что согласно (2.4)

Xei+Jg = XiX
Jg =

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSX
Sg для любой функции g.

Воспользуемся (3.15), чтобы доказать непрерывность производнойXIf в точках
множества F . Пусть a ∈ F . Тогда

|XIf(x)− fI(a)| ≤ |XIf(x)− PI(x, a)|+ |PI(x, a)− fI(a)|

≤ CMρ(a−1x)γ−d(I) +O(ρ(a−1x))→ 0 (3.20)

при ρ(a−1x)→ 0.
Ограниченность производной вытекает из (3.16). Лемма доказана. �
Доказательство теоремы 2. Пусть d(J) = k. Обозначим g(x) = XJf(x).

Нам понадобятся следующие неравенства:

|g(x)− g(a)| ≤ AMρ(a−1x)γ−k, x ∈ G, a ∈ F ; (3.21)

|Xig(x)| ≤ AMδ(x)γ−k−1, x ∈ cF, i = 1, . . . , n. (3.22)

Докажем (3.21). Если x ∈ F или x ∈ cF , δ(x) ≤ C1, то из неравенства (3.15)
получим

|g(x)− g(a)| = |XJf(x)− fJ(a)| = |XJf(x)− PJ(x, a)| ≤ AMρ(a−1x)γ−k,

поскольку PJ(x, a) = fJ(a) для d(J) = k. Если же x ∈ cF , C1 ≤ δ(x) ≤ C2, то

|g(x)− g(a)| ≤ |g(x)|+ |g(a)| ≤ 2M ≤ CMδ(x)γ−k ≤ AMρ(a−1x)γ−k.

Докажем (3.22). Если δ(x) ≤ C1, то из неравенства (3.17) имеем

|Xig(x)| = |XeiXJf(x)| =
∣∣∣
∑

d(S)=k+1

γeiJSX
Sf(x)

∣∣∣

≤ C
∑

d(S)=k+1

|XSf(x)| ≤ AMδ(x)γ−k−1.

Если же C1 ≤ δ(x) ≤ C2, то из (3.13) получаем

|Xig(x)| ≤ CM ≤ AMδ(x)γ−k−1.

Для доказательства теоремы осталось установить, что функции g принад-
лежат классу Lip(γ − k,G). То, что |g(x)| ≤ M ′ для некоторого M ′ = A′M ,
следует из (3.16). Осталось показать, что для любых x, y ∈ G

|g(x)− g(y)| ≤M ′ρ(y−1x)γ−k.

Если x, y ∈ F , то это, очевидно, вытекает из того, что {fJ} ∈ Lip(γ, F ), а если
x ∈ cF , y ∈ F , то — из (3.21).

Пусть x, y ∈ cF . Обозначим

L = {yz : ρ(z) ≤ bρ(y−1x)},

где b — константа из теоремы Лагранжа на группе Карно. Рассмотрим два
случая: d(L,F ) > ρ(y−1x) и d(L,F ) ≤ ρ(y−1x).
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Пусть d(L,F ) > ρ(y−1x). Тогда по теореме Лагранжа (2.12)

|g(x)− g(y)| ≤ Cρ(y−1x) sup
ρ(z)≤bρ(y−1x),

i=1,...,n

|Xig(yz)|

≤ CAMρ(y−1x) sup
ρ(z)≤bρ(y−1x)

δ(yz)γ−k−1 ≤M ′ρ(y−1x)γ−k.

Здесь мы использовали неравенство (3.22) и то, что

δ(yz) = d(yz, F ) ≥ d(L,F ) > ρ(y−1x),

следовательно (поскольку γ − k − 1 ≤ 0),

sup
yz∈L

δ(yz)γ−k−1 ≤ ρ(y−1x)γ−k−1.

Пусть теперь d(L,F ) ≤ ρ(y−1x). В этом случае существуют точки x′ = yz ∈
L и y′ ∈ F такие, что ρ((y′)−1x′) ≤ ρ(y−1x). Тогда

ρ((y′)−1x) ≤ κ(ρ((y′)−1x′) + ρ((x′)−1x)) ≤ κ(ρ(y−1x) + ρ((yz)−1x))

≤ κ(ρ(y−1x)+ρ(z−1y−1x)) ≤ κρ(y−1x)+κ2(ρ(z)+ρ(y−1x)) ≤ (κ+κ2b+κ2)ρ(y−1x)

и

ρ((y′)−1y) ≤ κ(ρ((y′)−1x′) + ρ((x′)−1y)) ≤ κ(ρ(y−1x) + ρ((yz)−1y))

= κ(ρ(y−1x) + ρ(z)) ≤ (κ+ κb)ρ(y−1x).

Поскольку y′ ∈ F , согласно (3.22)

|g(x)− g(y)| ≤ |g(x)− g(y′)|+ |g(y)− g(y′)|
≤ AMρ((y′)−1x)γ−k +AMρ((y′)−1y)γ−k ≤M ′ρ(y−1x)γ−k.

Теорема доказана, если отметить, что M ′ = CM для некоторой константы C,
не зависящей от множества F . �

3.6. Теорема о продолжении для пространства Липшица с мо-
дулем непрерывности более общего вида. Пусть ω(δ), 0 < δ < ∞, —
регулярный модуль непрерывности, т. е. положительная непрерывная возрас-
тающая функция от δ, обладающая следующими свойствами:

ω(0) = 0; ω(δ)/δ убывает. (3.23)

Из последнего условия следует, что для любого C1 > 0 существует такое C2 > 0,
что ω(C1δ) ≤ C2ω(δ) для всех δ > 0.

Определение 5. Пусть k ≥ 0 — целое число. Будем говорить, что функ-
ция f , заданная на G, принадлежит пространству Липшица Lip(k+ω,G), если
существует константа M , для которой выполняется (для всех d(J) ≤ k)

|XJf(x)| ≤M ; |RJ(x, y)| ≤Mρ(y−1x)k−d(J)ω(ρ(y−1x)) для любых x, y ∈ G,
(3.24)

где RJ определяется формулой (3.2).
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Определение 6. Набор функций {fJ}d(J)≤k, заданных на F , принадле-
жит пространству Липшица Lip(k+ω, F ), если существует константа M , для
которой выполняется (при всех d(J) ≤ k)

|fJ(x)| ≤M ; |RJ(x, y)| ≤Mρ(y−1x)k−d(J)ω(ρ(y−1x)) для любых x, y ∈ F,
(3.25)

где RJ определяется формулой (3.4).
Замечание 5. При ω(δ) = δγ−k, k < γ ≤ k+ 1, пространство Lip(k+ ω, F )

совпадает с Lip(γ, F ).
Замечание 6. При k = 0 условие (3.25) примет вид

|f(x)| ≤M ; |f(y)− f(x)| ≤Mω(ρ(y−1x)) для любых x, y ∈ F.

Теорема 3. Существует линейный оператор продолжения Ek, непрерывно
отображающий пространство Lip(k+ω, F ) в пространство Lip(k+ω,G), причем
норма оператора ограничена постоянной, не зависящей от замкнутого множе-
ства F ⊂ G, т. е. если набор функций {fJ}d(J)≤k принадлежит Lip(k+ω, F ), то
f = Ek({fJ}) ∈ Lip(k + ω,G), причем

‖f‖Lip(k+ω,G) ≤ C‖{fJ}‖Lip(k+ω,F ),

где C не зависит от множества F .
Эта теорема является обобщением теоремы 2, и ее доказательство почти

дословно повторяет доказательство теоремы 2. Поэтому мы приведем лишь
формулировки основных вспомогательных утверждений.

Лемма 7. Если функция f непрерывна и ограничена в G и имеет непре-
рывные ограниченные производные XJf до порядка k (т. е. d(J) ≤ k), причем
XJf ∈ Lip(ω,G) для d(J) = k, то f ∈ Lip(k + ω,G).

Лемма доказывается аналогично лемме 1.

Лемма 8. Справедливы следующие неравенства:

|f(x)− P (x, a)| ≤ AMρ(a−1x)kω(ρ(a−1x)), x ∈ G, a ∈ F ; (3.26)

|XJf(x)− PJ(x, a)| ≤ AMρ(a−1x)k−d(J)ω(ρ(a−1x)), x ∈ G, a ∈ F, d(J) ≤ k;
(3.27)

|XJf(x)| ≤ AM, x ∈ G, d(J) ≤ k; (3.28)

|XJf(x)| ≤ AMδ(x)−1ω(δ(x)), x ∈ cF, d(J) = k + 1. (3.29)

Лемма доказывается аналогично лемме 5 (неравенства (3.14)–(3.17)), ис-
пользуются свойства (3.23) функции ω(δ).

Лемма 9. Функция f = Ek{fJ} имеет непрерывные ограниченные произ-
водные XJf в G для всех d(J) ≤ k, причем XJf(x) = fJ(x) для x ∈ F .

Лемма доказывается аналогично лемме 6 с использованием свойств (3.23)
функции ω(δ).

Доказательство теоремы 3. Пусть d(J) = k. Обозначим g(x) = XJf(x).
Нам понадобятся следующие неравенства:

|g(x)− g(a)| ≤ AMω(ρ(a−1x)), x ∈ G, a ∈ F ; (3.30)

|Xig(x)| ≤ AMδ(x)−1ω(δ(x)), x ∈ cF, i = 1, . . . , n. (3.31)
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Они доказываются аналогично соответствующим неравенствам (3.21) и (3.22).
Для доказательства теоремы осталось установить, что функции g принад-

лежат классу Lip(ω,G), т. е. для любых x, y ∈ G выполняется неравенство

|g(x)− g(y)| ≤M ′ω(ρ(y−1x)).

Для x ∈ cF и y ∈ F это следует из (3.30). Рассуждения в случае x, y ∈ cF до-
словно повторяют доказательство теоремы 2, только вместо неравенства (3.22)
используется неравенство (3.31), а оценка в случае d(L,F ) > ρ(y−1x) получается
следующим образом:

|g(x)− g(y)| ≤ Cρ(y−1x) sup
ρ(z)≤bρ(y−1x),

i=1,... ,n

|Xig(yz)|

≤ CAMρ(y−1x) sup
ξ∈L

δ(ξ)−1ω(δ(ξ)) ≤M ′ω(ρ(y−1x)),

поскольку δ(ξ) > ρ(y−1x), а функция ω(δ)/δ убывает (см. (3.23)). �

4. Обобщение классической
теоремы Уитни на группах Карно

Теорема 4. Пусть набор функций {fJ}d(J)≤k, заданных на F , удовлетво-
ряет следующим условиям: |fJ(x)| ≤ M , d(J) ≤ k, на любом компактном под-
множестве множества F и RJ(x, y) = o(ρ(y−1x)k−d(J)) в том смысле, что для
любых ε > 0 и x̄ ∈ F существует δ = δ(ε, x̄) > 0 такое, что для всех x, y ∈ F ,
удовлетворяющих условиям ρ(x̄−1x) < δ и ρ(x̄−1y) < δ, выполняется неравен-
ство

|RJ(x, y)| ≤ ερ(y−1x)k−d(J).

Тогда оператор Ek, определяемый формулой (3.12), задает продолжение набора
функций {fJ} на всю группу G. Продолженная функция f = Ek({fJ}) принад-
лежит классу Ck(G), т. е. для всех J , где d(J) ≤ k, существуют непрерывные
производные XJf , причем XJf |F = fJ .

Доказательство теоремы 4 аналогично доказательствам теорем 2 и 3. Од-
нако она не является прямым следствием теоремы 3, поскольку в ней накла-
дываются более слабые условия на набор функций {fJ}. Эта теорема является
аналогом классической теоремы Уитни [4, 5]. Для функций класса C1 на груп-
пах Гейзенберга соответствующая теорема доказана в статье [6]. Некоторые
обобщения классической теоремы Уитни в Rn получены Фефферманом [7].

Лемма 10. Пусть a ∈ F , x ∈ cF , d(J) ≤ k. Тогда XJf(x) − PJ(x, a) =
o(ρ(a−1x)k−d(J)) при x → a в обычном смысле, т. е. для любого ε > 0 суще-
ствует δ̃ = δ̃(ε, a) > 0 такое, что если ρ(a−1x) < δ̃, то |XJf(x) − PJ(x, a)| ≤
ερ(a−1x)k−d(J).

Доказательство. Лемма доказывается аналогично неравенству (3.15).
Очевидно, что производные XJf(x) существуют и непрерывны на cF . Посколь-
ку x→ a, достаточно рассмотреть случай δ(x) ≤ C1, т. е. сумма

′∑
в (3.12) есть

полная сумма по всем шарам Bi, содержащим точку x. В этом случае из (3.5)
получаем

XJf(x) =
∑

i

PJ(x, pi)ϕi(x) +
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2PJ1(x, pi)X
J2ϕi(x).
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Если ρ(a−1x) ≤ βδ(x), где β > 1 — некоторая постоянная, то возьмем b = a; если
же ρ(a−1x) > βδ(x), то выберем любую точку b ∈ F такую, что ρ(b−1x) ≤ βδ(x).
Ясно, что в обоих случаях ρ(b−1x) ≤ βδ(x), ρ(b−1x) ≤ ρ(a−1x).

Поскольку
∑
i
ϕi(x) ≡ 1 и

∑
i
XJ2ϕi(x) ≡ 0 для x ∈ cF и 0 < d(J2) ≤ k, из

(3.7) получаем

XJf(x)− PJ(x, a) =
∑

i

(P (x, pi)− P (x, a))ϕi(x)

+
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2(PJ1(x, pi)− PJ1(x, b))X
J2ϕi(x) = −

∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

CJ1,J2

×
∑

d(J1)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J1)+d(K)

γKJ1SRS(b, pi)
)ηL(b−1x)

L!
XJ2ϕi(x)

−
∑

i

∑

d(J)+d(L)≤k

( ∑

d(K)=d(L),
|K|≤|L|

βLK
∑

d(S)=d(J)+d(K)

γKJSRS(a, pi)
)ηL(a−1x)

L!
ϕi(x),

|XJf(x)− PJ(x, a)| ≤ C
∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

|RS(b, pi)|ρ(b−1x)d(L)r−d(J2)
i

+ C
∑

i

∑

L,K,S

|RS(a, pi)|ρ(a−1x)d(L).

Зададим произвольно ε > 0. Пусть x̄ = a, и ρ(a−1x) < δ̃ = δ
κ(C+2κ) , где

δ = δ(ε/C̃, a) выбрано согласно условию теоремы, C — константа из (3.10), а
C̃ — константа, зависящая от k и характеристик группы G, она будет выбрана
позднее.

Ввиду (3.10)

ρ(a−1pi) < Cδ̃ ≤ δ, ρ(a−1b) ≤ κ(ρ(b−1x) + ρ(a−1x)) ≤ 2κρ(a−1x) < 2κδ̃ ≤ δ,

ρ(b−1pi) ≤ κ(ρ(a−1pi) + ρ(a−1b)) < κ(C + 2κ)δ̃ = δ.

Из условий теоремы и неравенства (3.10) следует, что

|RS(a, pi)| ≤
ε

C̃
ρ(a−1pi)k−d(S) =

ε

C̃
ρ(a−1pi)k−d(J)−d(L) ≤ C

ε

C̃
ρ(a−1x)k−d(J)−d(L)

во второй сумме и

|RS(b, pi)| ≤
ε

C̃
ρ(b−1pi)k−d(S) =

ε

C̃
ρ(b−1pi)k−d(J1)−d(L) ≤ C

ε

C̃
ρ(b−1x)k−d(J1)−d(L)

в первой. Поскольку ρ(b−1x) ≤ βδ(x), то r−d(J2)
i ∼ δ(x)−d(J2) ≤ Cρ(b−1x)−d(J2).

Отсюда

|XJf(x)− PJ(x, a)| ≤ C
ε

C̃

∑

i

∑

J1+J2=J,
J2 6=0

∑

L,K,S

ρ(b−1x)k−d(J1)−d(L)+d(L)−d(J2)

+ C
ε

C̃

∑

i

∑

L,K,S

ρ(a−1x)k−d(J)−d(L)+d(L) ≤ C̃
ε

C̃
ρ(a−1x)k−d(J) = ερ(a−1x)k−d(J),
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так как ρ(b−1x) ≤ ρ(a−1x), k − d(J) ≥ 0 и сумма содержит конечное число
слагаемых. Лемма доказана. �

Доказательство теоремы 4. Требуется доказать, что продолженная
функция f имеет непрерывные производные XJf с d(J) ≤ k, причем XJf = fJ
на множестве F . Поскольку f ∈ C∞(cF ), достаточно доказать существование
и непрерывность производных в точках множества F .

Докажем это по индукции. Сама функция f по построению совпадает с f0
на F . Докажем ее непрерывность в точке a ∈ F . Пусть x ∈ G и ρ(a−1x) → 0.
Тогда из леммы 10 следует, что

|f(x)− f(a)| ≤ |f(x)− P (x, a)|+ |f(a)− P (x, a)| ≤ o(ρ(a−1x)k) +O(ρ(a−1x))→ 0

при ρ(a−1x)→ 0.
Пусть уже доказано, что f имеет непрерывные производные XJf с |J | ≤ m,

d(J) ≤ k, причем XJf = fJ на F .
Из оценки остатка RJ в условии теоремы и того, что XJf(x) = fJ(x) для

x ∈ F , следует, что оценка XJf(x) − PJ(x, a) = o(ρ(a−1x)k−d(J)) верна и для
x ∈ F .

Рассмотрим XIf с |I| = m + 1, d(I) ≤ k. Пусть I = ei + J с |J | = m, т. е.
XI = XiXJ . Тогда d(I) = di + d(J).

Докажем, что в точке a ∈ F существует производная

XiX
Jf(a) =

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSfS(a).

Действительно, справедливо неравенство (3.19). В первом слагаемом в правой
части (3.19) согласно лемме 10, если a exp(tXi) /∈ F , и в силу оценок RJ , если
a exp(tXi) ∈ F , имеем

|XJf(a exp(tXi))− PJ(a exp(tXi), a)| = o(ρ(exp(tXi))k−d(J)) = o(|t|
k−d(J)

di ).

Второе слагаемое имеет порядок O(|t|). Поэтому
∣∣∣t−1(XJf(a exp(tXi))− fJ(a))−

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSfS(a)
∣∣∣

≤ o(|t|
k−d(J)

di
−1) +O(|t|)→ 0

при |t| → 0, поскольку k − d(J)− di = k − d(I) ≥ 0.
Итак, в точке a ∈ F существует производная

XIf(a) = XiX
Jf(a) =

∑

d(S)=d(J)+di

γeiJSfS(a) = fei+J(a) = fI(a).

Здесь, как и в лемме 6, используется формула (2.4).
Докажем непрерывность производной XIf в точках множества F . Пусть

a ∈ F . По лемме 10

|XIf(x)− fI(a)| ≤ |XIf(x)− PI(x, a)|+ |PI(x, a)− fI(a)|

≤ o(ρ(a−1x)k−d(I)) +O(ρ(a−1x))→ 0

при ρ(a−1x)→ 0, так как k−d(I) ≥ 0. Второе слагаемое оценивается аналогично
лемме 6 (см. (3.20)). Теорема доказана. �
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