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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ

ДЛЯ ГАЗОДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

ПЕРЕНОСА ЗАРЯДА В ПОЛУПРОВОДНИКАХ

А. М. Блохин, А. С. Бушманова

Аннотация: Доказана асимптотическая устойчивость (по Ляпунову) состояния
равновесия для одной гидродинамической модели переноса заряда в полупровод-
никах в линейном приближении. Библиогр. 6.

§ 1. Предварительные сведения

В настоящее время для описания физических явлений, связанных с перено-
сом зарядов в полупроводниковых приборах, часто применяют так называемые
гидродинамические модели. Основой для получения таких моделей является
уравнение переноса для плотности носителей зарядов в электрическом поле.
С помощью специальной техники моментов из уравнения переноса получается,
вообще говоря, бесконечная система уравнений моментов, имеющих консерва-
тивный вид (т. е. записанных в виде законов сохранения). Далее, на осно-
ве некоторых физически правдоподобных предположений, полученная система
уравнений моментов упрощается. В итоге бесконечная система уравнений мо-
ментов сводится к той или иной конечной системе (т. е. к системе, состоящей
из конечного числа уравнений) гидродинамического типа.

Ниже за основу взята гидродинамическая модель переноса заряда в полу-
проводниках, предложенная в недавно вышедшей работе [1]. Используя обо-
значения из [2], приведем упрощенный вариант этой модели (так называемый
газодинамический вариант) в одномерном случае. Газодинамическая модель в
недивергентном виде может быть записана так (мы выписываем квазилинейную
систему уравнений сразу в безразмерном виде; сам процесс обезразмеривания
подробно описан в [2]):

Rτ + uRs + Rus = 0, uτ + uus +
ϑ

R
Rs + ϑs = Q− u

τp
,

ϑτ + uϑs +
2
3
ϑus =

2
3

{
λu2 +

3(1− ϑ)
2τw

}
,

(1.1)

ε2ϕss = R− ρ. (1.2)

Здесь R — плотность, u — скорость, ϑ — температура, ϕ — электрический по-
тенциал; ε2 = 1

β , β — некоторая положительная постоянная (см. [2]); Q = ϕs,

λ = 1
τp
− 1

2τw
; τp = τp(E), τw = τw(E) — времена релаксации; E = u2

2 + 3
2ϑ;
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ρ = ρ(s) — некоторая заданная функция на отрезке [0,1]. Далее будем предпо-
лагать, что функция (ρ(s)− 1) достаточно гладкая и финитная, причем

1 ≥ ρ(s) ≥ δ > 0, s ∈ [0, 1].

Следуя [2], поставим при s = 0, 1 граничные условия, соответствующие
известной в физике полупроводников задаче о баллистическом диоде (см. [3, 4]):

R(τ, 0) = R(τ, 1) = ϑ(τ, 0) = 1, (1.3)

ϕ(τ, 0) = A, ϕ(τ, 1) = A + B, (1.4)

где A, B — некоторые постоянные, причем B (> 0) — так называемое напря-
жение смещения. Не нарушая общности, будем полагать далее, что A = 0.
Количество граничных условий на каждой из границ поставлено с учетом пред-
положения о том, что выполнены следующие неравенства:

0 < u(τ, 0) < a(τ, 0), 0 < u(τ, 1) < a(τ, 1). (1.5)

Здесь a(τ, s) =
√

5
3ϑ — скорость звука. Численные исследования задачи о бал-

листическом диоде показали, что предположение (1.5) всегда выполнено (см.
[2]). Наконец, как обычно, при τ = 0 мы должны задать начальные условия.

Мы будем пользоваться также и другой, эквивалентной, постановкой сме-
шанной задачи (1.1)–(1.4). В самом деле, следуя [2], добавим к системе (1.1)
вместо уравнения Пуассона (1.2) соотношение

ε2Qτ =

1∫
0

R(τ, ξ)u(τ, ξ) dξ −Ru. (1.2′)

Само же уравнение Пуассона мы перепишем так:

ε2Qs = R− ρ, (1.2′′)

и будем трактовать его теперь как дополнительный стационарный закон, кото-
рому должны удовлетворять начальные данные. Из граничных условий (1.4)
следует, что агрегат Q = Q(τ, s) удовлетворяет соотношению

1∫
0

Q(τ, ξ) dξ = B, (1.6)

которому также должны удовлетворять и начальные данные. Электрический
потенциал ϕ = ϕ(τ, s) находим из очевидного равенства

ϕ(τ, s) =

s∫
0

Q(τ, ξ) dξ. (1.7)

Таким образом, вместо смешанной задачи (1.1)–(1.4) можно рассматривать
задачу (1.1), (1.2′), (1.3) с дополнительными соотношениями (1.2′′), (1.6), ко-
торые, по существу, являются требованиями на начальные данные. Без труда
можно показать эквивалентность этих двух формулировок интересующей нас
смешанной задачи (по крайней мере на гладких решениях).
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У задачи (1.1)–(1.4) есть следующее стационарное решение (состояние рав-
новесия) при B = 0:

u(τ, s) = û = 0, ϑ(τ, s) = ϑ̂ = 1, R(τ, s) = R̂(s), ϕ(τ, s) = ϕ̂(s), (1.8)

где функции R̂(s), ϕ̂(s) находятся как решения системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

R̂′ = R̂ϕ̂′, ε2ϕ̂′′ = R̂− ρ (1.9)
с граничными условиями

R̂(0) = R̂(1) = 1, ϕ̂(0) = ϕ̂(1) = 0. (1.10)
Из первого уравнения системы (1.9) и граничных условий (1.10) следует, что

R̂(s) = eϕ̂(s), (1.11)
а ϕ̂(s) удовлетворяет уравнению Пуассона

ε2ϕ̂′′ = eϕ̂ − ρ (1.12)
с граничными условиями

ϕ̂(0) = ϕ̂(1) = 0. (1.13)
Очевидно, что при малых ε

R̂(s) = ρ(s) + O(ε), ϕ̂(s) = ln ρ(s) + O(ε), (1.14)

т. е. в дальнейшем можно полагать с большой точностью, что функции (R̂(s)−
1), ϕ̂(s) достаточно гладкие и финитные.

Замечание 1.1. Следуя [2], мы также можем выписать дополнительный
энтропийный закон сохранения для газодинамической модели. В недивергент-
ном виде он записывается так:

Sτ + uSs =
1
ϑ

{
λu2 +

3(1− ϑ)
2τw

}
, (1.15)

где S — энтропия, связанная с R, ϑ уравнением состояния:

ϑ = R
2
3 e

2
3 S . (1.16)

Если n = n(S) — достаточно гладкая функция от S, то вместо соотношения
(1.15) можно взять

(n(S))τ + u(n(S))s =
n′(S)

ϑ

{
λu2 +

3(1− ϑ)
2τw

}
. (1.15′)

Так, например, положив n(S) = e
2
3 S , получим энтропийный закон в следующем

виде:

(ϑR− 2
3 )τ + u(ϑR− 2

3 )s =
2
3
R− 2

3

{
λu2 +

3(1− ϑ)
2τw

}
. (1.17)

Замечание 1.2. Положим B = 0. Тогда в силу определенных физических
соображений (см. [1]) требуется, чтобы при любых начальных данных решение
смешанной задачи (1.1)–(1.4) стремилось бы при τ → ∞ к состоянию равнове-
сия, т. е.

u(τ, s) → 0, ϑ(τ, s) → 1, R(τ, s) → R̂(s), ϕ(τ, s) → ϕ̂(s).

Ниже этот факт будет доказан нами для линеаризованной смешанной задачи
(правда, при некотором, весьма существенном, ограничении на функцию ρ(s)).
Мы можем также доказать этот факт (это будет темой наших следующих пуб-
ликаций) для исходной квазилинейной смешанной задачи в том случае, когда
начальные данные мало отличаются от состояния равновесия.
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§ 2. Линеаризация смешанной задачи (1.1)–(1.4)

Проведем линеаризацию интересующей нас смешанной задачи относитель-
но состояния равновесия (1.8). В результате получим линейную систему (малые
возмущения искомых величин будем обозначать теми же символами):

rτ + us + ϕ̂′u = 0, uτ + rs + ϑs + ϕ̂′ϑ = Q− µu,
3
2
ϑτ + us +

3
2
νϑ = 0, (2.1)

ε2Qτ = −R̂u +

1∫
0

R̂(ξ)u(τ, ξ) dξ. (2.2)

Здесь r = R

R̂
, µ = 1

τ̂p
> 0, ν = 1

τ̂w
> 0, τ̂p = τp

(
3
2

)
, τ̂w = τw

(
3
2

)
. Как следует из

[2], постоянные µ, ν, β — большие параметры. Граничные условия для системы
(2.1) примут вид

r(τ, 0) = r(τ, 1) = ϑ(τ, 0) = 0. (2.3)

Линеаризация соотношений (1.2′′), (1.6), (1.7) даст нам условия

ε2Qs = R̂r,

1∫
0

Q(τ, ξ) dξ = 0, ϕ(τ, s) =

s∫
0

Q(τ, ξ) dξ. (2.4)

Целью настоящей работы будет доказательство асимптотической устойчи-
вости (по Ляпунову) тривиального решения линейной задачи (2.1)–(2.3). Для
этого в последнем параграфе мы получим так называемую априорную оцен-
ку, из которой и будет следовать асимптотическая устойчивость тривиального
решения.

Полагая U = (r, u, ϑ)∗, где ∗ означает транспонирование, перепишем систе-
му (2.1) в векторном виде:

AUτ + BUs + DU = F. (2.1′)

Здесь
A = diag(1, 1, 3/2), D = diag(0, µ, (3/2)ν) + ϕ̂′D1,

B =

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , D1 =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , F =

 0
Q
0

 ;

diag(1, 1, 3/2), diag(0, µ, (3/2)ν) — диагональные матрицы.
Система (2.1′) симметрическая t-гиперболическая (по Фридрихсу) (см. [5]).

Вычислим собственные значения матрицы B:

λ(B) = 0,±
√

2. (2.5)

Из (2.5) вытекает (см. [5]), что одно граничное условие в (2.3) оказывается
лишним. На самом же деле граничное условие ϑ(τ, 0) = 0 автоматически вы-
полнено, если начальная функция ϑ0(s) (= ϑ(0, s)) обладает следующим свой-
ством: ϑ0(0) = 0. Действительно, из граничных условий r(τ, 0) = r(τ, 1) = 0 и
из первого уравнения системы (2.1) следует, что

us(τ, 0) = us(τ, 1) = 0. (2.6)
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При получении (2.6) мы также учли, что ϕ̂(s) — достаточно гладкая финитная
функция. Используя (2.6), из третьего уравнения системы (2.1) получаем

ϑτ (τ, 0) + νϑ(τ, 0) = 0, ϑτ (τ, 1) + νϑ(τ, 1) = 0,

т. е.
ϑ(τ, 0) = e−ντϑ0(0), ϑ(τ, 1) = e−ντϑ0(1).

Таким образом, граничное условие ϑ(τ, 0) = 0 выполнено, если ϑ0(0) = 0. Далее
будем также полагать, что ϑ0(1) = 0, т. е. ϑ(τ, 1) = 0.

Тождество интеграла энергии для системы (2.1′) в дифференциальной фор-
ме имеет следующий вид (см. [5]):

{R̂(AU,U)}τ + {R̂(BU,U)}s + R̂(2µu2 + 3νϑ2) = 2R̂uQ, (2.7)

где (BU,U) = 2(ur + uϑ), причем в силу граничных условий

(BU,U)|s=0,1 = 0. (2.8)

Интегрируя (2.7) по s от 0 до 1 (с учетом (2.8)), получим для системы (2.1′)
тождество интеграла энергии в интегральной форме:

d

dτ
‖U(τ)‖2A + 2

1∫
0

R̂(µu2 +
3
2
νϑ2 − uQ) dξ = 0. (2.9)

Здесь ‖U(τ)‖2A =
1∫
0

R̂(AU,U) dξ.

Умножая (2.2) на 2Q, интегрируя полученное выражение по s от 0 до 1 (с

учетом соотношения
1∫
0

Q(τ, ξ) dξ = 0; см. (2.4)) и складывая его с (2.9), в итоге

будем иметь

d

dτ
I(0)(τ) + 2

1∫
0

R̂

(
µu2 +

3
2
νϑ2

)
dξ = 0, (2.10)

где

I(0)(τ) = ‖U(τ)‖2A + ε2

1∫
0

Q2(τ, ξ) dξ.

Дифференцируя систему (2.1′) по τ , получим для вектора Uτ систему

A(Uτ )τ + B(Uτ )s + DUτ = Fτ . (2.11)

Здесь Fτ =
(

0, −βR̂u + β
1∫
0

R̂u dξ, 0
)∗

. Для системы (2.11) без труда запишем

тождество интеграла энергии в интегральной форме:

d

dτ

‖Uτ (τ)‖2A + β

1∫
0

R̂2u2 dξ − β

 1∫
0

R̂u dξ

2
 + 2

1∫
0

R̂

(
µu2

τ +
3
2
νϑ2

τ

)
dξ = 0.

(2.12)



Асимптотическая устойчивость состояния равновесия 749

Прибавим к (2.12) очевидное соотношение

ε2 d

dτ


1∫

0

Q2
τ (τ, ξ) dξ

 = −2

1∫
0

R̂uτQτ dξ.

В итоге получим

d

dτ
I(1)(τ) + 2

1∫
0

R̂

(
µu2

τ +
3
2
νϑ2

τ

)
dξ = 0, (2.13)

где

I(1)(τ) = ‖Uτ (τ)‖2A + ε2

1∫
0

Q2
τ (τ, ξ) dξ.

Наличие (2.10) означает корректность линейной смешанной задачи (2.1)–
(2.3), поскольку из (2.10) следует априорная оценка

d

dτ
I(0)(τ) ≤ 0, т. е. I(0)(τ) ≤ I(0)(0), τ > 0. (2.14)

Априорная оценка (2.14) означает, что

U(τ, s) ∈ L2(0, 1), Q(τ, s) ∈ L2(0, 1)

при всех τ > 0. Из (2.4) вытекает, что

‖ϕ(τ)‖L2(0,1) ≤ ‖Q(τ)‖L2(0,1),

т. е. ϕ(τ, s) ∈
◦

W 1
2(0, 1) при всех τ > 0, причем

‖ϕ(τ)‖ ◦
W 1

2(0,1)
≤ ‖Q(τ)‖L2(0,1).

Из априорной оценки (2.14) также следует устойчивость тривиального решения
линейной смешанной задачи (2.1)–(2.3). В последнем параграфе мы получим
более тонкую априорную оценку, с помощью которой можно будет доказать и
существование гладкого решения линейной смешанной задачи (2.1)–(2.3) при
всех τ > 0, и асимптотическую устойчивость (по Ляпунову) ее тривиального
решения.

Замечание 2.1. На самом деле из (2.4) следует, что

Q(τ, s) ∈ W 1
2 (0, 1), ϕ(τ, s) ∈

◦
W 2

2(0, 1)

при всех τ > 0.
Замечание 2.2. Рассматривая уравнение Пуассона (см. (2.4))

ϕss = βR̂r

как обыкновенное дифференциальное уравнение для неизвестной функции ϕ с
граничными условиями

ϕ(τ, 0) = ϕ(τ, 1) = 0,
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без труда получаем (см. [2])

ϕ(τ, s) = β

1∫
0

g(s, ξ)R̂(ξ)r(τ, ξ) dξ (2.15)

и

Q(τ, s) = ϕs(τ, s) = β

s∫
0

R̂(ξ)r(τ, ξ) dξ − β

1∫
0

(1− ξ)R̂(ξ)r(τ, ξ) dξ. (2.16)

Здесь g(s, ξ) — функция Грина:

g(s, ξ) =
{

ξ(s− 1) при 0 < ξ ≤ s,

s(ξ − 1) при s < ξ < 1.

Понятно, что функции ϕ, Q, определяемые формулами (2.15), (2.16), удовле-
творяют условиям (2.4).

Замечание 2.3. Из (2.13) выводим априорную оценку

I(1)(τ) ≤ I(1)(0), τ > 0. (2.17)

Дифференцируя систему (2.11) еще раз по τ , в итоге получим оценку вида

I(2)(τ) ≤ I(2)(0), τ > 0 и т. д. (2.18)

Здесь

I(2)(τ) = ‖Uττ (τ)‖2A + ε2

1∫
0

Q2
ττ (τ, ξ) dξ.

Замечание 2.4. Линеаризуя энтропийный закон (1.17), будем иметь до-
полнительное соотношение:(

ϑ− 2
3
r

)
τ

− 2
3
ϕ̂′u + νϑ = 0, (2.19)

которое, как и следовало ожидать, является следствием из системы (2.1) (из
третьего уравнения системы (2.1) надо вычесть ее первое уравнение).

Замечание 2.5. Будем говорить, что тривиальное решение линейной за-
дачи (2.1)–(2.3) асимптотически устойчиво, если при любых начальных дан-
ных U0(s), принадлежащих некоторому пространству Соболева, решение U(τ, s)
стремится к нулю при τ →∞ (также в некотором пространстве Соболева).

§ 3. Вспомогательная смешанная задача

В этом параграфе сформулируем вспомогательную смешанную задачу, ко-
торая будет существенно использована при получении в следующем параграфе
необходимой априорной оценки. Введем в рассмотрение потенциал (не путать
с электрическим потенциалом ϕ!) H = H(τ, s) такой, что

R̂u = Hτ , R̂r = −Hs. (3.1)

Понятно, что тогда первое уравнение системы (2.1) выполнено автоматически.
Из двух первых граничных условий (2.3) следует, что

Hs(τ, 0) = Hs(τ, 1) = 0. (3.2)
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Перепишем теперь второе уравнение системы (2.1) сначала так:

(R̂u)τ + (R̂r)s + (R̂ϑ)s − ϕ̂′R̂r + µR̂u = R̂Q,

а затем, используя соотношения (3.1), в следующем виде:

Hττ −Hss + µHτ + ϕ̂′Hs + (R̂ϑ)s = R̂Q. (3.3)

Уравнение (2.2) с учетом (3.1) примет видε2Q + H −
1∫

0

H dξ


τ

= 0,

т. е.

ε2Q + H −
1∫

0

H dξ = A0(s),

где A0(s) — произвольная функция. Но, с другой стороны, с учетом условий
(2.4) получаем

ε2Qs = R̂r, т. е. A′
0(s) = 0 и A0 = const;

1∫
0

Qdξ = 0, т. е. A0 = 0.

Итак,

Q = β

 1∫
0

H dξ −H

 = βh(τ, s). (3.4)

Введем теперь в рассмотрение оператор d = ∂
∂τ +ν. Тогда третье уравнение

системы (2.1) можно переписать с учетом (3.1):

d(R̂ϑ) = −2
3
Hτs +

2
3
ϕ̂′Hτ . (3.5)

Подействуем на уравнение (3.3) оператором d. Принимая во внимание (3.4),
(3.5), получим

Lττ −Lss + µLτ + ϕ̂′Ls −
2
3
Hτss +

2
3
(ϕ̂′Hτ )s + βR̂L = βR̂

1∫
0

L dξ. (3.6)

Здесь L = dH. Граничные условия для уравнения (3.6) получаются из (3.2) и
выглядят так:

Ls(τ, 0) = Ls(τ, 1) = 0. (3.7)

Смешанная задача (3.6), (3.7) (или (3.2)) называется вспомогательной.
Далее, нам понадобится также уравнение, получаемое из (3.6) дифферен-

цированием последнего по s:

Gττ − Gss + µGτ + ϕ̂′Gs + ϕ̂′′G − 2
3
Hτsss +

2
3
(ϕ̂′Hτ )ss + βR̂G = βR̂′`, (3.8)

где

G = Ls, ` = `(τ, s) =

1∫
0

L dξ −L .



752 А. М. Блохин, А. С. Бушманова

Замечание 3.1. Из (3.1) следует, что при определении потенциала H до-
пускается константный произвол. Начальное условие H0(s) = H(0, s) можно
определить из соотношения

H ′
0 = −R̂(s)r0(s),

причем, учитывая упомянутый выше произвол, определим функцию

H0(s) = −
s∫

0

R̂(ξ)r0(ξ) dξ. (3.9)

Заметим, что при этом H0(0) = 0.
Замечание 3.2. Рассматривая (3.5) как обыкновенное дифференциальное

уравнение для R̂ϑ, можно записать его решение в следующем виде (переменная
s выступает как параметр):

R̂(s)ϑ(τ, s) = e−ντ

[
R̂(s)ϑ0(s)−

2
3
R̂(s)r0(s)−

2
3
ϕ̂′(s)H0(s)

]
τ

+
2
3
ϕ̂′(s)

H(τ, s)− ν

τ∫
0

e−ν(τ−ζ)H(ζ, s) dζ


− 2

3

Hs(τ, s)− ν

τ∫
0

e−ν(τ−ζ)Hs(ζ, s) dζ

 , (3.10)

где r0(s), ϑ0(s) — начальные условия.
Замечание 3.3. Заметим, что агрегат h (см. (3.4)) можно переписать так:

h(τ, s) =

1∫
0

H(τ, ξ) dξ −H(τ, s)

=

1∫
0

[H(τ, ξ)−H(τ, s)] dξ =

1∫
0

 ξ∫
s

Hz(τ, z) dz

 dξ. (3.11)

Аналогично

`(τ, s) =

1∫
0

 ξ∫
s

G (τ, z) dz

 dξ. (3.12)

§ 4. Получение априорной оценки

Приступим теперь к получению нужной нам априорной оценки. С этой
целью умножим (3.8) на 2Gτ и проинтегрируем полученное выражение по s от
0 до 1 (учитывая граничные условия (3.2)):

d

dτ


1∫

0

[
G 2

τ + G 2
s +

2
3
H2

τss + β(2R̂− ρ)G 2

]
dξ


+ 2

1∫
0

[
µG 2

τ + ϕ̂′GτGs +
2ν

3
H2

τss +
2
3
Gτ (ϕ̂′Hτ )ss

]
dξ = 2β

1∫
0

R̂′Gτ ` dξ. (4.1)
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Аналогично, умножая (3.8) на 2G и интегрируя затем полученное выражение
по s от 0 до 1, имеем

d

dτ


1∫

0

[
2G G τ + µG 2 +

2ν

3
H2

ss

]
dξ

 + 2

1∫
0

[
−G 2

τ + G 2
s + ϕ̂′G G s

+
2
3
H2

τss +
2
3
G (ϕ̂′Hτ )ss + β(2R̂− ρ)G 2

]
dξ = 2β

1∫
0

R̂′G ` dξ. (4.2)

Теперь обратимся к уравнению (3.6). Умножим уравнение (3.6) на 2Lτ и про-
интегрируем полученное выражение по s от 0 до 1 (естественно, учитывая гра-
ничные условия (3.2)):

d

dτ


1∫

0

[
L 2

τ + L 2
s +

2
3
H2

τs

]
dξ

 +

+ 2

1∫
0

[
µL 2

τ + ϕ̂′LτLs +
2ν

3
H2

τs +
2
3
Lτ (ϕ̂′Hτ )s

]
dξ = 2β

1∫
0

R̂Lτ ` dξ. (4.3)

Наконец, из тривиального следствия

d(Hτ ) = Lτ

вытекает

d

dτ


1∫

0

H2
τ dξ

 + 2ν

1∫
0

H2
τ dξ = 2

1∫
0

HτLτ dξ. (4.4)

Сложив (4.1)–(4.4), получим выражение

d

dτ
J (0) + J (1) = 2β

1∫
0

R̂′Gτ ` dξ + 2β

1∫
0

R̂′G ` dξ + 2β

1∫
0

R̂Lτ ` dξ + 2

1∫
0

HτLτ dξ

≤ 2β

 1∫
0

(R̂′)2 dξ


1
2

 1∫
0

G 2
τ dξ


1
2

 1∫
0

G 2 dξ


1
2

+ 2β

 1∫
0

(R̂′)2 dξ


1
2 1∫

0

G 2 dξ

+ 2β

 1∫
0

R̂2 dξ


1
2

 1∫
0

L 2
τ dξ


1
2

 1∫
0

G 2 dξ


1
2

+

1∫
0

H2
τ dξ +

1∫
0

L 2
τ dξ. (4.5)

Отметим, что в (4.5) использованы неравенства Гёльдера и Коши. При
этом мы также использовали формулу (3.12). Кроме того, в (4.5)

J (0) =

1∫
0

[
G 2

τ + G 2
s +

2
3
H2

τss + (β(2R̂− ρ) + µ)G 2

+ 2G Gτ +
2ν

3
H2

ss + L 2
τ + G 2 +

2
3
H2

τs + H2
τ

]
dξ,
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J (1) = 2

1∫
0

[
µG 2

τ + ϕ̂′GτGs +
2ν

3
H2

τss +
2
3
Gτ (ϕ̂′Hτ )ss + G 2

s − G 2
τ

+ ϕ̂′G Gs +
2
3
H2

τss +
2
3
(ϕ̂′Hτ )ssG + β(2R̂− ρ)G 2 + µL 2

τ + ϕ̂′LτG

+
2ν

3
H2

τs +
2
3
Lτ (ϕ̂′Hτ )s + νH2

τ

]
dξ.

С учетом оценки правой части перепишем (4.5) в виде следующего нера-
венства:

d

dτ
J (0) + J (2) ≤ 0, (4.6)

где

J (2) = J (1) − β

 1∫
0

(R̂′)2 dξ


1
2

ε1

1∫
0

G 2 dξ − β

 1∫
0

(R̂′)2 dξ


1
2

1
ε1

1∫
0

G 2
τ dξ

− 2β

 1∫
0

(R̂′)2 dξ


1
2 1∫

0

G 2 dξ − β

 1∫
0

R̂2 dξ


1
2

ε2

1∫
0

G 2 dξ

− β

 1∫
0

R̂2 dξ


1
2

1
ε2

1∫
0

L 2
τ dξ −

1∫
0

H2
τ dξ −

1∫
0

L 2
τ dξ.

При получении агрегата J (2) использовано неравенство Коши с ε1, ε2. Здесь ε1,
ε2 — некоторые положительные постоянные.

Выражение, стоящее под знаком интеграла (см. агрегат J (0)), является
положительно определенной квадратичной формой от следующих переменных:
Hτ , Hs, Hττ , Hτs, Hss, Hτss, Hττs, если выбрать параметры µ, ν, β достаточно
большими (что соответствует физической реальности, см. § 2 и [2]). Заметим
также, что в силу (1.14)

2R̂− ρ = ρ

с большой точностью.
Что касается агрегата J (2), то выражение, стоящее под знаком интеграла

является квадратичной формой от тех же самых переменных. Видно, что эта
форма будет положительно определенной, если опять же µ, ν, β — достаточно
большие параметры (причем µ, ν намного больше, чем β, что соответствует
физической реальности) и

ρ(s) >

 1∫
0

(ρ′(ξ))2 dξ


1
2

. (4.7)

Неравенство (4.7) как раз является тем самым существенным ограничением на
функцию ρ(s), о котором мы говорили в первый раз в замечании 1.2.

При выполнении (4.7) существует такая постоянная M0 > 0, что

J (2) ≥ M0J
(0). (4.8)
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В силу (4.8) неравенство (4.6) можно переписать так:

d

dτ
J (0) + M0J

(0) ≤ 0,

т. е.
J (0)(τ) ≤ e−M0τJ (0)(0). (4.9)

Вспоминая соотношения (3.1), мы можем теперь неравенство (4.9) записать в
виде

1∫
0

[
u2(τ, s) + r2(τ, s) + u2

τ (τ, s) + r2
τ (τ, s) + u2

s(τ, s) + r2
s(τ, s)

+ u2
τs(τ, s) + u2

ss(τ, s) + r2
ττ (τ, s) + r2

τs(τ, s)
]

dξ ≤ M1e
−M0τσ2. (4.10)

Здесь M1(> 0) — некоторая постоянная,

σ2 = ‖U0‖2W 2
2 (0,1) =

1∫
0

[
(U0, U0) + (U ′

0, U
′
0) +

(
U ′′

0 , U ′′
0

)]
dξ

— квадрат нормы вектора начальных данных

U0(s) = U(0, s) = (r0(s), u0(s), ϑ0(s))∗

в пространстве Соболева W 2
2 (0, 1). При получении неравенства (4.10) надо так-

же учесть, что компоненты векторов Uτ (0, s), Uττ (0, s) определяются в конечном
итоге через компоненты векторов U0(s), U ′

0(s), U ′′
0 (s).

Замечание 4.1. Постоянные M0, M1 (как и другие положительные посто-
янные Mk, k = 2, . . . , 8, которые будут появляться у нас дальше) определяются
в конечном итоге через постоянные µ, ν, β и функцию ρ(s) и ее производные
(вплоть до порядка 3).

Замечание 4.2. Теперь ясно, почему мы назвали задачу (3.6), (3.2) вспо-
могательной. Получив для нее оценку (4.9), мы затем «убрали» из полученной
оценки вспомогательную функцию H(τ, s), вернувшись к зависимым перемен-
ным исходной задачи (2.1)–(2.3).

Имея на руках неравенство (4.10), сконструируем требуемую априорную
оценку. Так, с помощью третьего уравнения системы (2.1) можно оценить ϑ,
ϑτ , ϑs, ϑττ , ϑτs. Для примера покажем, как оценивается функция ϑ. Умножим
третье уравнение системы (2.1) на 2ϑ и проинтегрируем полученное выражение
по s от 0 до 1. В итоге имеем

d

dτ


1∫

0

ϑ2 dξ

 + 2ν

1∫
0

ϑ2 dξ = −4
3

1∫
0

ϑus dξ ≤ 2
3

1∫
0

ϑ2 dξ +
2
3

1∫
0

u2
s dξ.

Далее, используя оценку (4.10), получаем

1∫
0

ϑ2 dξ ≤ M3e
−M2τσ2. (4.11)
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причем M2 = min {M0, 2(ν − 1
3 )}. Аналогично оцениваем ϑs. Производные ϑτ ,

ϑττ , ϑτs оцениваются с помощью самого третьего уравнения системы (2.3). На-
пример, из уравнения следует, что

ϑτ = −νϑ− 2
3
us и т. д.

Итак,
1∫

0

[
ϑ2(τ, s) + ϑ2

τ (τ, s) + ϑ2
s(τ, s) + ϑ2

τs(τ, s) + ϑ2
ττ (τ, s)

]
dξ ≤ M4e

−M2τσ2. (4.12)

Заметим также, что производная uττ оценивается с помощью второго уравнения
системы (2.1), продифференцированного по τ .

Нам осталось показать, как оцениваются производные rss, ϑss. С этой це-
лью воспользуемся вторым уравнением системы (2.1), продифференцировав его
по s:

rss + ϑss = −uτs − (ϕ̂′ϑ)s − µus + βR̂r, (4.13)
и дополнительным соотношением (2.19), которое после дифференцирования его
дважды по s примет вид(

ϑss−
2
3
rss

)
τ

+
3
5
ν

(
ϑss−

2
3
rss

)
=

2
3
(ϕ̂′u)ss+

2
5
ν[uτs+(ϕ̂′ϑ)s−βR̂r+µus]. (4.14)

Тогда сначала из (4.14) получаем
1∫

0

(
ϑss −

2
3
rss

)2

dξ ≤ M6e
−M5τσ2, (4.15)

где M5 = min {M2,
3
5ν}, а затем из (4.15), (4.13) имеем

1∫
0

[
r2
ss(τ, s) + ϑ2

ss(τ, s)
]

dξ ≤ M7e
−M5τσ2. (4.16)

Объединяя оценки (4.10)–(4.12), (4.16), в конце концов, можем выписать
нужную нам априорную оценку:

1∫
0

[(U,U) + (Uτ , Uτ ) + (Us, Us) + (Uττ , Uττ ) + (Uτs, Uτs) + (Uss, Uss)] dξ

≤ M8e
−M5τσ2, τ > 0. (4.17)

Из оценки (4.17) следует, что

U(τ, s) ∈ W 2
2 (0, 1), Q(τ, s) ∈ W 3

2 (0, 1), ϕ(τ, s) ∈
◦

W 4
2(0, 1)

при всех τ > 0. Из нее же вытекает (см. замечание 2.5) асимптотическая
устойчивость (по Ляпунову) состояния равновесия в линейном приближении.

Замечание 4.3. Точнее, r(τ, s), ϑ(τ, s) ∈
◦

W 2
2(0, 1). Кроме того,

‖U(τ)‖2W 2
2 (0,1) ≤ M8e

−M5τσ2, τ > 0,

что и означает (см. замечание 2.5) асимптотическую устойчивость (по Ляпуно-
ву) тривиального решения смешанной задачи (2.1)–(2.3). Напомним, что

‖U(τ)‖2W 2
2 (0,1) =

1∫
0

[(U,U) + (Us, Us) + (Uss, Uss)] dξ.
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