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Résumé: Le produit de juxtaposition des permutations présente un
certain nombre de propriétés remarquables vis a vis du calcul de Schubert
des variétés de drapeaux -c’est a dire, du point de vue de la combinatoire, vis
a vis du calcul des “polynémes de Schubert” de Lascoux et Schiitzenberger.
Il en résulte, entre autres, des formules explicites pour les produits des cycles
(resp. polynémes) de Schubert associés aux permutations correspondantes
avec les cycles (resp. polynomes) de Schubert généraux. En I’absence d’une
formule générale pour le calcul d’intersection sur les variétés de drapeaux,
ces résultats permettent de compléter notablement les résultats partiels déja
connus (formule de Monk et formule “a la Pieri” de Lascoux-Schiitzenberger,
quelques propriétés des permutations vexillaires).

Abstract: The concatenation product of permutations enjoys many
nice properties with respect to Schubert calculus; that is, from a combina-
torial point of view, with respect to the Lascoux-Schiitzenberger calculus
of Schubert polynomials. We give explicit formulas for the product of the
Schubert cycles (resp. polynomials) which are associated to the correspond-
ing permutations with general Schubert cycles (resp. polynomials). Those
formulas complete the partial known results about the combinatorics of in-
tersections products on flag manifolds (Monk’s formula, generalized Pieri
formula of Lascoux and Schiitzenberger, some properties of vexillary per-
mutations).

Introduction. A la suite des travaux de Borel [B], Demazure et
Bernstein-Gelfand-Gelfand [D1][D2][BGG] sur la cohomologie des espaces
homogenes, Lascoux et Schiitzenberger ont donné dans [LS1] un modele
entierement combinatoire de la cohomologie des variétés de drapeaux, les
“polynomes de Schubert”. Ce modele permet, au moins en théorie, de
rendre effectifs les calculs d’intersection de cycles de Schubert: il suffit
de multiplier les polynomes de Schubert correspondants et de décomposer
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dans une base de polynoémes de Schubert convenable le résultat obtenu. En
basses dimensions, un package comme celui mis au point par S. Veigneau [V]
devrait pouvoir permettre d’effectuer ce type de calculs; mais 'effectivité
peut devenir vite problématique lorsque la longueur des drapeaux augmente,
compte tenu de la taille des calculs a effectuer.

Malgré les progres spectaculaires de la théorie depuis [LS1], on dispose
encore de peu d’informations et en particulier de peu de formules générales
sur les calculs de produits de cycles de Schubert en dehors de la formule
de Monk [M] d’une part (généralisée en une formule “a la Pieri” pour les
fonctions de Schur dans [LS1]), et d’autre part de quelques formules liées a la
formule de Littlewood-Richardson et aux permutations vexillaires [LS2][Mc].
Citons par ailleurs, pour les polynémes de Grothendieck, c’est a dire au
niveau de la K-théorie, la “formule de Pieri” obtenue par Fulton et Lascoux
[FL].

Le but de cet article est de donner des formules explicites pour le calcul
d’intersection de cycles de Schubert généraux avec les cycles associés aux
permutations décomposables -les permutations obtenues comme produit de
juxtaposition de deux permutations. D’un point de vue géométrique, la re-
marque essentielle, élémentaire mais dont I'utilisation semble nouvelle, est
que le cycle de Schubert d’'une permutation décomposable est canonique-
ment isomorphe au produit cartésien de cycles associés a des drapeaux de
moindre longueur, ce qui permet de déduire certaines de ses propriétés com-
binatoires d’arguments standards en théorie d’intersection. Précisément, si
on note Fj, la variété des drapeaux complets de C¥, nous nous intéresserons
aux immersions fermées:

Fi X Fi——Fri
(A C ... CA, By C...C B

— A1 C...CALCBI®A, C...C B & A,

Tout laisse a penser -et c’est une de nos motivations principales- que ces
immersions jouent vis a vis des polynomes de Schubert un role analogue a
celui que jouent les morphismes

Sk X Sl — Sk—H

dans la théorie des fonctions symétriques |G| [C]. Les morphismes d’image
directe 7, et d’image réciproque i* des classes de cycles et leurs propriétés,
en particulier la “loi de réciprocité géométrique” (dite plutot “formule de
projection”, notre terminologie est un clin d’oeil a la réciprocité de Frobe-
nius):

ix(zNi*(y)) = i(z) Ny,

jouent un role décisif dans nos constructions.
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Pour ce qui est des propriétés des polynomes de Schubert rappelées ou
utilisées sans autre forme de précision dans cet article, on renvoie a [Mc]
plutot qu’aux articles originaux pour des raisons évidentes de commodité.
Pour ce qui est de la théorie d’intersection, on renvoie a [F].

On note N (resp. C) l'ensemble des entiers (resp. des complexes).

1. Généralités sur les polynomes de Schubert des permuta-
tions antidécomposables.

On convient de représenter une permutation w € S, par la suite de
ses valeurs aux entiers: w = (w(1),...,w(n)). Le produit de juxtaposition
a X B € Syim de deux permutations a € Sy, 3 € Sy, est défini par:

Vi <n, ax (i) = a(i);

Vi>n, axf(i):=p(>{—n)+n.

Ce produit munit 'ensemble [] S, d’une loi multiplicative associative (et
neN
unitaire, si 'on convient que Sy = {0}, ou () représente la “permutation

triviale sur ’ensemble vide”, et que:
Va € Sy, D xa=ax(:=a).

Les permutations qui s’écrivent comme produit de juxtaposition de deux

permutations non triviales, c’est & dire les éléments de ( [[ S,)? sont, par
neN*
définition, les permutations décomposables.

Les permutations décomposables sont bien connues du point de vue des
polynoémes de Schubert. On sait en particulier que, si on note 1,, I’élément
identité de S, et S, le polynéme de Schubert associé a une permutation 7,
on a:

Ya € Sn, Vﬁ € Sm, Saxﬂ =38, ~81n><5.

Nous nous intéresserons surtout aux polynoémes de Schubert “duaux”,
c’est a dire aux polynomes: S, . .(axg), OU Wnim = (0 +m,n +m —
1,...,1) est ’élément de longueur maximale de .S,, pour l'ordre de Bruhat-
Ehresmann. En général, si o € S, et si w, -0 est décomposable, nous dirons
que o est une permutation antidécomposable.

Définition 1,1. Une permutation décomposable o € S, est dite
élémentaire (resp. antiélémentaire) si elle s’écrit (resp. si wy - o s’écrit)
comme produit de juxtaposition de permutations du type w;, i.e. s’il existe
des entiers aq, ..., a avec:

0 = Wq, X ... XWq,,
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(resp. avec wy - 0 = Wg, X ... X Wy, ). On dira dans ce cas que o est
élémentaire (resp. antiélémentaire) de type (a1, ...,ay). Plus généralement,
Slo =01 X ...X 0 (resp. sio =wy, - (01 X ... X 0})) avec g; € S,,, on dira
que o est décomposable (resp. antidécomposable) de type (a1, ...,ax).

Lemme 1,2. Toute permutation antiélémentaire est dominante.

Rappelons que, si 0 € S, le code de o est, par définition, la suite
ordonnée ¢(o) := (c1(0),...,cn(0)), o

ci(o):= Card{j: i<j<n, w(j) <w(i)}.

Une permutation est dite dominante si son code est une partition (i.e. une
suite décroissante). Supposons o = wg, X ... X wg,. On a alors:

cj(wp -0) =aps1+ ... +a; si j€lag+ ...+ ak—1,a1 + ... + agl,

d’ou le lemme.

Corollaire 1,3. Si la permutation décomposable « est élémentaire
de type (ay,...,ax), le polynéme de Schubert indicé par la permutation an-
tidécomposable associée w,, - o vérifie:

ai a2 ar1~+...+ar_1
Swnu _ (H xj)a2+...+ak< H l’j)a3+'“+ak...( H l’j)ak.
j:]. j:a1+1 j:a1+...+ak_2+1

C’est la conséquence d’un résultat général sur les permutations domi-
nantes [Mc|: si # est dominante de code la partition A = (A1, ..., \,), alors:

— >\_ A1 >\n
Sg=a" =a7"... 2",

Proposition 1,4. Soient a € S,,, f € S,,. On a:

Swn+m(ozxﬁ) = Swn+m(wn><wm) : Swn'a ' Swmﬁ(n)7

ot on note S, .3(n) le polynéme obtenu en substituant & la variable z; la
variable x;1,, dans le développement de S, .3.

Plus généralement, si P est un polynome en x1,...,%y,..., On notera
P(k) le polynéme en 41, ..., Tgtn, ... Obtenu par le méme procédé.

Rappelons [Mc] qu’on a, sur les polynémes de Schubert, les opérateurs
de Demazure 6, v € S,,, construits a partir des opérateurs aux différences
divisées et satisfaisant aux relations:

Vo € Sy, 058y = Syp—1 si (ov™h) =1(0) = 1(v)
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=0 sinon;

avec en particulier:
n—1_n—2
So = 05-10, Sw,, = 0g—14, (X7 T3 7. Tp_1).

On note ici, comme d’habitude, I(0) la longueur de la permutation o. On
a alors:

Swn+m(a><5) = 5(axﬂ)—1($?+m_1--- xn—km—l)
= 5a—1 X5—1($?+m—1... Ll?n_|_m_1).

Une décomposition réduite de o~ x ~! ne contient pas la transposition
Tn = (1,..on—1,n+1,nn+2,..,n+m).
On a alors en vertu des propriétés générales des opérateurs de Demazure:

Seomim(axd) = Oa-1((T1... 2,)™ - x?_l...xn_l) - So,,-5(n).

Comme par ailleurs, pour tout couple de polynémes (f, g) avec f symétrique
en ri,...,Ty, ON a pour o € Sy,:

oo (f-9) = f-05(9),

on a aussi:

—1

Sa-1((z1o )™ 2P k1) = (210 ) ™0 (2 1)

= Owppm (Wn Xwm,) Swnu;

cette derniere identité en vertu du corollaire 1,5. D’ou la proposition.
2. Calcul d’intersection des permutations décomposables.

On note, comme dans 'introduction, Fj la variété des drapeaux com-
plets de CF:

(A) = (Al CAyC..C Ak), dimcA; = 1.

La variété (I’espace homogene) Fj, admet une décomposition cellulaire [E]
dont on rappelle brievement la construction.

Considérons la base canonique de C*¥: B = (ey,...,ex). Tout vecteur
non nul v € C* s’écrit de maniére unique, pour un certain j < k que l'on
notera dans la suite j(v), sous la forme:

v=21(v) e+ ...+ x;(v) - e,
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avec x;(v) # 0. On pose:
v

lv| i = ————.
() (V)

Soit alors (A) € Fy; on code (A) par une matrice inversible (a;;); j<k de la
maniere suivante. Soit z; un générateur de la droite A;. On pose:

a1 = xp(]21]).

On a donc en particulier a; j.,) = 1 et a1, = 0 pour n > j(z1). Il existe
alors, & un scalaire pres, un unique zo € Ay avec Ao = C- 21 & C - 25 et
Tj(z)(22) = 0. On pose:

az,n = Tn(|22]),

et ainsi de suite. On aura donc: A, = C-21D...DC 2y, avec (|, ) (|2m|) =
0 pour 2 < m et:
Am.n = Tn(|2m])-

La matrice (a;;) code le drapeau (A), au sens ou (A) est entierement
déterminé par la donnée des a; ;.
Soit alors o € Si. Définissons GL, comme ’ensemble des matrices
U € GL(C) satisfaisant aux conditions:
cj=0(i)=1U,;=1
.j>0'(’i):>Ui’j:0
o Vi, j:3dk <1, j:O'(k>:>U¢7j:0.
Par construction, GL, est isomorphe a CY@) et tout élément U de GL,
est le code d’un unique drapeau noté Drap(U). Qui plus est:

Fr = Upes, Drap(GL,).
La cloture topologique X, de la cellule de Schubert

Drap(GL,) :={Drap(U)}vecL.

est dite variété de Schubert et vérifie:
Xo = Ug<sDrap(GLg),

ou l'ordre noté < est, comme il se doit, I’ordre de Bruhat-Ehresmann, ce
qui donne la décomposition cellulaire annoncée de Fy.

Les classes des variétés de Schubert, les cycles de Schubert [X,], o € S,
forment une base de ’anneau de Chow de Fy, [F]. On va s’intéresser aux pro-
priétés multiplicatives des cycles associés aux permutations décomposables.

On remarque tout d’abord que le morphisme:

:anme)«/Tn—Fm
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((A),(B)— A1 C...CA, CA,®B, C.. CA,® B,
définit une immersion fermée. Le morphisme d’image directe:
est donné par:

i ([Xo] @ [Xp]) = [Xoxpls

ce que 'on peut voir via la description matricielle des cellules de Schu-
bert Drap(GL,), Drap(GLg) et Drap(GLysxg). On convient de noter Ny
(resp. Ng,1) le produit d’intersection dans A, (Fy) (resp. A.(Fr) ® A (F7)).
En utilisant la construction des produits d’intersection de [F], comme les
variétés Fj sont non singulieres, on peut raffiner la description de N,,,, de
telle sorte qu’on ait:

V(a, B,7) € Sntm X S X S,y [Xa] Mpgm [Xpxqy] € Au(Fn) @ A(Fmn).

Dans la suite on identifiera implicitement A, (F,) ® A.(Fn) & son image
directe dans A.(Fnim).

Lemme 2,1. Soit o € S, 4,. Sio est antidécomposable de type (n,m)
avec 0 = Wpim(a x B), a € S, B €S, alors:

[XU] Ontm [Xwnxwm] = [Xwna] ® [meﬁ] € A*(}—n> ® A (]:m)
Sinon:

[on] Mntm [Xwnxwm] = 0.

Notons respectivement <,>, ., et <,>, ,, les formes bilinéaires in-
duites sur A, (Fpnim) et Au(Fn) @ Ax(Fn) par dualité de Poincaré.
On a, d’apres [E]:
< [XoJ|[X8] >nem= 65

wn+m'/6

et
< [XaXB”[X'yXe] >n,m: 5a><ﬁ

WnYXWme"

La “loi de réciprocité”:
(% O () = 14(2) P 9
implique que, pour (o, 3,7) € Sptm X Sn X Sm:
< [Xall[XpxA] >nim=<"[Xa]l[Xpxr] >nm
=< [Xo] Ontm [ X xwn I X8xy] >nm;
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d’ou le lemme.

Proposition 2,2. Supposons que o € S, 1, ne soit pas antidécom-
posable de type (n,m). Alors, pour a € S,, et 3 € Sy, on a:

[Xo] Nt [Xaxg] = 0.

En effet, on a alors:

[ch] Ontm [XaXﬁ] = ([XU] Mntm [Xwanm]) Mn,m [XaXB] = 0.

Proposition 2,3. Pour tout 4-uplet («, 3,7,0) € Sp X Sy X Sy X S,
on a l’égalité suivante dans A, (F,) @ Ax(Fm):

[Xwner(wxé)] Nntm [Xaxﬁ] = ([Xwn’y] Mn [Xa]) ® ([meé] Nm [Xﬁ])~

La preuve est identique a celle de la proposition 2,2 mutatis mutandis .

Les propositions 2,2 et 2,3 permettent de calculer pour une classe im-
portante de cycles de Schubert des produits d’intersection explicites en fonc-
tion de produits de cycles associés a des drapeaux de longueur inférieure,
ce qui est d’un intérét évident, entre autres du point de vue de 'effectivité.

Corollaire 2,4. Supposons (o,a,3) € Sptm X Sp X Sy, avec o non
décomposable de type (n,m). Alors Sy - S, ., (axp) €st dans l'idéal de
Z[Xq,...,Xnim| engendré par les polynémes symétriques.

Cela résulte de la proposition 2,2 et de ce que, dans la représentation
de Demazure de la cohomologie de F1,,, on peut voir les polynomes de
Schubert comme classes dans Z[Xj, ..., X tm]| modulo idéal engendré par
les polynémes symétriques. Voir [LS1] par exemple pour plus de détails sur
ce point de vue sur les polynéomes de Schubert.

Corollaire 2,5. Pour tout § € S,,, (S1, x5 —Ss(n))-S,

Wi gm (Wn, X W) est
dans I'idéal de Z[X1, ..., Xn4+m] engendré par les polynémes symétriques.

Meéme remarque que pour le corollaire 2,4. Appliquer 2,3 avec v =
1,, a=w, et 0 =wn,.

Concluons par un exemple élémentaire a titre d’illustration des propo-

sitions 2,2 et 2,3. posons 0; = Wy4+mTi, OU 7; est la transposition échangeant
i et i = 1. Donnons-nous aussi («, 3) € S,, X Sp,. On a alors:

[Xo'n] mn+m [XOéXB] = 0
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[Xo,] N [Xaxg] = ((Xo, ] Nn [Xa]) @ [Xs] sii<n

et
[Xo.] Mnam [Xaxg] = [Xa] @ ((Xorim,] O [Xp]) st i >,

ce que 'on peut retrouver par la formule de Monk.

Une ultime remarque: les morphismes d’image directe et d’image in-

verse permettent de munir le Z-module F := @ A.(F,) d’'une structure
neN
de Z-algebre (associative) et de Z-cogebre (coassociative) -par fonctorialité

des morphimes d’image directe et inverse des classes de cycles. Ces struc-
tures d’algebre et de cogebre ne munissent pas F d’une structure d’algebre
de Hopf, mais sont adjointes au sens ou, par la loi de réciprocité:

Vo € Spim, Ya € S,, VB € S, :

< i*[XU”[Xa] ® [Xﬁ] >nm=< [XU]HXaXﬁ] >n4m -
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