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LONGUEUR DES INVOLUTIONS ET CLASSIFICATION
DES GROUPES DE COXETER FINIS

PAR

Paur MOSZKOWSKI

RESUME. — On donne une démonstration combinatoire simple d’un résultat
concernant les involutions des groupes de Coxeter. La méthode fournit un renseignement
nouveau qui permet d’obtenir la classification des groupes de Coxeter finis de maniére
purement algébrique.

ABSTRACT. — The paper contains a simple proof of a result on involutions in
Coxeter groups. Our method yields a new piece of information which allows us to
derive the classification of finite Coxeter groups in a purely algebraic way.

On rappelle qu'un systeme de Coxeter est un couple (W, S5), ou W
est un groupe et S un ensemble générateur de W, assujetti seulement
a des relations du type (35’)’”(5’5/) = 1, avec m(s,s) = 1 et m(s,s') =
m(s',s) > 2 pour s # s' dans S. Lorsqu’aucune relation n’intervient pour
un couple (s, s'), on pose m(s,s') = co. On supposera connus les résultats
préliminaires suivants, exposés par exemple dans les premieres pages de

([2], chap. 5).

L’ordre de ss' dans W est égal a m(s, s') et S est un systeme générateur
minimal de W.

Pour I C S le couple ((I),I) est un systeme de Coxeter, (I) désignant
le groupe dit parabolique) engendré par I. Si Ij(w) désigne la longueur
relative a I d’un élément w par I (c’est-a-dire le plus petit entier n tel que
W=2351...8p,avec s; € [ (1 <i¢<n)),onalj(w)=Ls(w)=I1w).

Pour J C S on pose X; = {w € W, l(ws) > l(w),Vs € J}.
Les mots (35’)’”(5’5/) comportant un nombre pair de lettres, on a soit
l(ws) = l(w) + 1, soit l(ws) = l(w) — 1. De plus, on a la condition
d’échange : (w € X, s'w € X5) = s'w = ws.

Pour w dans W et J C 9, il existe une décomposition unique w = xy
avec x € Xy et y € (J); de plus, l(w) = 1(z) + I(y).

On note T lensemble des conjugués des éléments de S (éléments
également appelés générateurs de W). Pour w € W on pose

Hw)={te T, l(wt) < l(w)}.
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Par un argument de parité, on n’a jamais [(wt) = l(w); on a la condition
d’échange forte : pour w = $1...5, (8i € S), sit € I(w), alors il existe 1
tel que t = s, ...8;...8n.

Le groupe W est fini si et seulement s’il existe un élément w, dit
maximal, tel que [(ws) < l(w) pour tout s de S. Dans ce cas w est unique
(et on pose w = wg) et wg = 1. De plus, pour tout w dans W, on a

l(ws) = l(wsw) + l(w).

Dans tout ce qui suit (W, S) est un systeme de Coxeter, d’ensemble de
réflexions T. Les résultats a) et b) de la proposition suivante font 'objet

de [1].

PROPOSITION.

a) Si(W,S) est un systéme de Cozeter et si w € W est une involution
(w* = 1), alors il existe I C S d’élément mazimal wi conjugué d w et
commutant avec chaque élément de I.

b) Pour I,J C S, si les éléments mazimauz wy et wy commutent
respectivement avec chaque élément de I et de J, alors ceuz-ci sont
conjugués si et seulement s’il existe x tel que v~ Iz = J.

c) Si w est une involution, soit il existe I C S avec w = wy, soit il
eziste s € S avec [(w) = I(sws)+2 et par conséquent il existe J C S tel que

wy commute avec chaque élément de J et il existe x tels que w = w™ lwjz

et l(w) =l(wy) + 2I(z).

Démonstration

2

a) ¢) Soit s1...s, une écriture réduite de w (s; € S§), 1 < ¢ < n,
(w) = n). On a s1...8, = Sp...81; 81 Sp—1...51 € X, , alors w
possede une écriture réduite s,07 ...0,_28, et on raisonne par récurrence
sur n; sinon, d’apres la condition d’échange s,,_1...s51 = s1...5,-1. Par
itération, si w ne possede pas d’écriture réduite soq...0,_2s, alors w =
Spe1---8187n = SpS1 . Sp—1 =+ = Si41...8p51...8;pour 1 << n—1,
donc l(ws;) < l(w). Posant I = {s1,...,8,}, on a w € (I), donc w = wy.
S’il existe s € I avec swr # wrs, alors [(swrs) < l(wr), et on conclut par
récurrence.

b) Soient I,J C S conjugués tels que wr et wy commutent respec-
tivement avec tout élément de I et de J. Soit z de longueur minimale tel
que wy = zwrz~'; z € X car sinon = possede une écriture réduite de la
forme s1,...,5, avec s, € I et n n’est pas minimal. De méme 27! € X,
et zwy = wyr avec [(zwr) = l(z) + l(wr) = (z) + l(wy). Pour s € I,
(wyxs) = l(wyz)—1. Puisque x € X, d’apres la condition d’échange forte
il existe une réflexion t de (I) telle que wyzs = w stz et [(wyt) = l(wy)—1.
Or [(t) = l(wy)—l(wst) =1, donc t € J. De méme pour s € J, 2~ 'sz € I.

On montre maintenant comment a) et ¢) ci-dessus peuvent conduire a
la classification des groupes de Coxeter finis [3].
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LEMME 1 [4]. — Le mot sq,...5, est réduit si et seulement si par
remplacements successifs de facteurs de type ss's... de longueur m(s,s')
par les mots égaux s'ss' ... de méme longueur on ne peut obtenir un mot
contenant un facteur de type ss.

On dira qu'un mot est rigide si cette condition est vérifiée et si de
plus tous les remplacements successifs possibles sont des commutations de
générateurs (m(s,s') = 2).

LEMME 2 [5]. — SiT' C T, alors le groupe de réflexions (T") engendré
par T' est un groupe de Cozeter dont un systéme de générateurs est
PVensemble 8" = {t € T, I(t)N(T") = {t}}. De plus l'ensemble de réflezions
de ce systeme est T N (T"), et I' désignant la fonction longueur de ce
systeme, on a {{(wt) > l(w) & '(wt) > I'(w)} pour tout w de (T') et tout
t de TN(T").

Rappelons que le graphe G du systeme (W,S) a pour sommets les
éléments de S, pour arétes simples les paires (s, s') telles que m(s,s') = 3,
et pour arétes d’ordre m(s,s') les paires (s, s') telles que m(s,s') > 3. La
classification se ramene évidemment au cas ou G est connexe. Lorsque G
contient l'un des sous-graphes suivants, on voit facilement que le mot w?
est rigide (p > 0), et que le groupe correspondant est infini, possédant des
éléments de longueur arbitraire :

1)le cycle 1,2,....n, w =12...n.

!
9) L k2 B3 (k> 6), w = 12123.
!
3) VB2 =l M s w=1.n..2
4) :>,3__T_‘_1 En k>4,w=1..n..3

1

5) ;.3____,4:2_ w=1...n(n—2)...3.

1 2 5 3 4

6) oo o o w = 123234,

Cet argument a été utilisé dans [4] pour les cas 1), 3), 4), 5). Par
commodité on pose |8, ...81 = S1...8y...51, et pour t,t' dans T on note

(t,t") Vordre de tt'.

Remarque 1. — Si t # |sy...s1 commutent avec w € W et si
t € I(|sn...s1), alors il existe 1 € [1,n — 1] tel que |s;...s; commute avec
w. En effet, d’apres la condition d’échange forte on a soit t = |s;... sy,

soitt =381...80...8;...8n...51 (1 <i<n—1),auquel cas (|s, ...s1)t =

(|si- . s1)(|sn...81).
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Remarque 2. — Si W est fini d’élément maximal w, on sait que
Papplication s — wsw est un isomorphisme de graphe car [(wsw) =
l(w) = (I(sw)) = 1(s), et pour s,s" dans S, (wsw,ws'w) = (s,s").

Soit By, le groupe

[

1 commute avec le groupe < {1,[12,3....,n} >. D’apres le lemme 2 et la
remarque 1 on a la les générateurs de ce groupe, dont le graphe est

1 |12 3 4 n-1 n

° o ® — — — — 06— o

4
car par conjugaison (|12,3) = (1,]32) = (1,]23) = (|13,2) = (1,2) = 4.
Par récurrence le groupe < {|12,3,...,n} > est fini. D’aprés la remarque
2 son élément maxiaml w commute avec 3, ..., n car son graphe ne possede

pas d’isomorphisme non trivial. On a l(wl) > [(w); si ((w2) > [(w), alors

W = w34, n) dapres c) dela proposition ci-dessus, ce qui est absurde. On

a donc [(1lwi) < [(1w) pour tout ¢, donc B, est fini, d’élément maximal lw.
Soit D,, le groupe

1:DD[|3 4 n-1 n

5 . o e o

On montre par récurrence que Dj, est fini et que son élément maximal
commute avec tous les éléments : 1 commute avec 1,2,4,....n. En
utilisant des pseudo-commutations de type ss's — s'ss’ on peut construire
une réflexion t = |[s,...513 € {1,2,3,4} commutant avec 1 de la
maniere suivante : t1 = (|s,...s13)1; on pose s1 = 1; $,...852131 =
Sp...52313; on pose alors s3 = 3, s = 2 (ou s3 = 3, sp = 4);
Sp .. .8432313 = sp,...58423213; il existe ¢ € {1,2,3,4} commutant avec 2
mais ne commutant pas avec la lettre suivante 2, a savoir 4 ; on arréte alors
la construction, posant ¢t = |43213. On a t = |43213 = |23413 = |23143,
donc par symétrie 43213 commute avec 2 et 4. On raisonne alors comme
plus haut : ¢ est générateur du groupe < {1,2,4,...,n,t}) car 3, |13,
|213 = |23, |3213 = |2313 = |2131 = |231 ne commutent pas avec 1. Le
graphe de ce groupe est

[ _
1 2 .DDDS 6 2p-1 2p

(] ° 4 ® e — — ——06— __ °
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Soit w l'élément maximal du groupe < {t,4,...,2p} >. Par récurrence
w commute avec 4,5,...,2p. D’autre part [(wl) > l(w) et {(w2) > l(w).
Si l(w3) > l(w), alors w = wc4,.. 2p>}, ce qui est absurde, donc w12 est
I’élément maximal de D,,, avec wl21wl2 = 1. Enfin, Dy est fini, car le
mot |43213 est réduit, et [(t124¢) < [(¢124) pour 1 < < 4.

Dans tout ce qui suit, les réflexions ¢ proviennent du méme algorithme,
compte tenu des valeurs m(s, s') particulieres.

1 2 3 4

4

Soit Fy le groupe

4 commute avec 4,1,2, t = [3243, tous générateurs du groupe <

{4,1,2,t} > car ni 3, ni |43, ni |243 = |23 ne commute avec 4. Le graphe
correspondant est

4 2 1 t

car (|3243,2) = (|3423,2) = (]4323,2) = (4,]2323) = (4,2) = 2 et
(13243,1) = (|32,1) = (3,]12) = (3,]21) = (3,2) = 4. Si w est I'élément
maximal de ce groupe, on a [(w3) < l(w) et w4 est I’élément maximal
de F4.

Le groupe
[

o
P
N
w

4

est infini car 4 commute avec le groupe infini

20 13243
0 4

Soit E7 le groupe

.12.\3:5 6 7

On sait que 4 commute avec le groupe

5
4 2 1 |23543 6/' .
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Soit w I’élément maximal du groupe < {2,1,|23543,5,6,7} >. w commute
avec 2,1,5,6,7; on en déduit l(w3) < Il(w) et E7 est fini, d’élément

4
0 1 2 3 75 6 7

est infini car 4 commute avec le groupe infini

2 5
O.\l 23543 6 /'.7

maxiaml w4.
Le groupe

Soit Eg le groupe

4
1 2 3756 71 8

4 commute avec le groupe

5
4 2 1 |23543 6 7 8

et de la méme maniere que plus haut Eg est fini.

Le groupe
4
1 2 3 -5 6 7 8 O

est infini car 4 commute avec le groupe infini

2 1 123543 6 /7 8 0

Le groupe
1 2 3 75 6
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est infini car 4 commute avec le groupe infini

043
V 1 [23543 N5
Soit Hj le groupe
1 2 3
. = . .
1 commute avec 1,3,¢ = [1231212, tous générateurs du groupe <

(1,3,t) > car 2, |12, |212, [1212 = |21, |31212 = [3212, [231212 —
[321212 = |312121 = |32121 ne commutent pas avec 1,|32121 étant réduit.
Le graphe correspondant est

1 3 t
[ ] [ J [ ]
car [1231212 = |[1213212 = 2123212 = 2132312 = |3212132 et

32121323 = 32121232 = 31212132; [1231212 étant réduit, Hs est fini,
d’élément maximal ¢13.

Soit Hy le groupe
2 3 4

5
1 commute avec 1,3,4, |1231212 = ¢, donc avec le groupe

1 3 4 t

(11281212,4) = (123,4) = (12, 43) = (112,]34) = (]12,3) = (1, 32) =
(1,]23) = (1,2) = 5. Hy est fini, d’élément maximal lw, ol w est I’élément
maximal du groupe < {3,4,t} >.
Enfin, le groupe
1 2 3 4 )

5

est infini, car 1 commute avec le groupe infini
3
: N\ 4 [1231212
5

7
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De tout cela résulte que les groupes de Coxeter finis de graphe connexe
sont bien I1(k), de graphe
Kk

*—0

puis A,, de graphe

enfin B, D,, Eg, de graphe

4
1 2N\ 3 5 &6

et E7,E8,F4,H3,H4.

Remarque. — 1l n’existe pas dans la littérature de preuve algébrique
de chacun des résultats utilisés dans cette note (en particulier 1’égalité
(s,8') = m(s,s') et le lemme 2). De telles preuves paraitront prochaine-
ment dans [6].

On trouvera une méthode de classification plus constructive dans [7].
Le normalisateur d’une réflexion d'un groupe de Coxeter fini étant un
groupe de réflexions [8], on voit @ posterior: que 'on s’est ramené aux
cas ou l’élement maximal commute avec chaque élément, montrant que
I’élement maximal du normalisateur d’un générateur (ou d’une réflexion
quelconque) ne peut étre que ’élément maximal du groupe tout entier.
Dans chaque cas considéré, le choix du générateur a été fait en vue de la
brieveté des calculs.
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