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RESUME. — Nous donnons les conséquences combinatoires de la symétrie des
fonctions de Schur sur les tableaux et permutations sous-jacents.
ABSTRACT. — We indicate the combinatorial consequences of the symmetry of

Schur functions for the underlying tableaux and permutations.

Introduction

Nous avons grandement exploité dans plusieurs publications le lien
existant entre fonctions symétriques (plus spécialement certaines fonctions
de Schur) et dénombrement de permutations par nombre de reculs et indice
majeur inverse (cf. [D-F| et [D-W], entre autres). Assez curieusement,
I'une des caractéristiques des fonctions de Schur, la symétrie, n’y est pas
utilisée. Elle se traduit pourtant de maniere simple et les interprétations
bijectives se transportent sans peine des unes aux autres. De plus, une
bijection de Gessel [G] permet de donner le méme type de résultat pour
les permutations de structure cyclique donnée.

1. Résultats

Soit o une permutation dans &,,. Un recul de o est un entier i € [n — 1]
tel que (i + 1) < o(i). On note rec(o) 'ensemble des reculs de o.

Les sous-ensembles de [n] sont en bijection avec les compositions (ou
permutations ordonnées) de n. A lensemble E = {e1,ea,...,ex}, dont
les éléments sont ordonnés de facon croissante, on associe la composition
(e1,ea—e1,...,ex—ek_1,n—ei) de n. On identifiera par la suite I’ensemble
E et la composition associée. En “oubliant” 'ordre des éléments de la
composition F, on obtient une partition 7(FE) de n.

On dira enfin que la permutation o est de classe E lorsque rec(o) € E.

Nous distinguerons la forme (“up-down sequence”) et le type (stucture
en cycles) d’une permutation. Soient ¢ une forme et A une partition de n,
ainsi que E une composition de n.

(*) Soutien par le P.R.C. Mathématiques et Informatique.
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kirch-Graffenstaden.



Notons respectivement A, (E) et Bx(F) les ensembles de permutations
de classe E et de forme ¢ ou de type A. Notons pour finir A, (F) et By (E)
le nombre respectif d’éléments des deux ensembles précédents.

THEOREME 1. — La forme ¢ et le type X\ étant fizés, les nombres
A, (E) et BA(E) ne dépendent que de la partition m(E) sous-jacente a E.

La démonstration de ce résultat va étre illustrée par un exemple dans
la section suivante. Les détails des constructions utilisées et les justificatifs
se trouvent résumés dans [D-W].

2. Exemples

Considérons la permutation o = 623471598 de Sy. On a rec(o) =
{1,5,8}. Sa forme est représentée de maniére commode en assimilant cette
permutation a un tableau de Young :

6
2347
159
8

Fixons-nous maintenant un sous-ensemble E C [n] contenant rec(o) de
fagon que o soit de classe E. Prenons E = {1,5,7,8} dont la composition
associée est £ = (1,4,2,1,1). Pour illustrer le théoreme, nous allons
montrer comment construire une permutation ¢’ de méme forme et dont la
classe £/ =(1,2,4,1,1) s’obtient en permutant deux éléments consécutifs
de E.

A partir de E = (ey,ea,...,e,) on construit la suite s constituée
de ey fois k, ey fois k—1, ..., e fois 1, en ordre décroissant. Ici,
s=(5,4,4,4,4,3,3,2,1).

Reportons ces valeurs dans 'ordre dans le tableau de Young associé
ao:

3
4443
541
2

On obtient ainsi un tableau semi-standard dont les éléments sont stricte-
ment décroissants dans les colonnes et décroissants au sens large dans les
lignes. Ce sont précisément ces tableaux qui interviennent dans les fonc-
tions de Schur.

Il s’agit maintenant de permuter convenablement les 3 et les 4 de
ce tableau. Les groupes constitués de ces deux nombres superposés sont
laissés inchangés ; dans une méme ligne, les 4 et les 3 restants sont permutés
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puis réordonnés. Le tableau semi-standard ainsi obtenu est :

3
4433
531
2

Enfin, on renormalise en numérotant par ordre décroissant et de gauche

a droite :
4

2356
179
8

La permutation associée o/ = 423561798 a la méme forme que o ; elle est
bien de classe E' = (1,2,4,1,1) = {1,3,7, 8}, puisque rec(c’) = {1, 3, 8}.

L’argument utilisé ici est la proposition 2 de [D-W] (c¢f. [M]), et la
symétrie des fonctions de Schur.

En utilisant la bijection de Gessel (cf.[G] et proposition 8 de [D-W]),
on obtient une construction analogue qui préserve le type.

Reprenons la permutation ¢ plus haut. Sa décomposition en cycles est :

o = (16)(2)(3)(4)(57)(89)-

Récrivons ces cycles en commencant par leur plus grand élément et par
ordre croissant de celui-ci : 2 3 4 61 75 98. Cette écriture permet de recon-
stituer o : les débuts de cycles ne sont autres que les éléments saillants du
mot. Utilisons maintenant la méme suite s = (5,4,4,4,4,3,3,2,1) définie
par la composition E que nous plagons dans le mot précédent dans I'ordre
indiqué par celui-ci :

4443534 12.

Nous obtenons ainsi un mot dont la factorisation de Lyndon (cf. [L] et
[D-W]) correspond au type cyclique de o.
Permutons maintenant les 3 et les 4 dans chacun des facteurs :

3334543 12.

Apres permutation circulaire éventuelle des facteurs et leur réordonnement
de maniere a obtenir de nouveau une factorisation de Lyndon :

45343 3 312,
puis normalisation dont la méthode est indiquée dans [D-W] :
2143567 98.

On obtient ainsi la décomposition en cycles d’une permutation o’ =
(12)(34)(5)(6)(7)(89)dont la suite des valeurs est o’/ = 214356798. Cette
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permutation a bien entendu méme type que o. On peut, de plus, montrer
que sa classe est E' ={1,3,7,8} comme pour o’. Ici, rec(c”) = {1, 3, 8}.

Dans un cas comme dans 'autre, la construction sommairement décrite
est évidemment une bijection.

En fait, les nombres A, (E) et By(E) sont les coefficients des monoémes
x7'xs? ...z dans la fonction de Schur S, et dans la fonction symétrique
de colliers L) respectivement. La symétrie de ces fonctions est bien
évidemment équivalente au théoreme 1. Dans le premier cas, ce coefficient
est bien connu.

THEOREME 2. — Le nombre A,(E) est égal au nombre de Kostka
K,(n(E)), coefficient de la fonction monomiale my gy dans S,.
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