‘% .. - REKURRENTE UND:TRANSIENTE BAUME - i ©

.Peter GERL (Salzburg). -

1) Irrfahrten in Graphen *

Wir betrachten im Tolgénden‘ﬁdr‘lokal_eﬁdlichéwuﬁd'ih;*
sammenh&ngende Graphen. Stellen wir’ uns vor, daB ein Teilchen
durch diesen Grapheh jéweilS"Vbh“éineriEbke zu einer Nach= "~
barecke wandert, wobei- alle Nachbarecken glelchberechtlgt
sind Man sprlcht dann vén einer Irrfahrt in einem Graphen.
‘Wenn das Teilchen mit Slcherhelt (Wahrschelnllchkelt ‘eins)
jemals w1eder zur Startecke zuruckkehrt so heiBt die Irr-
fahrt (bzw. der Graph) rekdrrenﬁl‘andernfalls tran51ent
(das Teilchen geht verloren) Im folgenden sollen Baume auf

Rekurrenz bzw. Tran31enz untersucht werden.

L

Zundchst einige- Bezeichnungen und Definitionen: In‘ einem
Graphen schrelben wir fiir den Grad einer Ecke x stets d(x) {
Eine Irrfahrt in einem Graphen ist eine Markovkette liber,

den Ecken m1tWUbergangswahrschelnllchkelten

1 v
b (x w'_ d(X) , wenn x,y benachbart
, = e

0 sonst.

Wir schreiben dann

n- 1

W (x

U = p(x,y) = 2 p(x z) p

Schritten \Ay) (?’Y?f

Insbesondere ist also fiir eine feste Ecke e

2n W (e in 2n

Schritten e)

(ee):

die Wahrscheinlichkeit, bei Start in e nach 2n Schriffe§ 

wieder zu e zurickzukehren. Ein Graph heift
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rekurrent, wenn pgn(e,e) = @ . (Teilchen kommt sicher zurlick)

z
n
y .2n
n P

transient, wenn (e,e) < = (Teilchen geht verloren)

(diese Summe ist nichts anderes als der Erwartungswert fiir
die Anzahl der Besuche in e). Kquivalent dazu -ist die Aussage:

{‘equ‘r‘ent é% W(e m‘i—:—y— e) = 1

transient & W(e %3%5%%57~ e) < 1.
Man liberlegt sich leicht, daB diese Begriffe von der Wahl
der Ecke e unabhéngig sind. Da wir nach Definition stets

d(x) p(x,y) = d(y) p(y,x)

haben, ist jede Irrfahrt in eihém Gfapheﬁ reversibel>(aber

im allgemeinen nicht symmetrisch).

Mehr iber Irrfahrten findet man z.B in [1].

2)'Zd und spannende B&ume Bd

Zd bezeichnet wie {iblich die_Gitterpunkte in md verbunden
durch Parallele zu den Koordinatenachsen. Jede Ecke des
Zd hat Grad 2d. Bereits 1921 hat G. POLYA ([4]) gezeigt:

sind rekurrent

z4d (d>3) ist transient.

Man weiB noch viel mehr, nimlich
p2n(e,e) (;f?;)cd- n~9/2 in 729,
Wir betrachten nun die spanhenden B&dume Bd des Zd:
In B, gelangt man vom Ursprung (0, ..., 0) zum Gitterpunkt
(a1, ceey ad) ldngs des Weges '
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(0,05 ...,0) ———3 (a,,0,...,0) ——5 ... s
. | x,-Achse I x,-Achse || x4-Achse

‘Dann stellt sich heraus (siehe [2] ), daB diese Biume By

fiir alie,d = 1,2,3,... rekurrent sind und sogar genauer: .
s L © o =d . :
pén(e,e) S o,en 12 in B,.
(n - o) d d

" Insbesondere hat man aiso: 23 ist transient, aber der spannende

Baum B3 ist rekurrent. Das fiihrt zu der

Frage: Gibt es B&ume im 23 (als Teilgraphen), die transient sind?
(Eine Antwort wird in 4) gegeben)

3) Welche Biume sind rekurrent (transient)?

Wir libersetzen zunidchst ein Kritefiﬁm fiir die Transienz
von reversiblen Markovketten [3 ].in eine anschauliche Be-
dingung flir Bidume. Dazu ordnen wir als erstes jedem Wurzel-
baum ohne Endecken (das sind Ecken vom Grad eins) mit Wurzel

e eine Folge von Quadraten wie folgt zu:

r
b c
1 < a
glh
f i__i
\ ]

—rT> (a1ya yee-,@
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Jeder Kante entspricht ein Quadrat; den Kanten durch e ent-
sprechen Quadrate der Seitenldnge 1. Ist einer Kante k ein
Quadrat der Seitenlinge 1 zugeordnet und hat die Endecke von
k den Grad d(>1), so entstehen d-1 neue Quadrate der Seiten-
lidnge 1/(d-1). Wir nennen dann den Inhalt des Wurzelbaumes B
die Zahl | |

I(B) = © (Fldchen der zugeordneten Quadrate).
"Dann gilt:

B hat einen Teilbaum
B' (ohne Endecken) von ==—=—== B jist transient.
endlichem Inhalt I(B' )<~

Daraus ergibt sich sofort:

1) Ist B1‘
a) B1 transient ===>B2 transient
b) B2 rekurrent ===;'B1 rekurrent.

ein Teilbaum von Bé und

2) Der kahle Baum IN (nur ein Stamm, keine Aste)
ist rekurrent (I(N) =), ’

e 2 3 4
N O O —O O

4) Beispiele und offene Probleme

Jedem Baum B mit einer Ecke e kann man die Funktion
fB(n) = # (Ecken von B in Entfernung < n von e)

zuordnen. Unter dem Wachstum von B versteht man das Wachs-

tumsverhalten der monotonen Funktion fB' dieser Begriff ist
im wesentlichen (nach Einfiihrung einer geeigneten Aqulvalenz~

relation) von der Wahl der Ecke e unabhanglg

O
T
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" A) Hd = homogener Baum vom Grad d> 2 (alle Ecken haben
den Grad d).

1 ‘ 1 1 ,
I=T a2
Damit ergibt sich als Inhalt:

- 1 _dd-n
I(H;) = d I @k = gz <efird > 3.

Aso: H2 = Z 1ist rekurrent (H2 hat lineares Wachstum)

Hd(d > 3) ist transient (Hd hat exponentielles Wachstum).
B) Bd = Spannende Bdume des Zd (wie in 2)).
Bd hat das gleiche Wachstum wie z4 (also polynomial vom Grad d)

und ist fir jedes d = 1,2, ...‘rekurrent,

C) B&ume vom Typ C(ai) (ai.z-O, ganz).

31 32 RN 8,3 ) au
" ~ " ——
1 2 3 oy

(an den kahlen Baum IN werden in der Ecke i'ai Exemplare von i

angehidngt). Da jeder Teilbaum von C(a;) unendlichen Inhailt hat,
ist jeder solche Baum rekurrent. Dpas Wachstum dieser Biume
kann ganz beliebig sein. ‘ '

Das zeigt also, QaB bei Bdumen der Begriff Rekurrenz nichts
mit dem Begriff Wachstum zu tun zu haben scheint. Auf der

anderen Seite konnte fiir groBe Klassen von Cayley-Graphen C(G)
diskreter Gruppen bewiesen werden ( [51):
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. . - z et
C(G) ist rekurrent &= - fG(n)

(fG ist wieder die Wachstumsfunktion von C(G)). Das fiihrt

zu der
Vermutung' Alle "langsam" wachsenden Graphen sind rekurrent
(wobei fiir einen Graphen G "langsam" wachsend etwa f (n)< Ce n2

n
oder z = ® heiBen kann)
fGin) _

n

D) Wir wollen jetzt transiente Biume finden, die "langsam"
wachsen (bisher kennen wir nur Beispiele, dle exponentiell wachsen).

Dazu suchen wir einen Baum B mit Inhalt

I(B) = = ('%)n =1+ 2 - %f+, 22 . 1—2- + L.. < @
n>0 i 3
20 2] 22

das entspricht

O O O
O O O
O O O

Dieser Baum B ist transient und das gilt natiirlich auchf
noch fiir alle B&dume, die daraus durch kleine Modifikatiogﬁp
entstehen (z.B. mehr Verzweigungen oder Auseinanderziehen

der Verzweigungsec¢ken um einen konstanten Faktor usw.).
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Wir betrachten Jjetzt den folgénden spannenden Baum
BT(3) des 23, der im Grund- und Aufrig 50 aussieht:

iz

BT(3) ist also spannender Baum des z3 und transient;

BT(3) hat polynomiales Wachstum vom Grad 3 (wie 23).

Wir haben also gesehen, daf 23 Sowohl rekurrente als

auch transiente'spannende Bdume besitzt{
Problem: Welche ‘Teilb&dume des 23 sind transient?
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