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f« INTRODUCTION.

Les nombreg d'Buler définis par le développement en
série de tg u

tgu=(u/18) 1 + (u2/38) 2 + (w?/51) 16 + (w7/71) 272 +
+ (u9/91) 7936 + ...
et les nombres sécants définis par celui de 1/cos u

1/cos u =1 + (u2/21) 1+ (u4/4!) 5 + (u6/6!) 61 +

+ (uB/81) 1385 + ...
ont fait 1l'objet de tris nombreuses recherches mathématiques
dont un exposé d'ensemble & été donné par Niels Nielsen dans

son "Traité élémenteire des nombres de Bernoulli" (1923).

Fn effet, le nombre d'Euler (noté ici Dy, ) qui est
le coefficient de u?®~1/(2n-1)! dane le développement de

te u est égal & p2n=1 (p2n _ 4y =1 B, ol

B, =2 §(2n) (2n)2 / (2m®®

est 1le nombre de Bermoulli correspondent. D'autre part, les
nombres sécants (dite aussi parfois nombres d'Euler et notés
fel Dypig ) sont reliés aux précédents par la formule

remarquable

(1) Exp D = D" = (1/2) (1 + D'2)
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ou la fonction D de u , donnée par la série
D= (u®/nl) D_ est aéfinie par

En / n P

u
D =j;) (tg u + 1/cos u) au
2,y 3 4 5
=u + (uc/21) + (0?/31) + (u*/41)2 + (W2/50)5 + ees

et ot D' = (/u) D= (1 +tgu/2) / (1 = tgu/2),
D" = (9/du) D' ,

Ainsi qufon le verra plus loin, la formule (1) entrafine
les identités

(2) Exp D(p) = D(yy' 3

3 D ,. = p,.. > :
(3) n+3 O_Egn[i] i+l "n+2-1 4

n _
@ 20y, = T {11214 Dpgnr 3
(5) D = m=11 p D $
2n+1 ogan 21 ] 2i+1 "2n-24
ol, dans la premidre, l'on a posé
Doy = I, (w™/(2a)1) Dy (= [ twu o)
n 0

ot
Dy = (w1 /(2n+1)1) D,y = D = Dy &

A leur tour, ces identités fournissent les congruences

élémentaires suivantes valables pour tout nombre premier



impair p

(6) Dpys B Dpyp + Dpyy 8

(7) Dpyp = Dp-H 5 np + 4 .

Enfin, Désiré André (1879, 1881) & montré que D,
est le nombre des permutations elternsntes sur (n] , c'est-
a~dire des permutations X Xy eee X des éléments de
[n] = {1,2, ceey n} telles que xZj soit & la fois infé-
rieur & x,, 4 et a Xy444 Pour tout entier J tel que

0<2j<n et, en plus, ei n est pair, telles que x <x _, .

Dans le présent travail, nous nous proposons de montrer
que les formules précédentes restent vraies pour une famille
( Dn(s,t) )nzo de polyn8mes & deux variables & , t et
qul se réduisent aux entiers Dn pour 8 =t = {1 ., Comnme
le nom d'Euler n'a jusgju'ici été assooclé qu'ad des problémes
autrement prestigieux (ceei dit, sans vouloir offenser la
modestie de notre Maitre Bose), nous appellerons les Dn(s,t)

polynémes d'André.

Dans le chapitre 2 suivant, nous établissons l'analogue
des fornules (1) & (7) pour les polyn8mes d'André
Dn(s,t) en variasbles gommutatives. De plus, une formule
explicite pour leur fonotion génératrice exponentielle est

donnée, ainei qu'une relation entre ces polynlmes et les
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polyndmes eulériens. Ce chapitre est de nature analytique

et ne contient aucune considération géométrique.

En revanche, dans les chapitres ultérieurs 3,» 4 etH,
nous étudions une version pon commutative des polynémes
d'André et 14, il est naturel de faire apparaftre ces
nouveaux polynfmes, en les variables non commutatives s
et t , comme des polyndmes générateurs d'une certaine
fonotion U sur une famille de permutations. Ceci nous
permet de donner une contre~partie purement ensembliste
sux formules qui viennent d'8tre rappelées. Ce mémoire est
destiné dans notre esprit A préparer une analyse des
propriétés erithmétiques des pombres D, .

Le contenu des trois derniers chapitres est le suivant,
Le chapitre 3 contient la définition d'une classe de permu-
tations, appelées permutatjions d'André. Lorsque £ est une
telle permutation, on lui associe un mot fU en les lettres
(non commutatives) s et t . Ce mot fU , appelé variation
réduite de f , sert A& repérer la position des montées
( 3£<(§j+1)L ) et des descentes ( JE>(J+1)f ) Ge £ . Soit
A, 1'ensemble des permutations 4'André sur [n] ; le poly-
néme AU =] U : £€A,} est précisément une version
non commutative de Du(a,t) et est appelé n-me polynbne
d'André non commutatif, On éfadlit enfin l'analogue de la
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formule (3) pour les polynbmes A U .,

*
Pour tout mot w = w,u, ..oy, du monoide {s,tg ’
~
on note W le mot retourné w=wuuw . ... u; . Dfoutre
part, on désigne por on(w) le nombre de permutations
f dans A, telles que Uf =w . Ie rolynéme d'André

A U peut s'éorire

AU=T, $w e, (W) ¢ we{s,t}*} .

On a alors la propriété de gymétrie suivante
(W) = ¢ (w)

cn W) = cn w .
En d'asutres termes, si dans l'expression du polynéme AnU
on retourne tous les mots w , le polyndme AnU ne change
pas. De cette propriété remarquable, on déduit 1l'équiva-
lent non commutatif de la formule (4) pour les polyndmes
%U . En fait, les permutations d'André se prétent nal
2 la démonstration de cette propriété de symétrie. On est
ainsi amené, dans ce chapitre 4 , & définir la notion de

conplexe d'André et & établir une bijection canonique entre

deux complexes d'André. L'ensemble des permutations d'André
est un tel complexe., Un autre exemple est fourni par

l'ensemble des permutations d'André dites de seconde espdce

définies dans la section 4.3 . Soit Bn la classe des pere—
mutations d'André de seconde espdce sur [n] (nz0) . Dans
la section 4.4 , on établit une bijection P de B, sur
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lui-méme telle que si f est dans B, » de variation réduite
fU = w , alors i‘PUe'ﬁ'.

Le chapitre 5 contient deux autres exemples de complexes

d'André, la classe des grborescences binaireg décroissantes

et enfin celle des permutations glternantes. La correspon-
dance entre arborescences binaires déoroissantes et les
permutations d'André des deux espices peut &tre obtenue
par un argument géométrique simple. Enfin, quelques tables

nunériques terminent cet article.

Comme il est rare dans un tel domaine qu'un résultat
gsoit radicalement nouveau, puisque toute formule peut et
doit &tre vue comme cas particulier d'une autre plus géné-
rale, ou banale extension d'une autre déji classique, nous
ne prétendons & aucun mérite, sauf de cohérence. En fait,
les polynbmes d'André (commutatifs) ont été déja rencontrés
gous une forme un peu différente par Kermack et lMcKendrick
(1938) comme nous l'a obligesmment signalé John Riordan. Le
probléme traité était celui de la distribution du nombre
des creux ( (J~1)£>» JEL(J+1)L ) et des pices ( (j=-1)£if>
(j#1)£ ) pour une substitution f de l'ensemble [n]) .
Sous cet aspect, i1 figure dans l'ouvrage de David et
Barton (1962), Il est olair que la plupart de nos énoncés



pourraient aussi bien &tre présentés dans le langage

statistique qui fut celui d'une grande partle de notre
cerritre, Notre choix d'une formulation moins epécinle
est un hommage & notre Maitre Bose dont l'oeuvre a tant
illustré les enrichisaements mutuels de la Mathématiqre

et de ses applications.
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A /
2. LES POLYNOMES D'ANDRE,

1, Définition et vropriétés élémentaires.

Soit £ wune fonction réelle de la varisble u ,

analytique & 1l'origine et satisfaisent 1l'équation différen-

tielle

(2.1) f" = ¢t Exp f

avec les conditions initiales

(2.2) 0=1z£(0) , s8=12£'(0) ,

ou 8 et ¢ sont des constantes. En raison de 0 = £(0) ,
la relation (2.1) est équivalente 2

(2.3) "= £t g0

Nous posons
£ = (u/n!) ¢
% n

o, d'apres (2.2) £p=0 , £, =8 , f,=1t.
Congidérant s et t comme des paramdtres, les relations
(2.1) et (2.3) déterminent de fagon univoque par récurrence
sur n les fn comme polynfmes en 8 et t . Ce sont eux
que nous appellerons polyndmes d'André et que nous désignec-
rons, dens ce chapitre, par D (n3>0) . La liste des pre-
miers d'entre eux est la suivante ¢

Do =0 3 D1 =8 3 D2 =t 3 D3 =8t ;

D4 = 82t + t° H D5 = 87t + 4 gt2

Dg=o% + 11 8%4% 4 4 7 ; D, = @7t + 26 8747 + 34 687

-e



Les valeurs Dn(1,1) sont entidres et sont bien les coeffi-
cients de 1la fonction D(u) présentée dans 1l'introduction
puisque celle—oi était définie par 1l'équation différentielle
D" =Exp D
avec les valeurs initiales
D(0) =0, D'(0) =1 (=8)
et que 1'on avait donec

D"(0) =EBxp O =1t (=t ) .

Soit maintenant l'opérateur
A = st (0/3t) + t (8/28) .
On &
AD, = t = D, et Anazst=n3 .

Observent que (2.3) équivaut A 1l'identité binomiale
- n
(2.4) D, og’gn 51 P541 Pnazey (nyo0),
on en conclut que
(205) Dn+1 "ADn (11.)/1 ) »
soit encore, en tenant compte de la valeur initiale D' =8 ,
(2.6) 8 +AD = (b/au) D.

Ces relations montrent que les polyndmes d'André ont
les propriétés élénentairee suivantes.
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PROPRIﬁTE' 2.1. Les polyndmes Dn sont homostnes de depnré
total n en les varisbles s ¢t [t . Ils sont divisibles

par t pour n>2 et Jeurs coefficients sont des entiers
positifs.

Faisons maintenant le changement de varisble T = ta™2 ’

U=us et posons D = D(s,¥) u® . Ltopérateur A devient
62% (9/08) + 6% (1 = 28) (3/dt) + stu (J/0%)

et (2/0u) = & (9/dR) . Conme (3/ds) T, = 0 , par raison
dthomogénéité la relation (2.5) mise sous la forme

(2/du) (w*'/(n+1)1) D, = B (w"/n1) D,
devient eprds simplification

(2.7) B =8 (TE QR +F (1-2%)(3/%) 5, .

n

Introduction les coefficients dn.k e‘g’ par

n o%;gn/z %,k !

la relation (2.5) donne lea formules de récurrence indiqué

dans la propriété suivante,

PROPRIETE 2.2, Pour n32 , on @ 8,4 =1 sbpour k22,

n>2k , on a
(2.8) %‘._' .k =k dh.k <+ (n+2-2k) dn.k-' .



Tous les coefficients des D, eont donc positifs et

D, est divisible par s pour n Jimpair.

2. Une relation différentielle.

Nous établissons maintenant la généralisation naturelle
de 1a deuxidme égalité dans le relatién (1) .

PROPRIETE 2.3. On & 1'identitéd
(2.9) 2D" = 2t =82 + D2,

PREUVE, D'eprds (2.4) et (2.5) , on a pour tout néN,

Dnys =ADpyp = OEQn[x;] (ADJ) Drez-y *

Tenant compte de la symétrie des indices et de [ 3‘] = [an] '

ceci donne

2A8Dyyp = 05@ (3] 80501 Dpory)

d'olh

n
(2.10) 2D, = ogsn (3] 2541 Poviey + %

ol K, est une fonction de 8 et ¢t telle que AI{n =0 .
Comme les I’g sont des polynlmes, K, estun polynéne.
D'autre part, comme

AtPed) = p tPe*! 4 g ¢P* 037 (p, qe})
on voit que le terme de plus bas degré de X, en t ne
peut s'ennuler que si ce degré est zéro. Comme, d'aprés la

propriété 2.1 on a nn+2(s,o) = 0 pout tout ny 0, le
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polynfme K, est nul pour n31 . Enfin, on vérifie direc~
tement que Ky = 2t-32 « Ceoi fait, la formule (2.9)

stobtient par sommation. B

On notera que pour n+2 = 2m+{ impeir; l'expression
(2.10) , avec K = 0 , est symétrique et peut par consé~
quent s'éorire sous la forme (5) de 1'introduction, soit

de fagon équivalente

D2m+‘/(2m-1)! = 054

iy D231/ (BDD) Opp o/ (2n-2-1)1)
clest-a~dire

(211)  Deyy" = Pry' Dy’

avec les notations déjd introduites dans le cas particulier

de s=twi ,
@) = T (u®/(2n)1) Dy, (s,t)

Py =2 =D(2) -
Nous en déduisons la formule suivante qui est la contre-partie

polynomiale de (2)

PROPRIETH 2.4, On &
(2.12) D(‘)' = 8 Exp D(a) .

PREUVE. La formule (2.11) peut s'éorire
(a/f)\l) Log D“)’ - (a/au) D(Z)' .
Dtol
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D(.')' = K(B,t) Exp D(Z)

ol K(s,t) est une fonotion de s et t qui est déterminée
en faisant u = O et en constatant que D,(u=0) = 0 et

D(1)'(u=0) =8

3. Fonction génératrice des polynfmes d'André.

Nous donnons maintenant des formules explicites pour
D , D' et D",

/
PROPRIETE 2,5 Pogant r = (52-21:)1/2 » W = (8-r)/(s+r)
et E=Exp ru, on a les formules

(2.13) D=xu+ 2YLog ( (1-w)/(1=wE) )
(2.14) D' = r (1+wB)/(1-wRB) 3
(2.15) D* = wr2B/(1-wB)2 .

PREUVE, L'équation (2.9) peut s'écrire

r=0" ( (Dt=r)™! < (D4r)7 ),
d'ol par intégration

ru = Log ( (D'-r)/(D'+r) ) + K(s,t)
oh la fonction K(s,t) est déterminde en faisant u =0
et se trouve par conséquent égale & =~ Log w . Donc
(D'-r)/(D'+r) = w Exp ru , ce qui est équivalent & (2.14) .
Maintenant le membre de droite de cette dernidre équation

peut s'écerire sous la forme



r (1 + (2w Bxp ru)/(t=w Exp xu) ) ,
d'ou par une nouvelle intégration
D=1u~2 Log(i = w Exp ru) + K(s,t) .
Faisant de nouveau u = 0 , on trouve
K(a,t) = 2 Log(l=w) ,
On obtient ainei la formule (2.13) . Bnfin, la formule
(2.15) s'obtient par simple dérivation. B

Désignons par D(o)' la veleur du membre de droite
de (2.14) pour 8 =0 . Posant v = ¥2t'u et observant

que w =« pour 8 = 0 on trouve

(2.16) D(O)' = V2t . V=i' (1 = Exp vf:?)/(1 + Exp vV=1)
solit
(2.16) D(o)" = V2t tgl(v/2) .

Ce résultat & la conséquence trés remarquaeble suivante.

PROPRIETE 2.6, Pour tout k positif, les coefficients
1=k

Qopmd =1 et dgk'k sont égeux & 2 [DZk] g=t=1

glest-d-dire & 2"'k fois le k-tme nombre d'Buler.

PREUVE, Prenant n = 2k-1 , la récurrence (2.8) donne
de’k = k dn’k + (2k'-’f+2-2k) dn'k-1 = d2k-1 ’k'°1
puisque dn,k = 0 en vertu de n<2k , Les deux coefficients

d mentionnés Aans 1lt$noncé sont donc égaux.
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Maintenant pour wvérifier leur égalité avec le nombre
[DZk] g=t=1 ¢ 11 suffit d'observer que pour & = 0 , tous
les polynbmes D, , son% nuls et chacun des polynlmes
D,. B8e réduit a de,k tE o Par conséquent

Dy ! = (uZE=V(2ka1)1) a,, . ¥,
(0) Ek 2kyk
On peut alors appliquer la formule (2.16) qui s'éerit
D(oy' = V2t E’k (u2k=/(2k-1)1) (4/2)(&~1)/2 Dyye

soit
Doy’ « I, (w?E=1/(2k-1)1) 2" p, ¢F

Nous donnons enfin le formule binomiale

2n
(2.17) 2 5n42,n41 = ogsn-i [21+1] 42141,1+1 Yon-24,n-1

(ny1)
qui se déduit immédiatement de la formule (2.9) lorsqufon
Yyt 8 =0 et t =1 , grice & la propriété 2.6 .

4. Relations avee les polyndmes eulériens.

Nous terminons ce chspitre en établissant une relation
entre 1es polynémes d'André et les polyndmes eulériens.
Pour la définition de ces derniers, nous renvoyons le lec-

teur & notre précédent mémoire (Foate,Schiitzenberger (1970)).
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PROPRIETE 2,7, Pour tout entier n >0 le n-2me_polyndme
gulérien A (x) est éz01 3

1sE(n+1)/2 ®net,k
oiles d,., . sontles coeffiocients du (n+1)-2me polyndme
d'André.

PREUVE, Faisons la substitution

=l , t= 2x/(14x)2 y u= (14x)v
dans 1l'expression de (D'~g)/t donnée par (2.14) .
Notant que la substitution envoie r sur (1-x)/(14x) et
¥ sur x , on trouve

(14x) (Exp((1-x)v) = 1)/(1 = x Bxp((1-x)v) ) .
Divigant par (14x) et ajoutant 1 on obtient

( (1=x) Exp((1=x)v) )/( 1 =x Exp((1-x)v) )
qui est l'expreession oclassique de la fonction génératrice
exponentielle des polyn8mes eulériens, Donc, pour n>0 ,
A (x) est le polyndme obtenu en faisent la substitution
g=1, t= 2x/(1+x)2 dans (i+x)n'"1 £ Dyyq » e qui
est précisément le résultat annonocéd. [

On pourra noter que la relation de symétrie
x? An(x"') = A (x) correcpond & 1'invariance
t = 2x"1/(14x™1)2 ,
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3+ LES PERMUTATIONS D'ANDRB(

1. Quelques notions générales.

Nous commengons par décrire en détail quelgques notions
de base,

Soit X wun ensemble totalement ordonné ayant un nombre
fini n d'éléments. Une permutetion de X est une bijectior
f:[n] > X ou [n] désigne 1l'ensemble ordonné
{12, «eo yn} (=@ 81 n = 0). Nous 1l'identifierons au
mot 1f . 2f. ¢ee o« Bf eon les lettres de X . Puisque £
est une bijection, chague élément de X figurere exactement
une fois dans ce mot. Pour abréger, nous écrirons féx’
pour indiquer que £ est une permutation de X ou son mot
associé,

Soient maintenant n22 et f¢ x? s la variation de £
est le mot fV = v, v, «eo v, de longueur n-1 en les
synboles vy = (+) et (=) qui est défini pour chaque
j¢n-1 par vy =<+ sl J2< (3+41)2

=~ o1 Je23(3+1)2 .
I1 est classique de dire que [J, §+1] est une montée
(resp. descente) ssi vy =+ (respe = =) .

Soit maintenant 1< J<¢n

- [3-1» j+#1] est une double descente ssi [3-1, ,j]
et [J, j+1] seont deux descentes;

- § est un creux ssi [j-»t, j] est une descente et
[3, J+1] une montée}



-19 =

[
De fagon analogue, la variation circulaire £V est

le mot de longueur n défini par £V = . v, ol v, =+
ou - selon que nf<1f ou nfH1f ; eutrement dit, v,
est défini pour [n, 1] de la méme manidre que vy était
définl pour [J, §+1] .

D'une manitre générale, une notion sera dite_circulaire
ssl dans sa définition il eat convenu que "n+i1" signifie
"i" , Par exemple pour X =[8] et £ : [8] ->X identifié
8 581692347 ona fVe deid=ttt (€{+, __}8)'
1 et 2 sont les deux creux et f n'a pas de double
descentes Comme T7>5 on a Vy, = = et f\? = 4=ttt
(€ {+, -}9) 3 enfin comme 73»5 , mais 5¢8 , la permu-

tation f est sans double descente circulaire, donc aussi

sans double descente.

Nous introduisons maintenant une notion plus spéciale

et nous définissons la varigtion réduite de £ comme le

mot fU de longueur £ n-1 en les symboles ¢t et 8 qui
est obtenu & partir de la variation fV en remplagant d'abor
toutes les paires Yy Vi telles que Vi= =y Vi =+
rar t , ensuite en remplagant par s les vy restants.
Par construction fU=8 ®88i n =2 . Dans notre cxemple
fU = st st ss puisque IV = +(=+)+(=+)+ + .

Rappelons 1la not ation standard |f] 5 Dbour désigner le

nombre d'cccurrences d'une lettre x dans un mot £ .

/7
PROPRIFTE 3.1. Le nombre des creux de f est |tuf, ,
celui des montées est £ [£U|, + |eUl, avec érelité ssi

f est sens double descente et se termine par une montée
<C'eﬂ8t"h“dim Vn__1 - 4 ) °
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La preuve est immédiate.,
On définit de la méme manidre la variation réduite circulaire

fi en convenent d'écrire la lettre t & la fin du mot f£U
quand n est un ereux circulaire f(c'est-d-dire quand
Veq=~ et v, =4+) et eu début quand 1 est
un greux_circuwlaire (c'est-i-dire quand v, = ~ et v, =+ ).
C'est ce second cas qui se produit dans notre exemple et
1l'on a done
timttatsoe

puisque £ = +) (=) + (=¢) 44+ (= o

On notera que si n = 2, fﬁ est toujoura ¢ .
On conviendra pour n =1 , fU = 8 et fUe=e (c'est-d-

dire le mot vide du monoide libre {_s, t}* ).

2, Définition des permutetions d'André,

Nous appellerons permutation d'André sur X

(0£ Card X = n {®) +toute permutation f (n] -+ X

sans double descente satisfaisant la condition caractéristique

suivante.
(1) Soient J, J*€[n] tels que 1< j<CJ' et
(3-1)2 = Mex{(3-1)2 , 32 , (§'=1)2, j'2}
3*f = minf(3-1)2 , 2, (3'=1)2, 3'2% .

Il existe un J" tel que J<CI"CI' et que J"f<j'f ,

De fagon intuitive, en tenent compte de ce que £ n'a
pas de double descente, la condition peut &tre reformulée ainsi.

851 J et j'>3 sont deux creux tels que J£D> j'f et
(i-1)£>(3*-1)2 , 11 existe un creux J" entre j et j!
(1€§"< 3') tel que J"£<i'e et la méme condition vaut
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mand  J' =n et quo [§'-1, j'] est uae descente.

I1 résulte immédiatement de 12 A¢Tiniticn cue toute pormuta-
tion ayant O ou 1 descente est une permutation d'Andrvé, car
clle n'a pas de double descente et la deuxiéme condition est
trivialement vérifide.

Une permutstion f ayant exactement dcur descentey
fJ,J“J et [3',3'4-1] (] <3j') est une permutatior dtAndrs
s3i les deux conditions suivantes sont réalisédes

(1) j+1 et J'+1 sgont des creux ou bien j+1 est un

creux et [;}'.:j'-H] est une descente finsle ;
(11) 1'ona JE<I'f ou bien D I'f et (J-1)r(j'-1)

Pour avoir une idde concréte de ceite condition, le lecteur
pourra vérifier que parmi les six permutations de [6]) qui soni
de la forme x 2y 321 [ {§x, y, zy= {4, 5, 6} ) et qui sont
donc sans double descente puisqu'alternées, les permutations
A'André sont les deux pour lesquelles z = 6 .

En effet, puleque 2 = 2f<3 = 4f , la condition ceractéris-
tinve ne s'spplique qu'aux paires de crcux J =2 ou 4 et
j'=6>j « Comme J£ =2 ou 4 > J'f =1 et comme il n'existe
aucun creux J" entre j et jJ' tel que jvf<L jf (puisque
4f =3>6f =1) , on doit avoir (j-f<(J'-1)f , c'est=h-dire

x<{z et y<z .

Nous noterons D (0<n) 1l'ensemble des permutations
d'André sur [n] et D*= Olkjn D: s en faisant corme d'usage
S *
lz convention naturelle que pour n = 0 , D, ect un singleton.

Voici une table des D: pour n=0, 1, 2, 3, 4 .



by=fef 5 D ={1§ ; D:= f12., 21§ ;
v = {125 , 132, 213, 231, 312§ ;
b, = {1234, 1243, 1324, 1342, 1423,

3124, 3142, 3241, 3412,
123, 41325 .

*
tn notera que 1 = Cerd Dy = Cerd D, j 2 = Card D
”

4 L ]

»
2 ?

5 = Card D; ; 16 = Card D
Par abus de notation, si I = {n'+1, ooy n'+m} est un
intervalle de [n] et £ : [n] —» X une permutation, nous iden-

tifierons la restriction flI 3 la permutation f' : [m] —» If
(IfCX ) telle que Jf' = (n'+j)f identiquement.

IEJE 3.2, Soit £ ¢ [n] —> X une permutation d'André. Pour

tout intervalle I de [n] » 18 restriction f£! af}I de £ &

I est une permutation d'André.

PREUVE, Ceci découle de la structure des conditions "8tre sans
double descente™ et (A) qui ne font intervenir que les éléments

d'un intervzlle. g

Nous introduisons maintenant deux familles spéciales de
pemutations d'André que nous oppellerons respectivement (par

abug de langage) circulaires et augmentées. Soit X un ensemble

fini de cardinal n (n20) ;3 une permutation d'André f sur X
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est dite circulaire (resp. gugmentée) ssi son dernier élément
nf est égal & Min £ (resp. Max X ) . On note D (resp. A )
l'ensemble des permutations d'André appartenant & D qui sont

v’
circulaires (resp. augmentées) ; on pose D, = DND, et

A, = An D: (n>0) et 1'on convient que D, est vide et que
4y =Dy = fef . On voit sur la liste ci~dessus que Card Dy =
CardAJ=1 pour J = 1,2 ; OardD3=1 3 CardA3=2 H
CardD4=2 3 C'ardA4=5 .

PROPRITE 3.3. Sofent neN et £ : [n+2) =» X une permutation

quelconque telle que

(1) (n+2)f =Min X .,

Les _trois conditions suivantes sont égquivalentes

(1) La permutation £ est une permutetion d'André (qui est

nécessairement circulaire) ;

==

(2) La restriction f£' = £|[n+i] est une pemmutation d'André
augmentée 3
(3) La_restriction f£" = :El[n] = :t‘" [n] est une permutation
4'André et

(11) jeln] = 3" < (n+t)2e

PREUVE., ILe lemme 3,2 donne immédiatement les implications
£ep® =y f'e D* = fred”,



Supposons (1) et prenons 3 = n+2 , D'aprds (i),
d'une part [;j'-1, J'J eat une descente, d'autre part
on ne peut pas avoir J"£<LJ'f pour J"<J' . Donc
d'aprés (A) on aura (j-1)f<(j'«1)f pour tout Jj<J'
tel que [(j=1)»3] soit une descente.

Considérons J tel que (J=1)f = Max X ; le couple
[7-1 , 7] est une descente et par conséquent I = j' ,

c'est-3-dire (n+1)f = Max X . La condition (1) implique
done (2).

Réciproquement supposons (3) , c'est-i-dire que la
restriction £|{n] est une permutation d'André et que
l'ona (n+1)f =Mex X, (n+2)f =Min X ,

I1 est clair que £ n'a pas de double descente.

D'autre mrt, prenant encore J' = n+2 , la condition (A)
est toujours satisfaite caf 11l ne peut pas cexister de

creux j<j' pour lequel (j-1)£>(j'-1)f .

Done (3) = (1) et comme (2) =(3) trivielement d'apreds
£€D" e DY, le résultat est établi. B

COROLLAIRE 3.4, our tout n>0 les ensembles Dn+2 ’
%*
Ay & D, ont méme cardinalité.



3. 2olyn8mes d'André en varisbles non commutatives.

Pour simplifier, on eppellera polyndmes d'André

non commutatifs les polynlmes

AU=T. {£u s £eA et

Db =T j£ + £eD, } (n30)
en les variables non commutaetives s et + . Dans la
propriété 3.10 ci-2prés, on trouvera deux relations
de récurrence sur ces polyn8mes. Enfin, la liste des
polyndmes pour les premidres valeurs de n est donnée
a la fin de ce chapitre.

LEMME 3.5. Soit £ 3 [n+1] -> X une_permutation d'André.

Il existe exactement une valeur mgn telle que
(1) £|m)ep ;
(1) m'2m , f“m']éD:} m'=n.,

PREUVE, Il suffit de prendre m = (Min x)f"1 et d'observer
que m = (Min([m']f))f"‘ pour tout m'>m B

On notera f(” la restriction ff[m] (m = (¥in X)f"’)
et on appellera f(” le premier facteur de f . Ia

restriction f'[n]\[m] sera le cofacteur de (1)
dons f et on utilisera souvent pour abréger la notation
1‘(1)"1 pour désigner [m] . L'importance de ce lemme est

dans sa réciproque.
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PROPRIETE 3.6, Une_psrmutation £ : [n+1] —> X est une

prrmutation d'André  sgi posant m = (in X)£~' , lea deuy

restrictions f“) = f‘[m] et f'= f ’[n]\[m] son

——— —

des_nermutations d'Andxé . Si ces hypothises cont virifices

et n21, f cst augnentie si et gewlement s'il en est

PREUVE., ILa partie directe résulte des lemmes 3.5 et 3.2
Sunposons done f“), £'€ D™ ot sans perte A2 géndrelité
m<n . Comme mf = Hin X, [m, m+1] est une montée.
Done £ n'a s de double descente puisque ni f“) ni
f' n'en ont,.

Soit maintenant j et Jj' deux valeurs jucticiables
de 1o condition (A)e Si §, J'€[m] ou € [n]\[m],
la condition (A) est satisfaite par f d‘'apr-s 1l'hypotntse
f“), £'€ D®. Si au contraire j>mn>j' , la coadition (R)
est satisfaite par l'existence du creux j" = m entre

i et 3v. B

LikB 3.7, Soit £ : [n+1] =—» X une permutaticn d'indr:
[s] 0
circulaire, 8% n =0, fU=8s et 8f n>0 , fU = ({'U)t

A

o f' = fl[n] . Par conséquent,
[+]
D U = (AnU)t pour n>0 ,

IRCUVE, Le cas de n = 0 résulte de la difinition

(4]
méme de U o 81 n21 , la variation de f se teraine
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par une descente puisque nf = Max X , (n+1)f = kin X

Comme (n+1)f<1f , la formule est encore une conséquence

de 1a définition de U .

LEME 3.8, Soit £ 3 [n+3] —> X une permutation d'André

circulaire, On &

= oDF ., 70

oY g(” est le promier facteur de g = i’l[nﬁ] et
.e_cofacteur de g(’) dans f .

o

T 3

PREUVE. Le facteur g“) est 1la restriction de f &
[m'] od m'f est le minimum de X privé de Iliin X = (n+3)
et de Max X = (n+2)f . Donc [m,m+1] est toujours une

nontde de f .

Distinguons maintenant deux cas
(1) m*'=1.0ne £Ve=+F , Conme PU se termine par
t puisque n+3-m'> 2 , on a done £0 = 8,70 ot le résultat
est établi.
(i1) m'>1 . Comme g(”éD ’ g(” se termine par la
descente [m-1,m] . Done fU = (g(')U)' t (Fu) ol
(g“)U)' désigne le mot obtenu en supprimant le dernier
s de g(')U . De fagon équivalente fU = g(”ﬁ.?u ’
d'ols encore fU = 5“)13.?(01 . @



- 28 >

COROLLAIRE 3.9. Soit £ ¢ [n42] —» X  une permutation

d'André sugsmentée, On &

=tM§ ., £w

ou f“) est le premier facteur de £ et £' son cofacteur.

PREUVE. Définissons la permutation g [n+3'_‘ -3» X' par
g‘l[n+2] =f et (n+3)g = Min X' ., Il est clair que g est
une permutation d'André circulaire. Soient g(” le pre-~
nier facteur de g,[n-i-i] et g 1le cofacteur de g“)
dang g o« On a gfl = (fU)t (d'eprds le lemme 3%,7), f“):g“)
et enfin 'éﬁ =(£'U)t . Le lemme précédent donne d'autre part
1'identité

gl = g“)ﬁ . 80
c'est-d~dire

(z0)t = 28, (et .
Le corollaire est donc établi en supprimant la derniére
lettre t de 1'identité précédente. [§

PROPRIETE 3.10. Pour tout n3 0 on a les identités

2]
(3.1) A2l = L [le] Dyn¥ o Appiy?

. o 0
(3.2) DpesV = I [51040 Dpsa-gl



PREUVE. Ia propriété 3.6 donne une bijection entre A, .
et les triplés ( X'UX" , f(1) s £ ) ol X'UX" est
une partition de XN inin X , Max X} ’ f(” une permue
tation circulaire d'André sur X'\){ﬁin X} et £' wune
permutation augmentdée sur X"U{Max, I} « La permidre
formule découle alors du corollaire 3.9 et la deuxilme

de la premidre et du lemme 3.7 . B

REJARQUE 3.11. On a DU =5 et D,0 =t . D'autre part,
la formule de récurrence (3.2) a la méme structure formelle
que la relation binomiale sur les polyn8mes commutatifs

D, qui s'écrivait en effet (voir formule (2.4) )

(3.3)  Dpys = I[519544 Ppyaeg (n20) .

Ceci montre que les polyndmes Dnﬁ constituent bien une

version non comrutative des polyndmes d'André Dn(a,t) .

REMARQUE 3.12., Lorsque les variables & et ¢t commutent,
on a eussi la formule exponentielle

(3.4) %%n (u/nt) D, =t Exp[%:gn (u%/nt) D_ ]

(voir formule (2.1) ). En fait, les formules (3.3) et
(3.4) sont gquivalentes. On peut s'en conveincre par l'argu-
ment suivant, La série formelle égale & + fois l'exponen=
tielle de Eﬁ(un/n!) D, eet unique. COeci résulte du fait



que l'exponentielle est une bijection de 1'ensemble des série
fornelles sans texrme constent sur l'ensemble des séries
formelles de terme constant égal 4 1 , Or par dérivation

de (3.4) par rapport & u , et identification des termes

de m&me puissance en u , on obtient justement les formules

(3.3) .

Cette équivalence n'est plus valable lorsqu'on suppose
8 et t non commutatifs. Plus exactement, on n'a pas de
formule exponentielle ayant méme structure formelle que
(3.4) avec les polynlmes Dnﬁ . Seule subsiste la
formule (3.2) , qui doit donc &tre regardée comme la

généralisation non commutative de la formule exponentielle.

REMARQUE 3.13. Une autre fagon d'établir directement la
formule exponentielle (3.4) sans recourir aux arguments
enelytiques du chepitre 2 est de faire appel eaux techni-

ques purement combinatoires du composé partitionnel, déve-

loppées dens notre précédent mémoire (Foata, Schiitzenberger
(1970) ). L'ensemble D* est, en effet, le composé parti-
tionnel de l'ensemble D des permutations d'André circu=-
laires. Indiquons repidement comment on peut le démontrer.
Soit £ =1f , 2f ¢+ vee « nf (n>0) wune permutation
d'André, Elle admet une factorisation unique

(g“) ’ g(z) > soe o g(k) ) telle que
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(1) 1e produit de juxtaposition g(1) g(?) vos c(k)
soit égal & £ 3

(2) chaque g(j) est une penmutation d'indré circulaire

(3) 1la suite formée par les dernidresc letires des mots
g(j) est croissante,
Par exemple, la factorisation de

f=869°9 7121312 4 11 14 15 3 10 %Y
est donnée par

(869712131 ,2, 4114153, 105 ) .
L'ecxistence et L'unicité de cette factorisation peuvent
8tre démontrées en utidlisant le lemme 3.3 . Supposant
g et t commutatifs, on pose pour tout *:e-:)n* (n> 0)

£p. b= (£.57 0)0 .
12 encore, A l'aide du lemme 3.8 , on peut vérifier que

}L est multivlicative., D'npreés la proposition 3.12 de la

référence citde plus haut, on en déduit 1'identitd

1+ %;n (w?/n?) D:'}L = I%:xp[%;_'n (u"/n?) ,-\n)p) .

T'identité (3.4) en résulte en observant aue

»
an.t = Dm_z(a,t) et An}.b:: D, (s,t) pour n>0 .

TAFLES 3.13. Pour terminer ce chapitre, nous donnons le
liste des polyn8mes AU et Dnﬁ pour les premidres

valeurs de n . Ces polyn8mes peuvent &tre évidaument



calculés A partir des formules de récurrence (3.1) et (3.:

AiU=1

A2U=a

AU =82 + ¢

A4U==93+2st+2ts

A5U=s4+352t+sata+3t82+4t2

AU =8 + 4 87t + 9 8%te + 9 sts® + 4 te” + 12 st + 10 tst
+12t29.

DU =8

1
et pour n>0 , on & Dn“_‘fl = (%U)t .
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/
4, COMPLEXES D'ANDRE ET FORMULES DB SYI-*ZE’TRIE.

L'objet de ce chapitre est de trouver un égquivalent non
commutatif & 1l'identité (2.9) qui s'écrivait

2D"=24% - 82 + D2
o'est-i~dire un équivelent non commutatif 2 l*ensemble

des identités
_ _ n 9
Dy =8 , Dyp=t , 2D 5= 0.££n (1] Digt Dpogyq @>0

Les permutations d'André définies dans le préccédent chapitre
se prétent mal & une telle extension, Nous allons donc leur
faire correspondre, de fagon bijective, d'autres permutations
dites permutations d'André de seconde espeéce, qui, elles,
permettent cette extension. Pour définir cette correspondance,
il semble plus aisé de considérer un modcle abstrait, appelé

complexe d'André, de construire ensuite la bijection naturelle

entre deux complexes d'André (section 4.1 ), enfin, de montrer
que les permutations d'André et celles de seconde espdce

sont deux complexes d'André particuliers (sections 4.2 et

43 ). Nous aurons en fait encore besoin de cette bijection
dans le chapitre 5 . Enfin, la formule non commutative qui
généralise la formule (2.9) est donnée dans la section 4.4 .
Elle apparait comme une simple application de la propriété de

symétrie qui veut que dans 1'ensemble % des permutations



d'André augmentées, il y a autant de permutations £ telles
que fU = w que de permutations g telles que gU = W ’

le symbole 4 désignant le mot retournéd déduit de w .
1, Définition des complexes d'André.

Supposons donné pour tout n 20 un ensemble Y,
d'applications de [n] dans [n] . Pour n =0, on suppose

que Y  est un singleton {e} et 1'on pose Y = Uo Y,

DEFINITION 4.1. On appelle composé bipartitionnel de Y
de degréd n (n31) , l'ensemble, noté Yx(xz) , de toutes les

paires {(f‘,x,) ’ (fz,xz)} satisfaisant aux deux conditions
suivantes

(1) X, et X, sont deux ensembles disjoints de réunion
[a] {13 3

(2) f.‘l&Ynd avec ny = Card xj pour J = 1,2 .

On pose Y(()Z) = YO = {OS et l'ensemble Y(z) = UO Y‘x(:Z)
ny
est appelé composé bipartitionnel de Y .

Dans la définition qui suit, nous conservons les mémes
notations,

/
DEFINITION 4.2. 34 pour tout n0 , les ensembles Y et

Yz(za) ont m&me cardinal, on dit que l'ensemble Y a la

propriété d'André. Si, de plus, ¢ est une bijection de Y



sur Y(Z) qul envoie Yn sur Yx(xz) pour tout n»0 , on

dit alors que le couple (¥,P) est un complexe d'André.

Notons que le composé bipartitionnel de degré 1 est
réduit & 1'élément {(e,¢),(e,¢)} o« S1 donc Y a la propriété

d'André, on a nécessairement Card Y, =1.

NOTATION 4.3.. Soit (Y,p) wun complexe d'André. Si
{(£,,X,) , (£,,X,)} est 1'image par ¢ d'un élément 2
de Y, (n>2) , 11 sera commode de noter
£¢, le couple (ordonné) (f,,f,) si l'on a 2¢X, et
£y, 1le couple (ordonné) (f1,i’2) si 1'on a néXx, .

Dans la définition qui suit, on trouvera 1l'équivalent
abstrait de la notion de variation réduite, comme nous le

verrons dans la section 4.2 .

DEFINITION 4.4. Soit 2:5,1:&"6 le monoIde libre engendré par
les deux variables s et t . Etant donné un complexe d'André
(Y,$) , on définit par réourrence deux applications W, et
W, de Y dens {s,t]* de la fagon suivante :

d'abord fW, = fW, = 1 (élément neutre de {s,t}* )
si f appartient & YQUY1 ;s ensuite, si f est dans Yn
(ny2 ) et sai :fcfj = (f“ fz) (3 =1,2) , on pose

Wy = 8.f W, 8l Xy = g (L.e.8i £,€7,)

= fyWgebatWy 8l X #£4  (dee. 8 Ty £7Y)

pour J=1,2o
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En fait, i1 y a doux bijeotions naturelles 6 et ©!
4 construire entre deux complexes d'André (Y,f) et ( Z.‘}’)
lLa premidre vérifie ewj = h‘j pour J = 1,2 et la deuxildme

e'w, = w2 « Leur construction se fait de la fagon suivante

d'abord © et 6! é&nvoient 1l'élément unique de Yy
(resp. Y, ) sur 1'élément unique de Zg (resp. Zy ) s
ensuite, pour feY (n22) , on construit par

récurrence les suites

-1
(1) 25 {(2,,3),(2,,x,)} = (£,6,X,), (2,0, )}?—» &
-1

(4.2) 25 £(2,0%0) 0 (2,,X,)F —» {(£,00,31),(£,01,x3)} i»» g’

ob Xy =X, et X} =X, &il'un des deux ensembles Xy
X, contient 4 la fois 2 et n et ol
] ! '

Xg = xjx{ziu{n} et Xy = ([n}1})~xy
(Jsk=1,2 3 J#k) ol XJ contient 2 mais pas n .
Dans les deux suites (4.1) et (4.2) , on pose g = f6 et
g' = £f8' , Les deux epplications © et ©' sont bien définie
par récurrence sur n , car si f appartimt 2 Y, etsil'e
8 f?z {(f“X‘),(fz,xz)} y 1les deux fonctiong f.'1 et f2

appertiennent & des ensembles Yj tels que 0¢j¢n .

7~ N\
THEOREME 4.5, Les deux applications © : £ - g
et ©': £ —> g' géfinies par récurrence en (4.1) et (4.2)

sont des bijections de Y sur 2, envoyant Y, zur 2
Rour tout n20 et satisfaicent &
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PREUVE. Par récurrence les applications

180X, (£,,%)% = §(£,0,%,),(£,0,%,)]
et U2y ,X,) 0 (£,,X,0F —> {(£,8,X]),(£,0,X))}
sont des bijection de Y1(12) sur Zr(12) . Par conpéquent,
en appliquant ¢ et t}"‘ aux deux bouts de la chafne
d'applications en (4.1) et (4.2) , on obtient bien des

bijections de Yn suy zn .

On a, d'eutre part, W, = gW, (resp. v, = g‘..«’z) car la
définition de Wy, et W, ne dépend que du caractere vide
ou non vide de l'ensemble qui ne contient pas 1'élément
2 (respe n ) .

Reste & vérifier W, = g'w2 « Supposons 2ex2 . Si
:{2 contient aussi n , on a X; = l{1 et Xé = X2 « Par
conséquent,

iy = 80,0, = 8.2,8W, = g'W, si X, = ]

31 eun contraire X2 contient 2 mais pas n, on a

Xy = X\ {2fuinf et X! = X,u {2 {n} .

De 14, X, n'est pas vide et 1'on a
Ty = BW obufoW, = £,8W, 6.0,0W, = g'V, .

On pose anj = E ifwj H t‘eYn'; pour n20 et j=1,2,



Les polynfmes (anj )50 Satisfont une identité binomiale
7
(j=1,2) déerite dans la préposition suivante.

PROPOSITION 4.6. Soit (Y,y) un_complexe d'André, On a

Y,wjzi (1 =1,2) et pour n30 et j=1,2, 0ona

1'identité

Y

J T,
(43)  TopoWy = 80X, Wy + 45 alt) TaVy o b o Ty g¥s o
PREUVE. Soit (:t’“fz) un couple dfepplications telles que

€Y, o, £,€Y et n, +n, = n+2 . Utilisant la notation
n, 2 1 2

n
2
4,3 o, on voit que le nombre d'applications f appartenant
Y Y., telles que f¢q = (f1,f2) est égal au nonbre de

couples (X,,X,) de parties de XN satisfaisant i
unx,=¢ , 2€X, , X UX, = [n+2]\{1} . Ce nombre est
égal au coefficient binomial [?] avee 1 = Card X1 « On
& par conséquent
Toao¥y = L {0, 1 2€Y, ,}
=T {s.tN, 1 €Y, , Tp = (£,8,) , £, = e}

S ! ) |
*,anfi] LD {2, ¥yetet,Wy ¢ £EY, o M

£ €Y b
I Ynaally = ety * L [L1T fovyesetpyy ey,
o€ ini1mi
= 8.7 W, + T (3] yyw ety sv, .

1<i¢n
ILa relation binomiale pour 112 se démontre de la méme fagon
en échangeant les r8les des éléments 2 et n+2 , %
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REMARQUE 4.7. On a vu dens la propriété 3.10 la formule
n
An+ U=I:[ ]Dj+1U e Ayl e
Comme D1U=s et Dj+1U AjUt pour J >0 , cette formule

peut encore s'écrire

AU = 8.4 U + )"_'3‘ [3)ag0 - t oA 440

D'autre part, comme on a AU = Y,Wa = {1 , on voit que les
femilles des polynémes (AnU)m0 et (Y wj)nro sont iden-
tiques ( J = 1,2 )., Dans la section suivante, nous allons
justement vérifier que les permutations d'André augmentées
forment un complexe d'André et que la fonction W, associde

est précisément la variation réduite U .

2, Le_complexe des permutations d'André.

Les permutations d'André ont été définies dans la secfion
3.2 « Soit X un ensemble de cardinal n ; on désigne par
@y 3 X —» [n] 1'unique application strictement croissante de
X gur [n]. Soit £ : [n] ~» X une permutation d'André
augnentée sur X . Comme la définition des permutations
d'André ne fait intervenir que ltordre mutuel des éléments
de X , l'applications qu est aussi une pernmutation d'André

augmentée, mais sur 1'ensemble [n] .

Considérons maintenant l'ensemble A = An ou An
0
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désigne toujours ensemble des permutations d*André aug-
menvées sur [n] (n20) et fomons le composé bipartitionnel
A(Z) de A, Pour f dans A, (n»0) , on pose m = (1)f"1 ’
puis g, = fl[m-i] - f’ [n]\[m] y Xy = [m--q r ,

X, = ([n]\[m])f et enfin £, = g,t‘ux1 B, = gzwxz .

PROPRIETE 4.8. L'application
‘{) 8 £ ~» {(f1 ,X1 )o(favxz) }

est une bijection de A, sur ‘«:(12)

pour tout n>0 .

PRZUVE, D'aprds la propriété 3.6 , les applications g, et

8o sont des permutations d'André ssi £ es?t une permutation
d'André. D'autre part, 8, est augmentée ssi £ 1'est.

I1 résulteé donc de la propriété 3.3 que £ est une permutation
augmentée ssi &4 et 8, 1le sont aussi. D'autre part,

f1 = gf§x1 et f2 = gzwka sont aussi des permutations

d'André augmentées respectivement sur [Card X1] et [Card XZJ
I1 est enfin clair que les couples (f,,X,) et (£,,X,)

caractérisent compldtement les fonctions g et g .

COROLLAIRE 4.9. Le couple (A,$) ou est défini dans la

précédente pronriété est un complexe d'André.

L'application U défini dans la section 3.1 servait

4 repérer les descentes et les montées des permutations



d'André, Elle est en fait égele & 1l'application W, (cz.
définition 4.4 ) .

PROPOSITION 4,10, Sur l'ensemble A , les deux applications

U et W, gont identiques.

PREUVE, D'abord fU = fw2 =1 pour ferlJA1 o Soit féAn
(m2) et 2, = (£,,2,) . S 1l'ona £,€Y, , 2lors

£, = s.fWa s S0it fwz = 8,fU par récurrence. D'autre part,
la premidre lettre de £ étant 1 , le mot £ débute par
wme montée, On a donc fU = s.fo y dfou ™, = fU , 8i 1l'on
8 f‘éio » Par rtécurrence, L1 wient i‘dz = i\“.’u.ia\S .

D'autre part, on a W = £, U420 Atapres le corollaire
3.2 e% le lemme 3.7 . La proposition 4.10 en découle. %

3. Les permutations d'André de seconde esgpdce.

Nous introduisons dans cette section une deuxidme

classe de permutations appelées permutations d4'fndré de seconde
espdce. L'ensemble de ces permutations sur [n] sera noté

B, (n20) . Soit £ : [n] ~»> X une permutation. On note

X9 Xy eeey X, la sulte croigsante des éléments de 1l'ensem-
ble totalement ordonné X . Pour nd0 on désigne par I£7T

la permutation déduite de £ par suppression du plus grand
élément x, de la suite 1f . 2f . .ss o nf . In d'autres

termes, 81 1'on a mf = x, bour un certain me[_n] s alors



P = 1f o 22 o eeo o (m-‘)f . (m"")f ¢ see nf . Notong

que 81 n:= 1 , £7 est le mot vide noté e .

L d
DEFINITION 4.11. On dit qu'une permmtation £ ; [n] —> X

a la propriété (A) si elle n'a pas de double decscente et ne
finit pas par une dencente, c'est-d-dire s'il n'existo pas
d'entier J %ol que 1<j<n=-1 ot JL>(j+1)r>(j+2)¢

et si d'autre part on a toujours (n-1)f<nf lorsque n>1 .

V4
DEFINITIOK 4.12. Une permutation £ : [n]~>X (n>0) est

we permutation d'André de seconde espice si les (n+1)

permutations £ , £T , eee 5 1™ ( = e ) ont la propriété (a) .

Par exemple, la pexrmutation £ =31 2 6 45 est une
permutation d'André de seconde espdice, car elle-mé&me, ainsi
me lee permmutations déduites de € par suppreccion successive
e 6,5 ) eoep 1 , A savolir

T =31245 , 22 =3124, 2 =312,

mer2 , =1 , 200
ont toutes la propriété (48) .

DROFRIETH 4.13, Une permutation £ 3 [nl —~» X ent una

permutation d'André_de soconde espdce ssi posant m = (HMin x)et,

-~

Les deux reatrictions g,= f”m»t] et &, = f’ [n]\{m] nont
dng permutations d'Andrs de seconde espdce, Si_cen hypothdnes

pont yérifides ot st n2 , ona kf=1x,= Minix \Min Xj

pour un indice k tel que 1<m<k<n .
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PABUVE, D'abord, 81 n=1 ,0na g =g, =¢ ot il ny a
rien a4 démontrer. Supposons n>1 . Pavr d/finitlon do ¢ ,

on a toujours pour 1< 1i<n-i

1 1
fT1=g1T1.x‘.gZT2 j

[

pour 4,30, 1,%0 et :!.1 + 12 = 1 . Suppenona g7 gc

i,
:

longueur (m1o~1) » Clest-d~dire (m,)(fTi) =x; . Sai mv
finit par une descente, la permutation -fTi a une douule
descente [m,~2 , m,] . D'autre part, du fait que x, = Lin X,

i

1r permutation f£7T~ ne peut avoir de dcscente en

i

[, ,m'+1] « Il en résulte que fT~ a la propriété (4) ei
i i

et e2ulement 32il en est de mé&me pour 31‘13 ! et g% 2

Par conséquent, £ est une permutaticn d'André de aeconde

egpéce nsi 11 en est de nméme pour g et €y o

Supposons enfin que f soit une permutation d'Andrd de
neconde eapece, La permutation 1"1‘""2 ne contient que lex
¢lémoents xy, et x, § comme, d'autre part, clle a la proprifts

A) , on a 22 XyXy » I'é1ément x, ¢s8t done toujours

Apres Xy dang une permutation d'André de seconde espice.

Comme précédemment, si X est un ensemdle totale-~
rent ordonné de cardinel n , on note wx 1'1mique applica~

tion strictement croissaute de X sur [n] . Soit £ wun~



peruutation d'André de seconde eapdce sur

On poge m =

fni (n>0) .
. — | -

(e, g =t ), g, = | [ninu] ,
X, u([m-i})f » X, =([n]\{ml)f et enfin £, = Fa"'xi o T, = 32@:,;;

€.

PROPRIETE 4.14. (i) JL'application

“P s £ ~—» i(f1 :x1 )’(fztxz)}

23t une bijeotion de¢ B, sgur Bn(?‘) pour tout =n>0 .,

(2) Le couple (3,¢) eut un conplere d'André.
(3) Sur_l'ensemble
U ot W, sont identiques.

B les deux applications

PREUVE, (1) Si n = 1 la propriété est triviale. SCupposons

n>l ; 11 résulte de 1a propridté 4.13 que

¢ eanvoae Bh
fang Bx(xa) « Congidérons un couple de parties (X,,?C2) de
] telles que X, nX, =¢ , X, UX, = [nisif, 26X,
et Card x, = n-1 o, I1 est olair que ¢ envoie, de fagon

bijective, les permutations f¢& Bn telles que mf =1 et

@-1}]f = X, sur les paires {(f,,x;),(f?,xé)} de B)(Iz)

t¥lles que X{ = X, , X; = X, . D'autro part, si pour £, f'

, 12" =n' et [m]f # [m*]2*,
lts deux images f£¢ et L' gont distinctes, Enfin, on

lens B, »ona if=smn

niient tout Bn et tout Bga) en faisant wvarier )t1 dans
‘'ensemble des parties de [n]\[2] .

la partie (2) résulte imnmédiatement de (1) .

(3) Soi% r€B, et Yy, = (£,,f,) . Loraque £ eat
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dans BOLJBT »y Ou lorsque 11 = e , 11 suffit de reyprondre 1la
preuve de la propriété 4.10 pour montrer que l'on a fU = IwW, .
Reste & considérer le cas £, # e . Por définiticn de fy

(veir notation 4.3 ) et par récurrence, on a £, = £U.t.L,U .
Posons 1f=m j ona m>1, Comme f1 ne finit pas par une
descente et que le couple [m,m+1] ne peut &tre une descente

pour £ , on a aussi fU = f‘U.t.faU . D'ol encora fW, = U . E?

PROPOSTTION 4.15. Posons Y =B gt Z = A . Alors 1l'appli-
cation ©!' définie en (4.2) est une bijection de l'encemble

B des permutations d'André de seconde espéce sur 1'ensemble
A des yermutatious d'André, satisfaisant A
fu = f8'U

pour tout £ dang B .

PREUVE. D'aprds le corollaire 4.9 et la propriété 4.14 , les
couples (A,}) et (B,¢) sont des complexes d'André. Comme,
d'autre part, la fonction U est égale A W, sur B et 3
¥, sur A , la proposition découle du théoréme 4.5 . E§

EXEMPLE 4.17. On vérifie d'abord que la bijaction 6' : B ~3 A

envoie les permutations 1 , 12 et 123 sur elles-mémes.

De (4.2) , nous obtenons 1
siz 5 {0,130, 0,{2hF = 0,020, 0,D LA
et (312)U = (213)U = t . De méme, o1
P ¢
5123 > {012, {4,5), (12, §2,30)F —> {(12,12,43),(12,{3,5)f >
24135

et (45123)U = (24135)U = ste .



A la fin du chapitre 5 , on trouvera le table de correspondance

| .
8's By —» A, pour 1<n<5 .

4. Propriétés de syméirie.

%
Soit w=wu, ..o u, (k>0) un mot du monoide {8,8% ;
Le mot retournd v eat défini par
NS
voE Wt e Wy e
D'autre part, pour un entier 1 4&é l'intervalle [k+il , on
définit
wl}_ = U oeee U g Uy .oy Bl 1gi<k , uy =8
= u‘ se e ui_' s t u1+‘ eee uk sl 151&1{ » ui =t
=ws 81 1=k .
Posant W' = wI’i » le lemme suivant a pour but de déterminer
la transformation I';" qu'il faut appliquer au mot retourné

~n ~s
w pour retrouver le mot retourné w' .

LEMME 4.18., Soit w = WU, eee W Uun mot de longueur k
(k>0 ) dumonoide {s,t}™ . A tout entier 1 de 1'intervalle

[k+1] on essocie 1'indice J défini per

(1) 3§ = k=i+1 pi 1€1¢k , vy =8 ;
(2) 3 = k=l+2 o3 1edigsk ,u; =%, o8 4 estle
plus petit entier sstisfrisant A 1<f<i et

TS ST MRS

ueue"" see ui = 8
(3) J=k-f+2 8% 4 = ket , o ¢ est, cotte fois, le
£k+1 et

plus petit entier satisfeisent & 12&
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k=41
\11 a0e ue“1 8 = utuz [ R X 1 uk L]

dors 1'application 4 —>» J est ure bijection de [k+1] sur

ni=m?me satigfaisant &

::f'; = f‘\;f; .

IEUVE., Yosons w' = wI‘j « Dang le cas (1) , on a
v | t
Nw = ul{ L I ) ui+1 8 ‘11'1 L3 ) u, e
W' = 1'k so o ui+1 t ui"“ ewe u‘ -
1 est eclair que 1l'enticr J = k-i+1 est le seul entier de

k+1] pour lequal on ait %Pj = W' . Dans le cas (2) , on a

W t
w-—-uk eee ui+' tui-1 o e ui 6

S
WIE e eee Wy BBy el By
it encore, par définition de £
N -
Vo= oese Uy + ai tul_1 seo u, ot

t 8:"-'£.'-1 ue_1 XX u’

W= ees Uy
swvee f =1 ou £>1 et u_y =t . On voit donc que pour
pasgser de ¥ a ?r" il faut ajouter une lettre & & la séquence
si-@ « La seule facon d'obtenir ce rajout en appliquant une
transformation Pj est de faire opérer Pk-—? +p + En effet,

i d=1, o0na @Tk_ew-'iv'r'kﬁu'i'aa'é'.m 251, 1a
lettre uy , dans ¥ est transformée en et et 1l'on a sncore

fegsp = ¥' « Enfin, dens 1s cas (3) , on a
~ kel

W= 8 u _1 oo u1 e%
~ k-f:2



1A encore, oOn a Aﬂ"j = ';' pour le seul J = k-l+2 .
Le caractdre bijectif de 1 =3 § provient du fait que pour

tout 1 dans [k+1] , 11 n'y a chaque fois qu'un seul entier

J qui vérifie la propriété wl';_ = GT.‘; .

Soit maintenant f une permutation d'André de deuxidme
espdce sur [n] (n32 ) . Comme f n'a pas de double descente,
sa variation (voir section 3.1 ) £V n'a jsmais deux signes -
congécutifs. Done lorsqu'on remplace dens £V +toutes les paires
successives ~+ par +t , il ne reste plus dans le mot £V
que des signes + , que l'on remplace alors par des lettres s
pour obtenir la variation réduite f£fU ., Les lettres égales
& t dumot fU correspondent donc aux descentes de f
et les lettres 8 aux montées non précédées de descentes,
Appelons distingués (pour £ ) 1les entiers m de [n+i]
pour lesquels l'une des conditions suivantes est satisfaite

(1) m=1 , mf<c(ms+1)f

(1') 1¢mgn-1 , (m=-1)f<me<c(mel)L

(4.4) (2) 1<¢<n<dn=-t , (m=1)f>nf ;

(3) m=n+t ,

Les entiers définis en (1) et (1') sont les entiexrs qui
correspondent aux montées non précédéos de descentes ; ceux
définis en (2) correspondent aux descentes de f . On a

1'inégalité stricte 1<m<n«t en (2) car f ne peut se

terminer per une descente.



Si m est le i-2me élément distingué pour £ , c'est-h-~
dire si 1l'intervalle [m] contient exactement 4 indices
distingués pour f , on pose mnle= 41 ,
la variation réduite fU de f sera notée fU = uu, oo Uy
de longueur k ( k>0 ). L'epplication T est ainsi une bi-
jection de l'ensemble des élémente distingués pour £ sur
1'intervelle [k+1] . On a en particulier (n+1)T = k+! .
L'application inverse de T est notée 5'1 .« Pour ny2 ,
on désigne par ﬁn lt'ensemble des couples (f£f,i) ou ¢
appartient 3 Bn et ol, lorsque la variation réduite de £

est de longueur k , l'entier i varie de 1 3 k+1 .

PROPOSITION 4.19. L'spplication
o : (£,1) ~» g

définie per m = iU et
g§=12 ¢ see o (n=1)f . 041 . mf , ..o o nf

est une bijection de B, sur B, ,, satisfaisant &

PREUVE, Soit £ un élément de B, (n»2 ), de variation

réduite fU = Wk, eee Uy (k>0 ). On obtient un élément

de B 881 1'on intercale (n+1) dans le mot 1£f.2f. ... onf

n-+1
sans engendrer de double descente et pans créer ds descante

finele, L'exsmen des conditions (4.4) nous monire que l'inter-
calcment de (n+1) entre les lettres de (m=1)T c¢% nf donne

un élément g de B,4q4 €8l l'entier m est digtingué pour £ .



De plus, ltapplication (f£,1) —» g est évidemnent injective.
Pour démontrer la surjectivité, on considere un élément g

de B4 et l'on note m 1'entier défini par mg = n+t .

Per définition des permutations d‘'André de seconde espdce, la
pamatation £ = gT déduite de g par suppression de (n+1)
appartient 2 Bn « I1 nous suffit donc de vérifier que l'entier

n eet distingué pour f .

Trols cas sont 4 considérer

(1) m=1 ou tem<n ot (m=1)g<(m+i)g ;

(2) t<m<n et (m+1)g>(m+i)g ;

(3) m=n+t
Dans les cas (1) et (2) , on & forcément (m+tl)g< (m+2lg ,
tar witrement (m,m+?] serait une double descente dans g .
m voit encore que les trois précédentes conditions sur g
izpliquent les conditions (4.4) sur £ , c'est-i-dire que

o est distingué pouvr £ .

keste A comparer les variations réduites de £ et g
dans la correspondance (f,4) =» g o Dans le cas (1) , on a
8U = Wy wee Uy 4 Uy, eee Uy
Jns 1o cas (2) , on & gU =W, ceo Uy 4 B w4 w0l Y
¢t dns le cas (3) gU =u, .ce w  , 8 . Dans les trois cas,

omabien gU = fUI} par définition de T, . P



REIAIQUE 4.20. L'application inverse g —> (f,i) de I,
sur Tin est évidemment donnde par

f = g7 (permutation déduite de g par cuprpressiosn de n4l )
et 1'entier i est le nomdbre d'élénents distingudés pour £

dens 1'intervalle [m] ol mg = n+1 .

Yous avons désormais tous les ¢léuento pour définir l:u oijec

tion ¢ de B sur lui-méne satisfaisant i

3) ;;\?3 = gpU pour tout geRB .
Pour n=1, 1l n'y a rien & démontror, Pour n = 2 , l'ensem-
ble B~ est réduit A la permutation 12 , de vuriaiion réduite
8 et ? est trivialement défini comme l'application identique
de B, o Supposons n+123 et soit. g un élémex:i de B .4 -
5i le mot gU est symétrique, c'estwd~dire si U = gU , on
pose

(406) g' = g‘j) =L .
.2 2¢ mot gU n'est pas symétrique, on considére la suite

des applications

- (i p
(4.7) g =y (4,f) = (3,2') —> g
Bn+1 ﬁn+1 'En Bn+1

dans laquelle

(1) ¢! est 1'inverse de la bijection définie dans la
propogition 4,19 ;

(2) 4 -+ 3 est la bijection définiec dans le lemme 4.16 ;

(3) £=»2£' est la bijection p de B, sur lui-méme qu'on

suppoase définie par récurrencs jusqu'd l'ordre n ;
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(4) G et la bijection définie dars la proposition 4.19 .

Par récurrence, on % = f'U et £ ~»f' est une bijec-
tion de B, sur lui-mlme. Les deux mots fU et £'U ont
en particulier m8me longueur et l'application (1,t) ~> (j,f)
est donc bien une bijection de "‘En sur lui-inémnv. Le produit
de composition défini par la cuite (4.7) eat donc bien une

bijection de Bn+1 sur B

et * Au'on notera P i g =g’ .

Dtautre part, on a successivement

gu = fUI'i d'aprés la proposition 4.19 ; puis posant
v=fU et w' = wI"i o Oon a, d'aprds le lemme 4.18 ,
~ N o Py ~’ ~ ”~
W'omow ) , d'ol par récurrence f!'U =W et gU = w' = wf& = £l

J

Pnfin, d'apreés la proposition 4.19 de nouveau
~e

gu = g'y ,
Lagsenblons ces résultats dans un théordne.

’ \
IMEORENE 4.20. L'application % de T dans B gui _envoie

snr_eux-némes leg 4léments de BoUB,UB, et oui, lorsque
5 eak.dana B ., (n+133) est définie por sP= g
selon les relations (4.6) et (4.7), est une bijection de
B sur lui.méme ayant la propridié suivante
8t & estdans B et 8i &U =w, glors gp est dans
BA _?;t. ng = ;}' .




- 53 =

EXEMPLE 4.21. Supposons g = 12534 , appartenant & B5 , de
variation réduite gU = sst . Détermminons g' = g défintie
en (4.7) . D'ebord f = gT = 1234 et m =3 .
Comme 3 est le troisidme élément distingud pour f , on e
1 =73, Par suite g~ = (3,1234) . La variation réduite de
£ est WU, = 888 , de longueur k = 3 et symétrique. On
a ainei f£' = £ = 1234 , d'aprds (4.6) . Comme wu; = Uz =8
ltentier J (d'aprds le lemme 4.18 ) est défini par

J = kel#l = 3341 =1 ,
Par conséquent g' = (1,£')0 = 5,1£9,2f! 301 .4f"' = 51234
et 1'on a bien g'U = toss . Une table de correspondance

pour la bijection P est reproduite & la fin du chapitre 5 .

D'eprds la propriété 3.1 , si f est dans B, ( n>0),
de variation réduite fU=w , on a
2], + vl =mn-1,
I1 en résulte que s8i 1l'on considére un mot quelconque w
de {s,t}* il existe un et un seul entier n>20 pour lequel
1'ensemble B N Wi~ nvest pas vide. Une des conséquences du

théordme 4.20 est donec que 1l'on &
(4.8) card wU™! = Cara Fu~!

pour tout we{s,t}*, c'egst-d~dire que dans tout Bn il y a
autant de permutations f telles que fU = w que de permu-

tations g telles que gU = v .



Dtautre part, pour n30 , on peut écrire
ne -~ > ?
(4.9) B, ,U=1] iw Card wu™! & wEis,t] 4 2wl + 1wl = n4lg

ot d'aprds (4.8) , ce polyndme ne change pas si 1l'on trans-
NS

forme dans son expression (4.9) tous les mots w en w .

Prenant alors un complexe d'André (Y,?) arbitraire, on voit
que le polynéme Y +2WJ (voir proposition 4.6 ) u la néme

propriété ( j=1,2 ) . Or on & d'aprés (4.3)

~ n

(J=142) « 51 1'on retourne dans (4.10) +tous les mots w ,

on obtient done l'identité

n .
soit
n 1 T
(4.12) Thea¥y = 15@ [1_1] YoWiebe Ty gy + Tp¥yes

qui est en feit une pouvelle identité sur les polyndmes
( YWy ), o + Per addition des identités (4.10) et (4.12)

on obtient
n+1 v
(4.13) 2 YpypWy = @eTpy¥y + ] <n[ ] YaWyeteaXy g gWs +
wN
Yn”wj.s

pour J=1,2 et n30 .



L'identité (4.13) e8t un équivalent non comnutatif en
les variables 8 et t de l'identité (4) de lL'introduction.
En effel, lérsqu'on prend le complexe 4'André (A,y) et
wz = U , cette identité s'éerit

n+1
2 Ay oU =8.A, U+ 1§;<nl 1 IAGULEA L, T+ A Ues

Fultipliant cette identité A& droite par ¢+ , on obtient,
d'apris le lemme 3.7

-1

0 0 I" n+1 o o o
2 D50 = 8.0 ,,0 + 1<Ikn[ i 1niu.nn+2_iu + D 0.7 st ,

ou £~ a une interprétation évidente. D'aprés la remarque 3.11 ,
on sait que l'image abélienne des polynémes Dnﬁ

donne précisément les polyndmes D = Dn(s,t) congidérés dens

le second chapitre., L'image abélienne de la précédente

identité donne donc

aud n+1
2 Dn+3 = D1'Dn+2 + 123; [ i ] Di‘Dn+2-i + Dn+2'D1 ’
<ign

goit précisément 1'identité (4) ou 1'identité (2.10)

forite pour n4! au lieu de n .
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5. AUTRES COMPLEXES D'ANDRE,

e Leg erborescencesn binaires décroissantes.

Joit x, , Xy 9 eee 3 X, la suite croissante c¢es élémentia

d'un enscmble fini X , totalement ordonné et de cardinel n>0 .

DEFIFITION 4.1, On dit qu'une application £ de X dans X

-

est une arboresconce binaire décroissante sur X si I satis-

fait aux trois propriétés suivantes
(1)  xf<x pour tout xeXN{x,§ ;
(2) x¥T=x 3
(3) cCara (xi"'t\{xﬂs 2 pour tout x€X .

Les deux premidres conditions impliquent que £ est
une arborescence (au sens usuel du temme) déeroipsante. Znfin,
pour mentionner la troisidme condition, & savoir que tout
point x nfest 1'image que d'au plus deux autres points,
on dit que f eet binaire. S1 n>2 , on a toujours

xzf =X, .

Four n»0 on note S, 1'enseunble des arborescences binaires
décroissantes sur f n] . On convient, de¢ plus, gue pour n = 0

l'ensenble S, est un singleton {e} . on pose enfin 8 = {J 5.
n;Q

Il est coutumier d'associer & toute arborescence £ sur

X son graphe orienté. Les sommets du graphe sont les éléments



de¢ X et l'on joint x A y parun arc ssi l'one x #y
et f(x) = y . Enfin, une boucle entoure tout sommet fixé
par £ . Nous reproduisons dens la figure 1 1les graphes des

applications asppartenant a Sn pour 1<£n<é ,

1

&

2

ns=2 I,
o

=4
i}
W
{ o )
- N W
/N
w

G 3
. 4
2 =4 {3 3, 4.4 4 3
}2 A k} 2 kz skz . 4
, ' A AT ONA
s \{ 3 )
FPigure 1,

Pour n =5 , on trouverait exactement 16 graphes.

Comme précédemment, l'application stricicuent eroissante
4'un ensemdble fini totalement ordonné X sur L'intervalle
[ Card X] est noté (Ux « Congidérons meintenant un éldément
f de S5, (n»2) . L'ensenble 12~ contient, par défini~
tion un ou deux éléments distincts de 1 ., Si Card [ 1£7N{1}]=
on a forcément 127'\{1} = {2} . L'application &, définie

par
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xg, = xf 8l X €[n] \{2}
= X sl x =2
st trivialement une arborescence binaire décroissanie sur
l'intervalle {2,3, csey n& « On pose dans ce cas

X1=¢ y £y =86 , Xza[n_l\{‘!} et f2=w"

2
oroque Cerd [1£7'N {1}]=2 , ona 127"\ }1} = §2,y}
avee 2<y<n . On pose slors
X, = fx€[n] : xt* =2, k0§
X, ={xé[n] xff = y , k0%
puis 1'on définit deux applications respectivenient sur J(1 et

73}
€2 X,

[ 2]

X, par
xg, = xf si XEX,\ f2}
=x 8L x=2;
xg, = x¥ 8l xfixe\{y}

=x 8L x=Yy.

-1 1

Pnfin, on pose £, =W,” g W, et £, ==wx" &y We o
Lorsque/ /f est dans S: s ON pgee f‘ = tz = e et 1= X2 =@ .
PROPRIETE 5.2. L'spplication

§ ¢ £ = {(f, ’x1)0(120x2)}

- & C‘(2)
est une bijection de S, gurn le compogé bipartitionnel S,

(n2t ) .

YREZUVE, D'abord X1 et X2 sont bilen deux sous-~ensembles de

[n] satiefaisant &
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(5.1) L0nx,=¢ , X UX, = (]~} .

Identifions les arborescences avec leurs graphes. Si 1l'on
"enracine® les sommets adjacents & 1 et lton supprime le
gommet 1 , on obtient bien deux arborescences (disjointes)
binaires et décroissantes 84 et 8 o Réciproguenent, si

€, et & sont deux arborescences binaires décroissantes
ayant pour ensembles de sommets respectivement X1 et xz
patisfaisant & (5.1) , la seule fagon d'obtenir une arbores-
cence binaire décroissante sur [n] » qui contienne tous les
arcs de 84 et 85 a l'exception des boucles, est de
joindre les "racines®™ de &; et g, &u nouveau somuet 1
qu'on prend pour racine. Enfin, les couples (:,,xi) et
(fz,xz) caractérisent completement g, et 8, » puisique
f‘l

canonique des somnets, qui conserve l'ordre mutuel de ceux-ci.

et f2 se déduisent de &; et g, par une renumérotation

€

%

COROLLAIRE 5.3. L@ couple (S,¥) est un complere d'Andrd.

Les epplications W, et W, (voir définition 4.4 ) n'ont
pas d'interprétation intéressante lorsqu'on les définit sur S .
On peut cependant introduire la notion de point double. Soit
£&€5, et x€[n] ; on dit que x est un point double pour £
81 x est l'image pagﬂﬁe deux gutres points, Si on reprend les
définitions de W, et W, , on voit que l'on fait apparaitre

une lettre égale & + dane les nots v, et fw2 chayue fois
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que 1l'on rencontre un point double, et une lettre s dans

le cas contraire. Par conséquent, le nombre d'occurences de

la lettre t dans les mots fW, et fwz eot égnl au nombre
de points doubles de f . Dtautre part, comme tout point esti
l'image par £ d'au plus deux sutres points, le nombre de
points doubles est encore égal au nombre de bouts pendants

dans £ , o'est-d~dire de points qui ne sont l'image d'aucun

autre point. On en déduit donc la propriété suivante.

/ 7
PROPRIETE 5.4. Soit P (t) 1le polynSme générateur du nombre

des points doubles (ou des pouts pendants) sux S, (n>0).
On a alors  t.p (t) =D, (e=1,%) .

Pour terminer cette section, nous indiquons 1l'argument
géométrique qu'on peut utiliser pour définir les bijections
© :S=>B et 6' : S —> A, au lieu de recourir aux chaines
d'applications (4.1) et (4.2) . Coneidérons dans le plan
xy l'ensemble H contenant l'origine, les points de coordon—
nées ( i/2k » k) ol k parcourt l'ensemble des entiers
(strictement) positife et ou, pour k fixé, lfentier i par-
court l'ensemble des entiers impairs compris entre -(2K-1)
et (2¥-1) . Seit £ une arborescence binaife décroissante
sur [ n] ( n>0 ) . Les sommets du graphe de £ vont &tre
"placés®™ sur les points de H . D'abord, le sommet 1 est

placé A 1l'origine. Supposons que tous les sommets de hauteur



h (h>0) , c'est-a-dire des sommets x pour lesquels on
a xtP =1 et xet! #1 81 h>»0 , aient été placés. Soit
x un tel sommet. Il a été placé, disons, au point

i/2" , h ) (avec i =0 dans le seul cas ot h =0 ).

-~

Trois cas sont & considérer :

(1) x£=I\ ixt = ¢ ; elors ou bien £€S, et le graphe
entier (!) de £ a 6té placé, ou bién x est un bout pendant
de £ ;

(2) =71\ {x} = {y} 3 on place alors le sommet y au
point ( (21+1)/2"*' | net )

(3) x£™\ {x} - {y,z} ; on pose alors

X(y) = %vé[n] s v ey, k20 }

X(z) = {ve[n] : vEE = g, k0t .
les deux ensembles X(y) et X(z) ne sont pas vides, puis-
qu'ils contiennent y et 2 . On a elors deux oritéres de
"placement";

le sommet y va en ( (.'Zj.--i)/zh"'1 s h#1 ) et 2z va
en ( (21-!-1)/2h+1 » h+1 ) suivant que

(3a) mex X(y) £ max X(3z)
ou que

(3b) y = nin X(y) { mnin X(z) =z .

Quelque soit le critére (3a) ou (3b) wutilieé, les n som-
mets du graphe de f ont des abscisses différentes. Soient
x , ¥y deux sonmets distinots du graphe. On pose x g y



(resp. x<b y ) esi l'ebscisse de x dans H est inférieure
3 l'abscisse de y dans H , lorsque le critdre (%a)

(resp. (3b) ) est utilisé. On désigne alors par i, (resp.
fH, ) la suite croigsante (par rapport & l'ordre total <
(resp. <b ) ) formée per les n soumets de f . De fagon
géométrique, les suites fH‘ et be sont obtenues en

projetant verticalement les n sommets du graphe sur l'axe
des x . Le lecteur pourra alors vérifier le résultat sui-

vant.

s /S
PROPRIETE 5.5. Les images de f€S, ( n>0 ) per les bijec-
tiong 6 : S—->B gt ©' s+ S—~> A gont respectivement don-

nées par 0 = fH, et TfO'=tH, .

Nous illustrons seulement ce résultat par un exemple.

Les deux graphes de la figure 2 sont les graphes d'une méme
fonction f£E€8, . C'est le eritére (3a) qui a été utilisé
pour placer les sommets dans le premier, et le critére (3b)
dens le second. Lorsqu'on projette les sommets sur l'axe des
x dans le premier (resp. le second), on obtient la permuta-
tion 4'André £0' (resp. la pernutation d'André de seconde
espéce f0 ) ,



itm 4 6 1 3 2 7 5 9
9 (f
6 5 3
4 2
1
te= 4 6 1 9 5 7 2 3
Figure 2,

2, les pernutations alternantes.

C'est André (1879, 1881) lui-méme qui a introduit la notion
de permutation altermante et qui a montré que le coefficient
de u®/n! dans le développement de tg u + sec u é&tait

précisdément égal au nomdbre de permutations alternantes sur [n] .
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En fait, comme nous allons )~ montrer ici, l'ensemble des
permutations alternentes est un exemple de complexe d'André,
Utilisant tous les résultats du chapitre 4 , on peut donc
nettre ces permutations en correspondance biunivogue avec
les permutations d'André des deux espéces, ainsi qutavec

les arborescences binaires décroilssantes,

L'ensemble X détant toujours un ensemble fini totale~

ment ordomné de cardinal n>O0 , on dit qu'une permutation
£ : [n] ~» X est glternante (resp. alternante montante)
sur X se8i l'on a (23)f£<(2j-1)f , (2j+1)f (resp.
(23)£> (23-1)f , (23+1)2 ) pour tout J tel que

0<2j<n et (n-t)f>nf (resp, (n-1)f<nf ) 8i, de plus,

n est pair. On note @y t X —>[n] 1'application strictement
croissante de X sur [n] . 81 £ est une permutation alter-

nante sur X , on pose pour tout 1€[n]

(5.2)  4F = (ne1-dte )y’

Par exemple, si X = [n] , on a if = n+i-if . Il est clair

que 1l'aspplication £ —» F est une bijection de l'ensemble

des permutations slternantes sur l'enseuble des permutations

alternantes montantes. Pour tout n>0 , on note En
l'ensendble des permutations alternantes |

sur [n] . On euppose que E, est un singleton {e}
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et 1'on pose B = U E,
n0

Soit fEE, (n>»1 ) . Deux cas sont A considérer :
(1) 1£7¢ ne™! s (2) nt~'>12"' . Dans le cas (1), on
pose m = 121 , puis g = f‘[m-ﬂ v & = f/([n]\[m]) .
Dens le cas (2) , on pose m = ag™! y puls g, = f}[m-—1] .
La permutation

g=nf « (W@+1)f . osee o Nt
est alors une permutation alternante sur un ensemble X!
qui contient 1 ., De plus, la pernutation g débute par n .
D'aprds (5.2) , la permutation g est slternante montante.

Elle débute, de plus, par 1 . On peut donc écrire

(503) E =1 , (m+1)g2 . (m+2)32 e 600 o (n)gz

et la permutation 8, définie par
8, = (m+1)g, + (w+2)gy o oo o (n)g,
est une permutation alternante sur l'ensemble ([n}\[m-ﬂ)f\){%}
Dans les deux cas, on pose, aen outre,
X, =([m-1Pf , X, =[n]N(x,U{1}) , puis
Ty =gy, ot I =&, -

S/
PROPRIETE 5.6. L'aspplication £ gui envoie 1'élément £ de

B, sur la pzire {(e,ﬁ),(e,ﬂi)} ot téut é€ldment - de E/

(n>1 ) sur le paire {(f‘l 'xz)'(fz'xz)} est une bijection

de ®, gurle composé bipertitionnel E\2) .
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PREUVE, Le caractdre injectif est dvidant, Rovenona aux daux
cas condisérés pour la définition de g, et de g, & partir
de f€E, . Comme f est alternante, dans le cus (1)
l'entior m = 12~ est pair et dans le cas (2), 1'entier
n = nf"1 est impair. Conuidérons donc un ¢iément
f(f1 ,x1).(f2,x2)} de 31(12) (n>t ). On peut Ga'abord cupposer
que la nunérotation a été faite de sorte quc n eat dans X, .
On pose g, = fi”x? y 8 = fzwx: . Posons m-! = Card X; .
Si m est pair, on définit £ par

L= (1)g o eoo o (m=t)gy o1 o (1)8; ¢ oos o (nm)g, ©
Si m est impair, on transforme d'abord la permutation
alternante montante

g=1.(1)gy « eev o (n-m)g,
en une peruutation alternante, en prenant l'inverse de la
bijeotion définie en (5.2). On odbtient

g=(1)g « (2)8 ¢ eee o (n-mti)g
qui débute par n puisque n est dans X2 « On pose alors

L= (1)8 o con o (m=1)ge (g . (2)3 ¢ v0ov o (n-met)e .
On a bien 1A une permutation alternante, car g, ZIinit par
une descente, puisque m-i est pair. Dans lesa deux cas, on

retrouve »‘;6-:{(:!.'1 ,x,),(rz,x?_)j . ,3

Il résulte donc de la propriété 5.6 que le couple (Z,t)

est un complexe d'André. Fn revanche, les applications W, et




w2 n'‘ont pas sur E d'interprétation évidente.

Donnons une dernidre application de 1'identité (4.3)
de la proposition 4.6 qui comporte un comptage d'une sous-
famille de permutations alternantes. Soit w un mot de zﬁ,tsé%
de la forme w=1t" ( p20 ) et eoit (Y,¥) un complexe
d'Ardré. On pose c(tP) = Cara (‘t;p)&vl1"'1 = Card ('t:p)w;_,"'1 .
On sait que le seul entier n+2 pour leguel Yh+2f‘“wj-1
n'est pas vide est donné par 2p = n+2-1 , soit n = 2p=1 ,
La formule donne alors immédiatement
(5.4) ot = To [2271] e(xr) e(ePh)

1<i<p

Maintenant, les seules permutations £ apperienant & AUB ,
pour lesquelles on a fU = tP ( p>0 ) sont des permutations
alternantes. On a donc

P =
c(t¥) = Card Ay in E = Caxd B, N E, ., (p20) .

2p+1

La formule (5.4) est donc une foxmuls de récurrence pour 1o
nombre de permutations d'André (resp. d'André de seconde espco)

qui sont aussi al%ernantes.



3. Tables,

La premidre table illustre la consiruction des bijections ©
définies en (4.1) et (4.2) dans la section 4.1 .

(1) La premidre coldtnne contient la liste des permutations

d'André de seconde espdce (voir section 4.3 ) apparienant aux

ensembles B, pour 1€<ngs .

(2) Dans 1la deuxidme colonne, on trouve la liste des
permutations d'André (voir section 3.2 ) qui correspondent aux
éléments de la premidére colonne par la bijection ©' : B=» A ,

(3) La liste des permutations alteraantes en correspondance

biunivoque avec les permutaticne d'André (de la scconde colonne)
par la bijection € : A -> E est reproduite duns la colonne 3 .
(4) Soient respectivement f , g et h les éléments
génériques des éléments des colonnes 1 , 2 et 3 . Comme
fo' = g , ona fU = fw1 = ng = ¢gU , Enfin, puisque go = h ,
il vient gU = gW, = kW, . Dtoh fU = gU = hv, . La quatridme
colonne contient done la valeur commune de ces mots. On rappelle
que fU et gU sont les variations réduites (voir section 3.1)

des permutations £ et g .

La seconde table illustre la construction de la bijection
p définie en (4.7) (section 4.4 ) . Les différentes colomnes
de la table donnent la valeur des différents paramdtres qui
interviennent dens la chaine d'applications (4.7) . La corres=-
pondance n'a éié établie que pour les peruutations 4'André de
seconde espice g apparienant a B, pour 1sng6 , pour

lesqucelles la variation réduite gU nt'est pas syaétrique,



123
312

1234
1423
3412
4123
3124

12345
12534
14523
34512
15234
14235
34125
45123
35124
51234

41235

31245
51423
53412
41523
31524

-0

12

123
213

1234
1324
2314
2134
3124

12345
12435
13425
23415
13245
14235
34125
24135
23145
21345
41235
31245
21435
32415
41325
31425

69 =

-

21

312
213

4132
4231
3241
2143
3142

51423
51324
52314
42315
53412
52413
43512
42513
32514
21534
41523
31524
21435
32415
41325
31425

898
st
st
ts
ts

8858
gst
sst
sst
sts
sts
sta
sts
sts
tos
tss
tas
tt
it
tt
tt
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it

&U
st
st

sst
sst
est

ssst
osst
sast
ssot
sots
sats

aots

ssts

sats

sats

sats

sots
sats
stt
stt
stt
stt
stt
stt
stt

8tt

stt
stt

stt

stt

&
1423
3412

12534
14523
34512

123645
125634
145623
345612
126345
125346
145236
345126
156234
146235
346125
456123
356124
162534

164523

364512
152634
142635
341625
451623
351624
561423
563412
461523
361524
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123
312

1234
1423
3412

12345
12534
14523
34512
12345
12534
14523
34512
15234
14235
34125
45123
35124
12534
14523
34512
15234
14235
34125
45123
35124
51423
53412
41523
31524

41
58
t

588
st
at

ssss
sgt
sst
sst
8588
sst
sst
set
sts
ats
stse
sts
sts
set
sst
sst
ats
ots
gts
sts
sts
tt
tt
tt
tt
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123
312

1234
4213
3124

12345
51234
42135
31245
12345
51234
42135
31245
15234
14235
34125
45123
35124
51234
42135
31245
15234
14235
34125
45123
35124
51423
53412
41523
31524

g'
4123
5124

51234
42135
31245

612345
512346
421356
312456
162345
561234
462135
351245
152346
142356
341256
451236
351246
516234
426135
316245
615234
614235
634125
645123
635124
514236
534126
415236
315246

e'u
ts
to
t88

tss
t8B

tsses
vEes
tss3
{sss
stss
stes
atss
stss
stas
stss
stss
otes
stes
tts
tts
tts
tts
tts
tts
tts
tts
tts
tts
tts
tta
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