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CONSTRUCTION D’HYPERSURFACES AFFINES
A COHOMOLOGIE D’INTERSECTION PRESCRITE

par

Patrick Polo

Résumé —  Soit p(q) = a1q + --- + aqq® un polynéme de degré d, a coefficients
entiers positifs ou nuls, et sans terme constant. On pose a = p(1) et N = 2d + a.
On exhibe une hypersurface quasi-homogene V, C CN*1 dont le m-iéme nombre de
Betti, pour la cohomologie d’intersection, est a; si m = 2i, et 0 sinon. Explicitement,
soient T1,Y1,---,Td,Yd, 20,21, - - - , 2a des indéterminées et, pour s = 1,...,d, soit 7
le produit des z;, pour 1 < i < a1 + -+ + as. Alors V, est définie par le polynéme
Fy, = 2191 + mixoy2 + - + mg_124Yq + mqzo0. Ceci est conséquence d’un travail
antérieur de 'auteur, concernant les variétés de Schubert.

Abstract(Construction of affine hypersurfaces with prescribed intesection cohomology)

Let p(q) = a1q + -+ + agq® be a polynomial of degree d, with non-negative
integral coefficients and without constant term. Let a = p(1) and N = 2d + a. We
exhibit a quasi-homogeneous hypersurface V,, C CN+1 such that the m-th intersection
cohomology Betti number of V, is a; for m = 2¢, and 0 otherwise. Explicitly, let
T1,Yl,---,Td,Yd, 20,21, - - -, 2q be indeterminates and, for s = 1,...,d, let w5 denote
the product of the z;, for 1 <7 < a1 +---+as. Then V), is defined by the polynomial
Fp =x1y1 + mixoy2 + -+ + Tg—12qYd + Tqzo0. This is a consequence of earlier work
of the author about Schubert varieties.

Introduction

Le but de cet article, principalement d’exposition, est de montrer le résultat suivant.
Soit p(q) = a1q+ - - -+ aqq? un polynéme de degré d > 1, & coefficients entiers > 0, et
sans terme constant. Soient x1,y1, ..., Td, Yd, 20,21, - - -, 2q des indéterminées, ou I'on
a posé a = ay + - - - + aq, et soit V, 'hypersurface définie par le polynome

a a1+-+aqg—1 a
F, =211 + (Hzi)xgyg—i—---—k < H zi)xdyd—FHzi.
i=1 i=1 i=0
Alors, la cohomologie d’intersection de V), est décrite par le théoréme suivant.

Théoréme — On a Y5, dime IH'(V,) £ = 1 + p(t?).

Classification mathématique par sujef2000). — 32560, 14M15.
Mots clefs — Cohomologie d’intersection, hypersurfaces, variétés de Schubert, polynémes de
Kazhdan-Lusztig.
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256 P. POLO

Comme F, est quasi-homogene, on a IH (V,) = TH}(V,), ot TH{(V,) désigne la
fibre au point 0 du faisceau IHi(V:D). Le théoréeme est alors conséquence du fait que
V, s’identifie, au produit par un espace affine pres, & un certain ouvert d’une variété
de Schubert X,,, sur lequel on a décrit les faisceaux ZH" dans [10]. De fagon plus
précise, dans [10] on a associé au polyndéme p un certain couple d’éléments y, < w,
dans le groupe symétrique S, ou n = a + d + 2, et montré que :

(%) > dime TH], (X, )t =1+ p(t?).

i>0
On montre ici qu'un voisinage ouvert de y, dans X, est isomorphe au produit d’un
espace affine par V,, ce qui entraine le résultat voulu.

La démonstration de (x) donnée dans [10] comporte essentiellement quatre étapes.
Pour la commodité du lecteur, on rappelle brievement ces quatre étapes, et I’on indique
comment I'un des ingrédients, un argument de théorie des représentations di a Irving
[6], peut étre remplacé par un argument géométrique dii & Braden et MacPherson [2].
On donne aussi, dans le cas de V,,, une démonstration directe de I'une des étapes, plus
simple qu’un énoncé général sur les variétés de Schubert démontré dans [10, Sect.4].

1. Enoncé du théoréme

1.1. Soit X une variété algébrique irréductible sur C. On désigne par IC(X) le com-
plexe d’intersection de X, et par IH*(X) := H*(X,IC(X)) la cohomologie d’intersec-
tion, voir [5]. A la différence de loc. cit., on prend la convention que IC(X) coincide
sur le lieu lisse de X avec le faisceau constant C placé en degré 0 (au lieu de —dime X
dans loc. cit.). Notons ZH'(X) les faisceaux de cohomologie de IC(X) et, pour tout
point z € X, notons ZH’, (X) la fibre en .
Soit t une indéterminée. On considerera les polynomes suivants :
TH(X,t) =Y dimcIH (X)#,
>0
TH,(X,t) =) dime THL(X) ",

i>0

1.2. Soit p(q) = a1q+ --- + agq? un polynéme de degré d > 1, & coefficients entiers
> 0, et sans terme constant, ol ¢ = t2. Soient T1,y1,...,Td,Yds 20, 21,---,2q des
indéterminées, ot 'on a posé a = a1 + - -+ 4+ a4. Posons N = 2d + a et considérons
I'hypersurface V, de CV 1! définie par le polynéme F, suivant :

a1+-+aqg—1

a a
F, =y + (HZi)x2y2+"'+ < H Zi)xdyd+Hzi~
=0

i=1 =1

Théoréme — TH(V,,t) = [Hy(V,,t) = 1+ p(t?).
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HYPERSURFACES A COHOMOLOGIE D’INTERSECTION PRESCRITE 257

La premiere égalité résulte du fait que F}, est quasi-homogene, de poids total a+1, si
I’on attribue, par exemple, le poids 1 a chaque x; et z;, et le poids ZJ—% a; a chaque y;.

La seconde égalité est conséquence du fait, démontré plus bas, que V,, s’identifie,
au produit par un espace affine pres, a un certain ouvert d’une variété de Schubert
Xu,, sur lequel on a décrit les faisceaux TH' dans [10].

2. Variétés de Schubert

2.1. Soit n > 2. On note {e1,...,e,} la base canonique de C" et I'on désigne par C’
le sous-espace engendré par eq,...,e;. Le groupe GL(n) agit transitivement sur 1’en-
semble des drapeaux V! C --- c V™! C C”, ot dim V? = 4, et le stabilisateur du
drapeau standard C' C --- C C*! est le sous-groupe B des matrices triangulaires
supérieures. Ainsi, GL(n)/B s’identifie & la variété des drapeaux, notée Fl(n).

On consideére le groupe symétrique S,, comme un sous-groupe de GL(n), agissant
par permutation des e;. Pour tout w € S,,, soit V.2 le drapeau défini par V! = w(C?);
il correspond au point wB/B. On note {(w) le nombre d’inversions de w et l'on
introduit la fonction de rang de w, définie par

ru(a,b) = #{i < a | w(i) < b},

pour a,b € [1,n]. Il est bien connu que l'orbite BV, est un espace affine de dimension
£(w) et que son adhérence, notée X, et appelée la variété de Schubert associée a w,
est ’ensemble des drapeaux V'*® vérifiant

(1) dim(V* N C8) > 7, (a,b), Va,be[l,n],

voir, par exemple, [9, §§2.1 & 3.6.2]. On note v < w si X, C X,,; c’est Pordre
d’Ehresmann-Bruhat-Chevalley sur .S,.

Remarque — Pour la commodité du lecteur, on rappelle le fait suivant (cf. [4, §10.5,
Ex.10] ou [9, Prop.3.6.6]). Dans (1), il suffit de se limiter aux couples (a,b) qui
vérifient :

(1) wlth)<a<w H(b+1) et w(a) <b<w(a+1).

En effet, si a < w=1(b) alors ry(a,b) = 7,(a,b — 1) et la condition pour (a,b) est
conséquence de celle pour (a,b— 1). On peut donc supposer a > w~*(b). Si de plus
a > w t(b+1), alors ry(a,b+1) = ry(a,b)+1 et la condition dim(V¢NC®) > ry(a,b)
peut étre omise car elle est conséquence de

dim(VeNC*™) > 7 (a,b+ 1) = ry(a,b) + 1.

De méme, si b < w(a) alors ry,(a,b) = ry(a—1,0) et la condition pour (a, b) résulte de
celle pour (a—1,b). Enfin, si b > max{w(a), w(a+1)}, alors r,(a+1,b) = 74 (a,b)+1
et la condition pour (a,b) résulte de celle pour (a + 1,b). Ceci montre qu'’il suffit de
se limiter dans (1) aux couples (a, b) vérifiant (}).
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258 P. POLO

2.2. Soit U~ le sous-groupe de GL(n) formé des matrices triangulaires inférieures
unipotentes. Soient y < w dans S, et soit Qy ., := X, NyU~ B/B; c’est un voisinage
ouvert du point V,? dans X,,.

Rappelons qu’on a identifié S,, au sous-groupe de GL(n) formé des matrices de
permutation. Ainsi, le translaté yU ™~ est bien défini et est une sous-variété fermée de
GL(n). Posons

Vyw :={ueyU NU y|uV, € Xy}
c’est une sous-variété fermée de yU ™. On sait, d’apres [7, Lemma A 4], que Q, ,, est
isomorphe au produit de l'orbite BV,? = C!W) et de la variété Vy,w-
Notons ¢ l'inclusion V., < X, ainsi obtenue; c’est une immersion transversale-

ment lisse (je propose cette terminologie comme traduction de « normally nonsingu-
lar »). Alors, d’apres [5, Th.5.4.1], Pon a IC(Vy ) = ¢* IC(X,,). On a donc

IHy (Vy,w,t) = THy (X, t).

De plus, d’aprés Kazhdan et Lusztig [8] (voir aussi [11] pour une démonstration
différente, due & MacPherson), le terme de droite est égal au polynéme de Kazhdan-
Lusztig P, ., (t?).

Enfin, notons C}, ) 'ouvert Uze[y’w] BzB/B de X,. On sait, d’aprés Chevalley
(voir [3, §3.3, Lemme 1(a)]), que Qo € Cly -

2.3. Revenons a notre polynéme p(q) = 23:1 asq® et posonsa = p(1) et n = a+d+2.
Introduisons de plus les notations suivantes. Soit A; = a1+ --+as, pour s =1,...,d,
et, pour ¢ = 1,...,a, notons d; le plus petit entier s > 1 tel que i < A,. Dans [10], on a
associé a p les éléments w, et y, de S,, définis comme suit. Premiérement, w,(n) = 2,
wyn—1) =1, wo(n—s) = A1 +s+1pour s =2,...,d, et, pour i = 1,...,q,
w(i) = i+ 1+ d;. Deuxiemement, y,(1) = 1, y,(n) = n, y,(i) = w,y(i — 1) pour
i=2,...,a+1,etpours=1,...,d, y,(n—s) = As_1 + s+ 1 (on pose Ag =0). On
vérifie sans difficulté que y < w et {(w) — £(y) = 2d + a, voir [10, §2.1].

Proposition — V, =V, ., .

Démonstration. — D’abord, pour tout y € S,,, la sous-variété yU~ NU "y de GL(n)
est formée des matrices (uj;)1<j,i<n telles que uy),; =1 et uj; = 0si y~*(j) <iou
J <y(i).

D’autre part, on déduit de la remarque 2.1 que X,,, est formée des drapeaux V'*
qui vérifient C' ¢ V"~ tet Vi c CH1Hd pouri=1,...,a.

On déduit de ce qui précede la description suivante de Vy,, 1, . Soit (u;;) un élément
arbitraire de V, ,. Comme y,(i") < y,(i) sia+1<i <4 <n—1, on obtient déja
que dans les colonnes C;, ou a +1 <7 <n—1, mis a part uy;); qui vaut 1, tous les
termes sont nuls sauf éventuellement ceux de la derniere ligne. On pose 2o = Un g1
et ys = Up,n—s, pour s =1,...,d.
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HYPERSURFACES A COHOMOLOGIE D’INTERSECTION PRESCRITE 259

De plus, pour 1 < i < a, la condition V* C C**1*% entraine que uj; = 0sij >
i+1+d;. Par conséquent, dans les colonnes d’indice ¢ < a, mis & part ;) ; qui vaut 1,
les seuls termes éventuellement non nuls sont les uj; avec 1 +i+d;—1 < j < 14+i+4d;.
On pose z; = —U14itd;,; €t 'on désigne par —x1,..., —xq les coefficients u;; restants,
en lisant de haut en bas la premiere colonne, puis la seconde, etc. C.-a-d., 1 = —ug;
et lorsqu’on passe de z; a x;y1, l'indice de ligne augmente de 1 + a;, et 'indice de
colonne augmente de a; (voir les exemples plus bas). En termes de formule, ceci donne

Ts41 = —UA 45+2,A,+1; pour s = 1,...,d—1.

On obtient ainsi que V,,, ., s’identifie a la sous-variété de I'espace affine CN*! formée
des matrices u = u(x1,y1,- .., T, Yd, 20, 21, - - - , 2a) telles que e; € u(C*1). Cette
condition équivaut au fait que la sous-matrice de u obtenue en prenant les colonnes
de 1 an—1 et les lignes de 2 a n, est singuliere. Or, en ajoutant a la lére colonne
une combinaison linéaire appropriée des autres colonnes, on voit que le déterminant
de cette sous-matrice est £F),. Ceci prouve la proposition. O

Illustrons le calcul fait dans la démonstration par les deux exemples ci-dessous. On
a désigné par des e les coefficients u;; qui sont nuls parce que y~*(j) < i ou j < y(4),
et par des 0 les coefficients uj; pour 1 < ¢ < aet j > 1414+d;, qui sont nuls en raison
de la condition u(C?) C C!*it+d:,

Exemple 1 — Pour p = ¢+ 2¢* + 3¢> + 4¢*, on a a = p(1) = 10, n = 16,

(123456 7 8 9101112131415 16
- \3568910121314151611 7 4 1 2

123456 7 8 9 10111213141516
135689101213141511 7 4 2 16

et Vy, w, est formée des matrices u :

l|oe|o|o|0o| 0o | e|0o /0| o |0o|jea|e/e|e|e
1| o |e|e|e|e| e |e|e| e 06|jeje|e|l]e
z1|1|oe| e | e | e | e |e| 0| o [6/je/e o0
Of-z20|@| @ | @ | 0| e |0 0| o e|je|e|1l|e|e
Ol-22| 1| @e|@|@| o | 0| 0| o [6|0o|/0|0 0@
0|0f23]1|@|@|@|@|@| @ [06|0|0|0 0|0
0|0[Of-z3|@|@| @ | e|e| o |[6e|e|1|e|e|e
0]/0[0f-24|1|@|@|@|e@| @ |[6|e|/0|0 0@
0[0|0|0|-25/1|@|@|@| @ |[@|@0|0|0 |06
0[]0[0|0|0f-26|1|@|@| ®© |@6|0|0|0|0|e
0[0[0|0|0[0|-z4|®@|@®| @ |@6|1|0|0|0|@
0[]0[0|0|0[0]|-2711|@| @ |@6|0e|@|0|0|e
0]1]0[0[0]0]|]0|0]|-28/1| @ |@|@|@|@|0|@
0[0]0|0]0|0|0[0|-29] 1 |@|@|@|@|0|e
0[0]0{0]|]0|0|0[0|0|-z10|1l|@|0|0|e|e
0 0 0 0 00 0 00 0 20|Y4|Y3|Y2|Y1 1

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



260 P. POLO

telles que la sous-matrice (uj;)2<j<n, 1<i<n—1 Soit singuliere. Ceci donne le polynéme
Fyio042+3¢3 444+ suivant :

T1y1 + 2122Y2 + (212223)T3Y3 + (21 -+ - 26)Taya + (21 210) 20
Exemple 2 — Pour p = 2¢*> + ¢ + 3¢° +2¢5, on a a = p(1) = 8, n = 16,

1234 5 6 78 910111213141516
45710111214151613 9 8 6 3 1 2

_(12345 6 789 10111213141516)

1457101112141513 9 8 6 3 2 16

et Vy, w, est formée des matrices u de la forme

1
8
M)
— e|e|e

—le|(le|e|e®

|
N
N

-I3

-23

—le|le®e | leoe|e® o o 0o 00

—|le|e®o|(oe|eo | 0o |0o|0 |0 O

—le|loe|loe|o o0 o 060 0 0

[
I
(=)

—le|leo | leoe|o® oe|0® |0 o o o 0 0

—le|e® | e|® oe|® o 0 o (0o o 0 0 |0
o|®o|—~ oo 0o (0|0 0|0 06 0 0 0 0
o|o |0 o0 06— |0 0|0 06 0| 0 0 |0
o|o |0 o0 0o 0| — (0|0 06 0|0 0|0
o | o (0o 0|0 0 o0 06 — O 06| 0|0 o
o|®o |0 o0 0o (0|0 0|0 0 0 — (0|0
o|®o |0 o0 0o (0|0 0|0 0 0| 0 —|0

—le|l®e|e® e|® o o o (0o 0o o o0 0 0|0

o|lo|o|o|o|o|o|o|o|o|o

0
0
0
0
0
0
0
0
0

[} Ren) Nen) e}

(e} Ren
0

[l ¥
23

I\

[=)

<

>

<

ot

<

=

<

W

<

v

<

=

Fop2 4 g343¢5 4240 suivant :

T1y1 + T2y2 + (2122)23Y3 + (212223)(Tays + T5Yys5) + (21~ 26)T6eY6 + (21 - - - 28) 20

2.4. Le théoreme découle alors du résultat suivant, établi dans [10].
Théoréme — Ona  (x) IH, (X,,,t) =1+ p(t?).

Pour la commodité du lecteur, on donne dans la Section 3 un résumé de la démons-
tration de [10], et 'on indique comment I'un des ingrédients, un argument de théorie
des représentations dii & Irving [6], peut étre remplacé par un argument géométrique
da & Braden et MacPherson [2]. On donne aussi, dans le cas de V,, une démonstra-
tion directe de 'une des étapes, plus simple qu’un énoncé général sur les variétés de
Schubert démontré dans [10, Sect.4].
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3. La preuve de ’égalité (x)

3.1. Dans [10], on considere une certaine résolution des singularités 7 : Z, — Xy,
propre et B-équivariante, qui possede de bonnes propriétés (voir ci-dessous). D’apres
le théoreme de décomposition [1], joint & la B-équivariance de 7, l'on a

Rrm.(C) =1C(Xy,) ® @ E, ®I1C(X,),

v<w,

~

ou chaque E, est un espace vectoriel gradué de dimension finie tel que E; =
E,[2(0(w) — £(v))]. Posons Ey(t) = >, ., (dimc E}) t* et, pour tout z < w), soit
H, (t) ;= dimc H'(x~'(V?),C) t'.
i>0
Comme 7 est propre, R'm,(C)ys = H'(x~1(V,?),C) pour tout i, et 'on a donc, pour
tout z < w, :

(1) Hzﬂf(t) = IHz(prﬂt) + Z Ev(t) IHZ(Xvat)'

vE[z,wp|
De plus, les fibres de m au-dessus de l'ouvert Cy, ., peuvent étre décrites assez
explicitement. Ainsi, dans [10, §2.4], on montre que

a

Hypaﬂ'(t) = Z(t2 4+ tgdi)
=1

et Pon exhibe des éléments v1, ..., v, de [y,, w,] tels que
Ey(t) =t + - +t3 41 et IH, (X,,,t) = 1.

Ceci entraine la majoration :

a
(2) TH,, (Xu, t) < 1+ Y125 = 14 p(t?),
i=1
ou l'on écrit P < @ pour signifier que le polynome @ — P est a coefficients > 0. Ceci
constitue la premiere étape de la preuve de (x).

3.2. Laseconde est la suivante. Placons-nous dans le cas o1 p est égal au monéme ag?®
et désignons y,q¢, Weqe simplement par y, w. Dans ce cas, on a, d’apres le paragraphe

précédent,

aq

L4 at® =TH,(Xy, t) + > Ey(t) Hy(X,,1).

vE [y, w]
UQ{Ul ,...7’Ua}

Par conséquent, si on avait IH, (X, t) # 1+at??, il existerait v € [y, w| tel que E, () =
ct? avec ¢ € [1,a). Comme E,(t) = t?C) =4, (t=1), on aurait {(w) — £(v) = d
et, appliquant (1) & z = v, on obtiendrait que deg, H, » > 2d. Or cette possibilité
est exclue par la proposition 3.1 de [10], qui montre que pour v € [y, w| tel que
l(w) —L(v) =d, on a deg, Hy » < 2d — 2.
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262 P. POLO

On a donc IHy, , (X’waqd7t) =1+ at??, ce qui prouve (x) dans le cas oul p est un
monome.

3.3. Revenons a p = 23:1 asq°® arbitraire. La fin de la preuve de (x) consiste a
déduire le cas général du cas monomial. Ceci se fait en deux étapes. Dans [10], ces
deux étapes prenaient la forme suivante.

i) On observait d’abord que, pour chaque s € [1,d] tel que as # 0, il existe un
élément zs € [y,, w)) tel que

2 2s
(3) IH., (Xuy,,t) = Pz, w,(t°) = 14+ ast™.

i1) Ensuite, on utilisait un argument de théorie des représentations dii a Irving [6],
assurant que

(4) Pypawp s stawp'

Ces deux points, joints & la majoration (2), achevent la preuve de (x) dans le cas
général.

Le point ¢) est prouvé de deux fagons dans [10] : dans la proposition 2.6, par un
argument combinatoire dans I’algebre de Hecke, et dans la Section 4, par un argument
géométrique.

En fait, ’analogue de i) peut se voir directement, et trés simplement, dans V,, de
la maniere suivante. Pour tout s € [1,d] tel que as # 0, soit U 'ouvert de V,, défini
par : z; # 0 pour tout j € [1,a]\|As_1, Agl.

Lemme — On a un isomorphisme Uy = (C*)*~% x C2(4=5) x V, ..

Démonstration. — Pour r 1,...,d, notons m,, resp. 7., le produit des z; pour
[1, Ar]~

Jj €1, A,], resp. pour j € [1, A, ] s—1,As]. Posons z} = za__, i, pouri=1,..., as.

Alors, 'égalité
T1Y1 + - T 1TsYs + TsTsp1Ys41 + -+ + Ta—12aqYa + 20mg = 0

se récrit en

Zx yl—i—zozl o

ou lon a posé z, = m_1x; et 2z, = zom, + ZT:S“ 7l _12pyr. 11 est clair que
ces formules définissent I'isomorphisme annoncé; son inverse est donné par
zo = (24 — ELSH T _1%ryr)/Ty et = xj/mi_1 pour i = 1,...,s. Ceci prouve
le lemme. O

Notons 7, le morphisme V. — U, défini par 7,(x) = (197%,0%@=%) 2); c’est
une immersion transversalement lisse. D’autre part, on a vu en 2.2 qu’il existe une
inclusion transversalement lisse ¢ de V,, dans I'ouvert C[ymwp] de X, Soit z, I’élément
de [y,,w,| dont la B-orbite contient (¢ o 7)(0). En utilisant la B-équivariance et [5,
§5.4.1], on obtient le corollaire suivant, analogue du point 4).
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Corollaire. — On a

IH., (Xuw,,t) = Hgor)(0)(Xw,,t) = THo(Va,g:, 1) = 1 + ast®.

3.4. Ainsi, le seul argument « non-géométrique » de [10] était le résultat d’Irving
([6]) sus-mentionné, utilisant 'interprétation des polynomes de Kazhdan-Lusztig en
termes de multiplicités dans la filtration par le socle des modules de Verma pour
obtenir la propriété de croissance suivante :

(5) siy <z < w, alors Py = Ps .

On dispose maintenant d’une démonstration géométrique, due a Braden et MacPher-
son [2]. Leur résultat est le suivant. Soit X une variété algébrique complexe, munie de
’action d’un tore algébrique T'. On suppose que, pour tout 2o € X7, il existe un ouvert
de Zariski U contenant xg et un morphisme g : C* — T tels que lim, o pu(2)x = xo,
pour tout z € U.

Théoréme([2, Thm.3.6]). — Soient X comme ci-dessus et z € XT. On suppose qu’il
existe une stratification de Whitney de X telle que la strate contenant z, notée C, soit
conneze et simplement connexe. Soit y € XT N C,. Alors dim IHZ(X) > dim THY (X)
pour tout 1.

(Les hypotheses sur X faites dans [2, §1.1] sont plus restrictives, mais en fait seules
les hypotheses ci-dessus sont utilisées dans la preuve du Théoréme 3.6 de loc. cit.)

Comme toute variété de Schubert X,,, munie de la stratification par les B-orbites,
vérifie les hypotheses précédentes (et celles de [2, §1.1]), ce théoréme, combiné avec
le corollaire 3.3, acheve la preuve de ().
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