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Résumé — Le but de cet article est de démontrer le théoréme de comparaison pour
les cycles évanescents. Nous montrons la constructibilité du complexe des cycles éva-
nescents. Nous montrons que les solutions multiformes d’un complexe holonome sont
de détermination finie. Nous montrons que les solutions multiformes d’un complexe
holonome régulier sont a croissance modérée. Nous montrons que le gradué associé
a la V-filtration d’un module spécialisable commute & la dualité. Nous utilisons tous
les résultats précédents pour montrer le théoréme de comparaison et nous illustrons
les résultats généraux a l'aide de ’exemple d’une fonction monomiale.

Abstract(The Comparison Theorem for vanishing cycles). —The goal of this article is to
prove the comparaison theorem for the vanishing cycles. We prove the constructibil-
ity of the vanishing cycle complex. We prove that the multivalued solutions of an
holonomic complex are of finite determination. We prove that the multivalued solu-
tions of a regular holonomic complex are tame. We prove that the graded module
with respect to the V-filtration of a specializable module commute with duality. We
use all the previous results to prove the comparaison theorem and we illustrate the
general results in the case of a monomial function.
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1. Introduction

Soit f : (C™,0) — (C,0) un germe de fonction analytique complexe. Le théoréme de
la fibration de Milnor [Mi] définit les systemes locaux R’ f,C sur le disque épointé assez
petit. D’ou les représentations de monodromie, action d’un lacet autour de l’origine
dans le sens trigonométrique sur la cohomologie de la fibre de Milnor. Le théoréme
de la monodromie dit que ces représentations sont quasi-unipotentes : les valeurs
propres de la monodromie sont des racines de I'unité. Le théoreme de la monodromie
a été obtenu par A. Grothendieck en géométrie arithmétique comme conséquence des
propriétés galoisiennes des racines de l'unité ([G], p.228). Il a attiré de nombreux
mathématiciens et requ plusieurs démonstrations : transcendante [Gr], arithmétique
[Kal], géométrique [Le].

A la série convergente f, on associe algébriquement son polynéome de Bernstein-
Sato by € CJs]. Les premiers exemples non triviaux de polynémes b, dont on a disposé
avaient des racines rationnelles. Ce fait remarquable fit penser a B. Malgrange qu’il
avait un lien étroit entre le théoreme de la monodromie et la rationalité des zéros
de by. Précisément, Malgrange montra [M1] dans le cas d’une singularité isolée que
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les exposants de la monodromie, c’est-a-dire les logarithmes de ses valeurs propres,
sont égaux modulo les entiers aux racines du polynome by. Autrement dit la quasi-
unipotence de la monodromie est équivalente a la rationalité des zéros de bf. La
situation d’une singularité isolée est facilitée par le fait que la cohomologie en degrés
> 0 de la fibre de Milnor soit concentrée en un seul degré.

Le polynéme d’une fonction définissant un diviseur a croisements normaux est fa-
cile & calculer. A partir de 14 M. Kashiwara a montré dans [K1] que by divise un
produit de translatés du polynéme obtenu par une résolution plongée des singulari-
tés de f; en particulier les racines de by sont rationnelles. Cette démonstration est
algébro-géométrique et reste valable sur un corps algébriquement clos de caractéris-
tique nulle. Nous comprenons aujourd’hui cette démonstration comme un exemple de
compatibilité de 'image directe par un morphisme propre avec le gradué associé a
la V-filtration qui est démontrée en toute généralité dans larticle [M-S]. En fait, ce
type de démonstration apparait déja dans article de N. Katz [Ka2].

L’approche algébro-géométrique démontre la rationalité des zéros de by, mais non
son équivalence avec la quasi-unipotence de la monodromie. Une fois mise en évidence
I’équivalence de catégories entre la catégorie des modules holonomes réguliers et la
catégorie de faisceaux au sens dérivé (dits pervers dans la littérature), B. Malgrange
a repris la question [M2] en construisant & partir de f un module holonome régulier
muni d’une action de la monodromie et dont le complexe de de Rham est isomorphe
au complexe RU;(Cx) des cycles évanescents de Grothendieck-Deligne [SGAT7]. Son
résultat réalise de fagon tres précise alors son idée originale : la quasi-unipotence
de la monodromie d’une singularité est équivalente a la rationalité des zéros de son
polynome de Bernstein-Sato. Sa démonstration consistait a prendre une image directe
locale délicate sur le disque.

Dans [K2] Kashiwara a indiqué que la démonstration de Malgrange se généralisait
au cas d’un module holonome régulier, toujours en prenant une image directe locale
sur un disque. Il introduit I'idée importante de résoudre un module holonome par
des modules élémentaires. Mais les détails des démonstrations, qui sont loin d’étre
évidents n’ont jamais paru.

Dans [S] C. Sabbah a prolongé le travail de Kashiwara en étudiant le comportement
par dualité du gradué associe a un module spécialisable le long d’une hypersurface.
Mais le théoreme de comparaison n’était pas non plus démontré.

La premiere démonstration du théoréme de comparaison pour les cycles évanescents
est faite dans l’article [M-S] & laide de la notion de régularité issue du théoréme de
comparaison, qui est au coeur du probléme, et du théoreme de la résolution des sin-
gularités. Dans ce travail on introduit 1'idée importante d’exprimer le gradué associé
a la V-filtration d’un module spécialisable le long d’une hypersurface a 1’aide d’une
image inverse extraordinaire d’un module tordu convenablement, qui permet de mon-
trer la régularité de ces gradués dans le cas holonome et le théoréme de comparaison
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et s’insere dans le formalisme des opérations cohomologiques. Le probleme est alors
devenu de nature locale a la source, ce qui est aussi essentiel.

Dans ce cours, nous reprenons la question en donnant des démonstrations completes
des points clefs & I’aide des méthodes les plus récentes introduites dans larticle [Me2)].
Au chapitre 2, nous démontrons géométriquement la constructibilité du complexe des
cycles évanescents d’un complexe constructible sans le théoréeme de résolution des
singularités, ni le théoréeme de fibration de Milnor. Dans le chapitre 3 nous montrons
que les solutions multiformes d’un module holonome sont de détermination finie et que
les solutions multiformes d’un module holonome régulier sont a croissance modérée.
Dans le chapitre 4, nous reprenons completement le fondement de la théorie de la
V-filtration et précisons la compatibilité de la dualité avec son gradué. Au chapitre 5,
nous démontrons le théoreme de comparaison pour les cycles évanescents a partir du
critere fondamental de la régularité qui, rappelons le encore une fois, est indépendant
du théoreme de la résolution des singularités. Dans le chapitre 6 en collaboration avec
T. Torrelli nous explicitons pour illustrer les résultats généraux le cas déja intéressant
et non trivial d’'une fonction monomiale. Le lecteur est invité & expliciter le cas de
singularités un peu plus compliquées pour pénétrer davantage dans le calcul.

2. Constructibilité du complexe des cycles évanescents

2.1. Définition du complexe des cycles évanescents. — Une situation type
est la suivante. Soit f : X — C une fonction holomorphe sur une variété analytique
complexe. On choisit une fois pour toute une coordonnée z sur le plan complexe. On
note C* = C — {0} et :

p: C— C*, 7+4it+— exp(2in(r + it))

I’application exponentielle qui fait apparaitre C comme revétement universel du plan
épointé. Fixons quelques notations a l'aide du diagramme :

vy e P %
Lol
0— ol el ¢

L’application Y <’ X est linclusion dans X de la fibre Y de f au-dessus de l'origine
dans C, X* <25 X est celle dans X du complémentaire de Y et ()N(*,p, f) le produit
fibré au-dessus de C* de X* et de C.

Définition 2.1-1 — Soit .% un complexe de D?(Cy). Le complexe des cycles proches
de Grothendieck-Deligne est le complexe :

Vp(F) = i_le*p*p_lj_l(y)'
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Le foncteur des cycles proches ¥, ainsi défini est par construction un foncteur de
la catégorie D®(Cx) vers la catégorie D?(Cy).
Considérons le morphisme de translation sur C :

T:C—C, 74it—71+1+it

Il vérifie poT = p. Il en résulte que le produit fibré X* est muni d'un automorphisme
au-dessus de X* dit automorphisme de monodromie ; on le note également T'.

Soit % un faisceau d’espaces vectoriels sur C et ) un ouvert de X*. On considere
le morphisme naturel d’adjonction :

D, (jp)~'F) — T(T~HQ), T (jp)~'F) = D(T7H(Q), (jp) "' F)

Si T71(Q) = Q, on obtient ainsi un morphisme naturel :

D, (ip)~'F) — T(Q, (jp) "' F)
Ainsi, pour tout ouvert U de C, on a un morphisme :

LU, (jp)«(jp)~' F) — T(U, (p)«(jp) "' F)

Cela permet de définir un morphisme

(1)« (3p) "' F — (ip)(ip) ™' F
puis apres dérivation un morphisme

Uy (F) — Vp(F)

appelé morphisme de monodromie, que I'on note toujours 7.
D’autre part, le morphisme d’adjonction :

F — Rj*p*p_lj_l(y)

fournit un morphisme :
il7 — ‘I’f(y)

qui commute a ’action de la monodromie :

T
Vi (7)) ————— ¥5(F)

\/

Définition 2.1-2 — On définit le compleze des cycles évanescents ®(F) comme le
cone du morphisme naturel :

iLF — \I/f(cg‘\)

Le morphisme naturel can: V(%) — ®¢(.F) est appelé morphisme canonique.
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Le complexe ®¢(F) est bien défini dans la catégorie dérivée; cependant sa dépen-
dance fonctorielle en .# n’est pas claire a ce stade.

Le morphisme X* 2, X* est un revétement topologique et son morphisme struc-
tural p~1O0x- — O, est donc un isomorphisme. La trace U* sur X* d’un voisinage U
de Stein reste de Stein et p~1(U*), qui est un fermé analytique du produit U* x C,
est aussi de Stein. Les images directes supérieures R¥j.p. (€ %) sont donc nulles pour
k > 0. Le complexe ¥¢(Ox) se réduit ainsi au faisceau :

Up(Ox) =1 "(juopOz.))

On peut interpréter les sections de ¥¢(0x) comme des fonctions analytiques multi-
formes en dehors de I'hypersurface f~!(0). Le morphisme naturel i~ '0x — ¥;(Ox)
est injectif. Son conoyau s’identifie donc & ® ;(Ox ). On dispose alors d’une suite exacte
de i1 Px-modules sur Y :

0— i 'O0x — W (Ox) —25 By (Ox) — 0

Remarquons d’une part que le morphisme T' — Id passe au quotient par i ' Ox. Il
définit donc un morphisme :

var: (I)f(ﬁx) I \Iff(ﬁX)
dit de variation. D’autre part, on vérifie que faisceau i~!j,(Ox~) apparait comme

étant le sous-faisceau des fonctions uniformes qui sont les sections de ¥(Ox) inva-
riantes par l'action de la monodromie.

Théoréme 2.1-3— Pour tout compleve # € D®(Px), il eviste un morphisme cano-
nique entre les triangles :

iilR,}fom@X (///, ﬁx) — \Ilf(ijom@X (//, ﬁx)) — Qf(ijomgx (//, ﬁx))

et

R Hom;-rg, (i M, i Ox) — RAomi-1g, (i M,V (Ox))
— R%O’fni—lgx (i_l.ﬁ, q)f(ﬁx))

qui est un isomorphisme si le complexe A4 est a cohomologie Px -cohérente.

Démonstration. — On note ¢ le morphisme jop. Soit _#° la résolution Zx-injective
de Godement de Ox. Le complexe ¢~ _#° est alors une résolution ¢~ Zx-injective
de ¢~ 'Ox et q.q™' 7 est une résolution Zx-injective de g.q~'Ox. On consideére les
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morphismes naturels de triangles :

Homag (M, J°) — 4eq~ "t Homg, (M, F°) —— cone de «

, ! |

Homa (M, J°) 2 Homa (quq "M, qeq F°) — cone de o

| |

Homeg, (M, J°) Lh%”om%( (M ,qeq~ F*) —— cone de

Comme Jomg, (A, #°) est un complexe d’objets Cx-injectifs, on obtient le mor-
phisme naturel de triangles :

R omg, (M ,Ox) LN Rq.q (R Homg, (M ,0x)) — cone de «

] ; I !

R Homg, (M,0x) —— R Homag, (M,q.q" Ox) —— cone de 3

En appliquant le foncteur ! et en utilisant le morphisme naturel de foncteurs
i_l %Om@}( <_7 _) I %Omi*1@X (i_1<_)7 i_1<_)>7

on obtient le morphisme naturel cherché. Pour montrer que c’est un isomorphisme
lorsque .Z est a cohomologie Zx-cohérente, on est réduit au cas trivial # = Zx en
vertu du lemme du Way-Out ([M-N], II. 5) (la question étant locale).

Tl résulte du théoreme précédent que pour F = R Homg, (M, Ox), la dépendance
fonctorielle en .# du triangle des cycles évanescents est explicite. La monodromie et
le morphisme canonique sont induits par la monodromie et par le morphisme cano-
nique définis sur les fonctions multiformes. De plus, on dispose explicitement d’un
morphisme de variation :

var : Oy (F) — U (F)

tel que varocan+1d =T

On étudie maintenant les propriétés de finitude du triangle des cycles évanescents
en reprenant une méthode utilisée dans la démonstration géométrique du théoreme
de constructibilité [M-N].

Lemme 2.1-4— Soit h : X — X' un morphisme de variétés analytiques; soit
g: X' — C une fonction holomorphe et % € D(Cx). On désigne encore par
h:(goh)~1(0) — g=1(0) la restriction de h. Il existe un morphisme naturel :

\I/g(Rh*y) — Rh*(\pgohg\))

qui est un isomorphisme si h est propre.
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Démonstration. — Le morphisme se déduit de 'existence des morphismes naturels de
changement de base, en vertu du théoreme de changement de base pour un morphisme
propre c’est un isomorphisme.

Donnons une premiere application de ce résultat. Soit f : X — C comme dans la
situation initiale. On désigne par v: X — X x C, z +— (z, f(z)) Papplication graphe
de f; on note encore v : f~1(0) — f~1(0) x {0} sa restriction et 7: X x C — C
la projection sur C. Le foncteur 7, étant exact, on déduit du lemme 2.1-4 I’isomor-
phisme :

U (VT ) 2 7 (W (F))

Pour étudier le foncteur des cycles proches associé & un morphisme, on peut ainsi se
ramener au cas ol ce morphisme est une projection.

2.2. Le théoréme de constructibilité du complexe des cycles évanescents

On rappelle qu'un complexe de D?(Cx) est dit constructible si ses faisceaux de
cohomologie sont des faisceaux constructibles.

Théoréme 2.2-1— Si .F est un compleze constructible, le compleze ¥¢(F) est un
complexe constructible.

Démonstration. — On va procéder par récurrence sur la dimension de X. Le cas de
dimension 1 est laissé au lecteur. On peut sans restriction supposer que .% est un
faisceau constructible. Le probleme étant local, on peut supposer que X = X’ x D ou
X' (resp. D) est un voisinage de 'origine de C*~! (resp. C) et que f =7 : X’xD — D
est la deuxiéme projection. Soit Z la réunion des composantes non contenues dans
771(0), en dehors desquelles . est un systéme local. L’espace Z est contenu dans
une hypersurface H dont X’ x 0 n’est pas une composante irréductible. On peut alors
appliquer le théoreme de préparation de Weierstrass a H au voisinage de l'origine;
ainsi, quitte & diminuer X’ et D, nous pouvons supposer que :

« X' = X" x Aou X" (resp. A) est un voisinage de I'origine de C"~2 (resp. C);

e ZCX"xAxD;

« la restriction a Z de la projection :

p: X"xAxD— X"xD, (2 x,t)— (2",1t)

est finie.

Soit D* = D — {0} le disque épointé. L’inclusion X" x A x D* C X" x C x D* est
une équivalence d’homotopie ; 'application j désignant I'inclusion ouverte

X"xAxD*— X"xCxD,

j71.Z se prolonge en un faisceau j—1.Z sur X” x C x D* qui est un systeme local en
dehors de Z. On note encore ¢ le prolongement par 0 de j=1.% & X" x P1(C) x D.
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Ce faisceau est donc constructible. On note

f=7:X"xP(C)xD—D, f =x:X"xD—D
et
p: X"xPi(C)xD— X"xD

les projections naturelles. Le morphisme p étant projectif, Rp,¥ est constructible
[M-N]. Par hypothese de récurrence, le complexe ¥ (Rp,¥) l'est aussi. D’apres le
lemme 2.1-4, Rp, (¥ (¥)) = Vs (Rp.(¥)) et est donc aussi constructible.

Soit Z' la réunion de Z et de X" x {oo} x D, ¢ linclusion fermée de Z' dans
X" xP1(C) x D et k 'inclusion ouverte du complémentaire. Il est facile de voir que
k=1(¥+(9)) est constructible. Le complexe kik~1(¥ (%)) est donc constructible.

On J(c:onsidére enfin les triangles : !
(1) k:lk:_l(\llf(g)) — UH¥Y) — z*z—l(\lff(g))
(2) R (k™ (¥ (4))) — Rp.(¥;(4)) — R (.0 (¥5(9))

L’image directe Rp. (kik~* (¥ 7(¥))) est constructible, car p est propre. On déduit alors
du triangle (2) que Rp, (6*6’1(\11f(%))) est constructible. Comme E*f’l(\ll]:.(%)) est
un complexe supporté par Z’ et que la restriction de p & Z’ est finie, £,0~1(¥ f(%))
est aussi constructible ([M-N] 1.4.22). On déduit du triangle (1) que V() lest
également. D’ott le théoréme, puisque la restriction de ce complexe & X’ x 0 est

U, (F).
Corollaire 2.2—2 — Soit A un complexe de Dx -modules a cohomologie holonome. Le
triangle des cycles évanescents :

i R Homg, (M, Ox) — R AHomag, (M, V;(Ox)) — R Homg, (M, :(0x))
est formé de complexes constructibles.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théoreme de constructibilité
et du théoreme 2.2-1.

Remarque 2.2-3— La démonstration de [SGAT] de la constructibilité du complexe
des cycles évanescents d’un complexe constructible est conséquence du théoreme de
la résolution des singularités.

Remarque 2.2-4— On peut montrer en utilisant les propriétés de la fibration de
Milnor associée & f que pour tout z dans f=1(0) :

Uy (7)o =~ RO(B(z,e) N fH(1), F)
ol B(z,e) est une boule de centre x et de rayon e assez petit et ol ¢ est un nombre
complexe non nul, assez proche de 'origine. En fait la méthode précédente montre

la méme propriété avec un systeme fondamental de 'origine au lieu des boules de
Milnor.
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Remarque 2.2-5— Si Y est une sous-variété lisse et .# un complexe de D’(Cx),
le microlocalisé de Mikio Sato py (%) est un complexe porté par le fibré conormal
Ty X. Lorsque Y est une hypersurface et f une équation de Y, I'image inverse de
wy (:F) par Papplication x — (z,df(z)) de Y sur T3 X est isomorphe & ®;(.%) pour
& constructible, d’ou le lien entre la théorie des cycles évanescents de Grothendieck-
Deligne et celle de la microlocalisation de M. Sato. C’est ce que montre aussi la
méthode précédente. La théorie des cycles évanescents est plus adaptée a la théorie
des singularités alors que celle de la microlocalisation convient mieux a I’étude des
cycles caractéristiques. Ces deux points de vue sont completement indépendants et
ont des motivations bien distinctes.

3. Le complexe des solutions multiformes d’un complexe holonome

3.1. Les solutions multiformes d’un Zx-module holonome sont de déter-
mination finie. — Nous allons montrer dans ce paragraphe que les solutions mul-
tiformes d’un complexe holonome sont de détermination finie.

Soit f : X — C une fonction holomorphe sur une variété analytique complexe.
Définition 3.1-1 — On définit le faisceau des fonctions multiformes de détermination

finie \I/?cf(ﬁ x) comme le sous-faisceau de ¥(Ox) constitué des sections localement
annulées par un polynéme de la monodromie a coefficients complexes.

Considérons a nouveau le premier diagramme :
' J P
0-5C C C
z=exp(2inZ)+— Z

Pour tout k € N et a € C, la fonction Z — (2in2)* exp(2iraZ) définit une section
globale de ¥14(0¢) qui correspond au germe de fonction multiforme z® Log" (2) ; nous
avons :

(T — exp(2ima))* 2% Logh(z) = 0

Plus généralement, reprenons le diagramme :

vty J P %
Lol ol
0ol el ¢

La composée de la fonction Z — exp(2iraZ)(2imZ)* avec f définit une section globale
de U4(Ox), notée f« Log" f, qui vérifie :

(T — exp(2ima))* 1 f* Log® f =0
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Les sommes finies :
Ea,kCaJc(x)fa Logk f

ou les coefficients cq i (z) sont des fonctions uniformes, sont donc des sections de
\Il‘}f(ﬁx).

Théoreme 3.1-2— Tout germe de fonction de détermination finie s’écrit comme une
somme finie Xg 1 Co () f Log” f ou les coefficients Ca.k(T) sont des germes de fonc-
tions uniformes. De plus, si on suppose que les exposants o € C appartiennent a
Uimage d’une section continue de la projection naturelle C — C/Z, alors la décompo-
sition précédente est unique.

Démonstration. — Soit g un germe de fonction multiforme; notons V(g) le C[T]-
module engendré par g. Si g est de détermination finie, V'(g) est un C-espace vectoriel
complexe de dimension finie muni de I’automorphisme de monodromie 7T'. Soit :

V(g) =®sV(9)s

sa décomposition en sous-espaces propres généralisés. Pour chaque nombre complexe 0
non nul, choisissons un nombre complexe « tel que 8 = exp(2ima) et posons g = X, gq
ol g, appartient & V' (g)g. Il suffit de traiter le cas ot T" a un seul bloc de Jordan.

Si (T — exp(2ira))™ge = 0, alors (T'— 1) f~%g, = 0. On est alors ramené au cas
ou la valeur propre est 1, c’est a-dire celui des fonctions dites unipotentes. Sur ces
fonctions, on définit alors ’endomorphisme :

Log(T):g|_> _iz(l—T)k

N(g) =
% @) =5, i
k>0

N =

9

On vérifie que le produit de deux fonctions unipotentes ¢’ et ¢g” est une fonction
unipotente ainsi que la formule :

N(g'g")=N(g")g" +9'N(g")

On a en particulier, pour £ € N non nul :

N(Log’“f) _ Log"'y
k! (k—1)!
Soit g une fonction unipotente ; on pose :
Log’ f
g = 31y =B ki),
j>0 I

Cette somme est finie (puisque N*(g) = 0 pour k assez grand). On vérifie alors que
les g sont uniformes et ’égalité :

g—zgk Logf

k>0

La vérification de I'unicité de la décomposition est laissée au lecteur.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



322 PH. MAISONOBE & Z. MEBKHOUT

Définition 3.1-3 — On appelle ezposants d’un germe de fonction de détermination fi-
nie les classes dans C/Z des nombres « qui interviennent dans une décomposition du
théoreme précédent. On dit qu'un germe de fonction de détermination finie est quasi-
unipotent (resp. unipotent) si ses exposants sont représentés par des nombres ration-
nels (resp. entiers). On note W$"(Ox) (resp. ¥}(0x)) le sous-faisceau de \Il?cf(ﬁx)
des fonctions quasi-unipotentes (resp. unipotentes).

Théoréme 3.1-4— Soit .# un complexe de Px-modules a cohomologie bornée holo-
nome. Alors le morphisme canonique :

R Homo, (M, V] (Ox)) — R Homg, (M, V(Ox))
est un isomorphisme.

Démonstration. — La question est locale. On peut supposer que .# est un Zx-
module holonome admettant une résolution finie par des Zx-modules libres de type
fini :

0— W — . PR o — 0

Il nous faut alors montrer que le morphisme naturel de complexes :

04— WFH(Ox)N «— - — U (Ox) +—0

l l

04— U (Ox)N ¢— - +— U p(Ox)ko +—0
induit un isomorphisme en cohomologie.

Lemme 3.1-5— Soit L un complexe borné d’espaces vectoriels complexes muni d’un
endomorphisme complexe T, a4 cohomologie de dimension finie, alors le morphisme
canonique :
Rh_H)lHOmc[T] ((C[T]/P,L) — L
P
est un isomorphisme dans D®(C[T)), la limite inductive étant prise dans ’ensemble
inductif des polynomes ordonnés par la divisibilité.

Preuve du lemme. — En vertu du lemme du Way-out foncteur ([M-N], I1.5), on se
ramene au cas d’un espace vectoriel de dimension finie muni d’un endomorphisme
complexe. Dans cette situation, le lemme est évident puisque tout vecteur est annulé
par un polynéme de T.

En vertu du théoréeme 2.2—-1, la fibre en un point xy du complexe :
0 — \I]f(ﬁX)kU [N \ij(ﬁX)kN —0

satisfait aux hypotheéses du lemme précédent. On en déduit dans la catégorie dérivée
que le complexe :

Rlim Homeyr) (C[T]/P, 0 — Wp(Ox)5 — - — Wp(Ox)5N —0)
P
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est isomorphe au complexe :

0 — Wp(Ox)5y — -+ — Vp(Ox)zy — 0

0
Si on savait que le C[T]-module ¥ (O ), est acyclique pour le foncteur
hT{I)lHOHlC[T] (C[T/P,—),
les complexes :
hTfI}H(’mC[T] (CIT]/P,0 — s (Ox)55 — -+ — Vs (Ox)5y — 0)
et
0 — Uy(Ox)55 — -+ — Vp(Ox);¥ — 0
seraient isomorphes. Mais par définition, le morphisme :
li_;,nHomC[T] (C[T)/P, w4 (0x)) — V§(Ox)
est un isomorphisme. Le théoreme 3.1-4 est alors conséquence du lemme :

Lemme 3.1-6 — Pour tout polynéme P, Uaction de P(T) sur U ;(Ox) est surjective.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que laction de T' — exp(2ima) est surjective.
Avec les notations utilisées précédemment, considérons le morphisme de faisceaux
sur X* :

PO T — exp(2ima) p.Os.
Ce morphisme est surjectif de facon évidente et son noyau est le &x«-module libre
engendré par f“. On a ainsi la suite exacte :

0— ﬁX*fa %p*ﬁf* —)p*ﬁf* —0

Mais le faisceau R!j,Ox+ est nul en vertu du théoréme B de H. Cartan, tout petit
voisinage de Stein dans X ayant une trace qui reste de Stein dans X*. La suite exacte
longue de cohomologie fournit alors la suite exacte :

et donc, apres restriction, la suite exacte :

T — exp(2ima)

0 — i O [ — Uy (Ox) Uy (Ox) — 0

Remarque 3.1-7— Comme application du lemme précédent, on trouve que la varia-
tion

Var:=T —1d
opérant sur les fonctions analytiques sur le revétement universel d’un disque épointé
est surjective. Ce probleme a été tres étudié, en particulier par Picard, au début du xx°©
siecle sans étre completement résolu faute de méthodes cohomologiques. Il apparait
ici comme une conséquence de la nullité de H'(D*, &p~) pour un disque épointé D*
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du plan complexe. On peut comprendre pourquoi les anciens n’ont pu résoudre ce
probléme a la main.

Remarque 3.1-8— Dans la démonstration du théoréme 3.1-4, on a fait un usage
essentiel des catégorie dérivées en utilisant a la fois les propriétés de finitude de la
cohomologie des complexes et les propriétés analytiques de leurs termes. Ce résultat
et ce point de vue ont été introduits dans article [Me2].

Le théoreme 3.1-4 permet de remplacer le complexe R #omg, (A, ¥ ;(Cx)) par
le complexe R S#omg, (A, \I/?f(ﬁ x)) qui se préte bien mieux au théoréme de com-
paraison.

Pour tout a € C, notons ¥y ,(Ox) le sous-faisceau de \I/?f(ﬁx) des fonctions
multiformes qui admettant o + Z comme seul exposant. Si on fixe une section o de la
projection naturelle de C vers C/Z, on a alors la décomposition :

v (0x)= D Vsa(Ox)
a€lm(o)

Pour tout a € C, le faisceau ¥y o(0x) admet comme sous Zx-module le faisceau
U7, (Ox) constitué des sections de Wy o(Ox) dont les germes sont les sommes finies :

> Capl(@)f* Log" f
o,k

ou les coefficients ¢, ; sont des fonctions méromorphes admettant au plus des poles
le long de Y. Le sous-faisceau de \Il(}f(ﬁX) :

WOx) = @ U(0x)

a€lm(o)

est appelé le sous-faisceau des fonctions multiformes modérées de détermination finie.
On définit également :

(I)}n(ﬁx) = \I/?Q(ﬁx)/lil(ﬁx)
Enfin, le Zx-module ¥y ,(Ox) (resp. ¥ (Ox)) est filtré par les sous Zy-modules
Vsa,k(0x) (vesp. W, 1 (Ox)) constitués des sections dont les germes sont les sommes
finies :

> o) Log" f

o<k

3.2. La catégorie des complexes de Zx-modules holonomes réguliers
Dll?lr(@X). — La définition précise de la notion de régularité pour savoir de quoi on
parle est essentielle si 'on veut faire des démonstrations rigoureuses du point vue
mathématique. Pour la démonstration du théoréeme de comparaison la définition qui
sert est celle issue précisément du théoreme de comparaison qui a permit la premiere
démonstration complete du théoreme de comparaison pour les cycles évanescents. Et
en fait c’est la seule notion de régularité qui permet une démonstration compléte et
rigoureuse du théoreme de comparaison pour les cycles évanescents.
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Rappelons que pour un triplet (X, Z, #) ou X est une variété analytique complexe
non singuliére, Z un sous-espace analytique fermé de X et .# un complexe holonome
on définit deux complexes constructibles en dualité Irrz (#), Irry, (.#') définissant des
foncteurs exacts de catégories triangulées, I'un covariant 'autre contravariant, entre
les catégories Df(Zx) et D’(Cx) [Mel], [Me3].

Définition 3.2—1 — Par définition les complexes Irrz(#), Irr,(.#) sont les com-
plexes d’irrégularité de .# le long de Z. On dit alors que le complexe holonome
M est régulier le long de Z si ses complexes d’irrégularité le long de Z sont nuls.

On note D? (Zx, Z) la sous-catégorie pleine de la catégorie D?(Zx) des complexes
holonomes réguliers le long de Z, c’est de fagon évidente une catégorie triangulée. C’est
a peu pres la seule propriété qui résulte immédiatement de la définition.

Définition 3.2—2 — On dit que le complexe holonome .# est régulier si ses complexes
d’irrégularité le long de tout espace analytique de X sont nuls.

On note D? (Zx) la sous-catégorie pleine de la catégorie D?(Zx) des complexes
holonomes réguliers, c’est de fagcon évidente une catégorie triangulée. C’est aussi a
peu pres la seule propriété qui résulte immédiatement de la définition.

Le calcul des complexes Irrz (&), Irrs, (#) est hautement non trivial et pour que
la définition précédente soit intéressante il faut disposer de nombreux exemples non
triviaux de complexes réguliers. Le théoréeme suivant est tres instructif et résume les
efforts dans les années 1970 de plusieurs auteurs, motivé par de nombreuses questions
géométriques en apparence indépendantes (théoréme de comparaison pour la cohomo-
logie de de Rham d’une variété algébrique complexe non singuliere, lemme de Poincaré
singulier, théoreme de comparaison entre cohomologie infinitésimale et cohomologie
de Betti d’une variété algébrique complexe singuliere, théoreme de comparaison entre
cohomologies locales algébrique et analytique d’une sous-variété singuliere,...) :

Théoreme 3.2-3— Le fibré trivial Ox est régulier.

Précisément le théoreme de comparaison local de Grothendieck de 1963, au lan-
gage et notations pres, dit que le complexe Irrz(€x) est nul pour toute hypersur-
face Z. Un argument combinatoire montre alors que le complexe Irrz(Ox) est nul
pour tout espace analytique Z. Autrement dit le fibré trivial &x appartient & la caté-
gorie Dfu(@X). Si I'hypersurface Z n’a pas de singularité un calcul simple montre que
le complexe Irrz (Ox) est nul, mais si 'hypersurface Z a des singularités Grothendieck
invoquait le théoreme d’Hironaka sur la résolution des singularités. Cet exemple de-
vrait permettre au lecteur de situer le probleme de la régularité a plusieurs variables,
source de nombreuses difficultés d’interprétations qui nous a appris a étre vigilant
sur les considérations abstraites. Comme nous l'avons expliqué dans le cours [Me3]
ce théoreme est une conséquence du critere fondamental de la régularité qui dit que
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puisque le faisceau Irrz(&x) pour toute hypersurface Z qui est porté par le lieu sin-
gulier Sing(Z), il n’a pas d’autre choix que d’étre nul. La régularité est insensible aux
singularités.

Les propriétés de la catégorie Dﬁr(@X) auxquelles on s’attend sont encore moins
visibles. Par exemple il n’est pas évident que la catégorie Dfu(@X) soit stable par
image inverse et en fait pour compliquer davantage la catégorie Dﬁr(@X7Z) pour
une hypersurface Z n’est pas stable par image inverse. Toutes ces questions n’ont
regu des réponses satisfaisantes qu’apres le théoreme de Positivité de l'irrégularité et
le critere fondamental de la régularité qui donnent des démonstrations completes des
propriétés de la catégorie Dﬁr(ﬁx) qui ne dépendent pas du théoreme de la résolution
des singularités [Me3]. Nous utilisons dans ce chapitre les théorémes suivants qui sont
démontrés dans le cours [Me3] :

Théoréme 3.2-4— Soit Z une hypersurface, alors la catégorie Mhr(PDx,Z) des PDx -
modules holonomes réguliers le long de Z est stable par sous-quotients, en particulier
c’est une catégorie abélienne, et la catégorie wa(@X,Z) des complexes holonomes
réguliers le long de Z est stable par cohomologies.

Théoréeme 3.2-5— La catégorie Dﬁr(@X) est stable par tmage inverse totale, par
dualité et par produit tensoriel interne total.

Autrement dit si f : X’ — X est un morphisme de variétés analytiques complexes
et A et AN deux complexes holonomes réguliers sur X, 'image inverse différentielle
fx# est un complexe holonome régulier sur X', le complexe dual .#Z* est un com-

plexe holonome régulier sur X et le produit tensoriel interne .# éﬁx A est un
complexe holonome régulier sur X. On résume cela en disant que la catégorie des
complexes holonomes réguliers est stable par image inverse, produit tensoriel interne
et par dualité.

Le fait d’avoir formuler la définition de I'irrégularité sous forme cohomologique lui
donne une tres grande souplesse. Par exemple le complexe d’irrégularité commute
a Iimage directe par un morphisme propre [Me3]. Ceci combiné au théoreme 3.2—
3 fournit la démonstration la plus élégante et la plus générale de la régularité de
I'image directe par un morphisme propre du fibré trivial connu sous le nom de la
connexion de Gauss-Manin. Un autre exemple de la souplesse de ce point de vue est
la démonstration du théoreme de comparaison pour les cycles évanescents qui fait
I’objet de ce cours.

3.3. Les solutions multiformes d’un Zx-module holonome régulier sont a

croissance modérée. — Nous allons montrer dans ce paragraphe que les solutions
multiformes d’un complexe holonome régulier sont a croissance modérée.
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Pour un nombre complexe « et un entier k, notons .4 ** le Z¢-module des sommes :
S cal2)2" Log(2)"
0< <k
ou les coefficients c¢;(z) sont des fonctions méromorphes & 'origine. C’est donc un
Oc(*0)-module libre de rang k + 1 dont la matrice de laction de z0/9z dans la base
2%, ..., 2%(Log(2))* est un bloc de Jordan de taille k + 1 associé & a. De plus, c’est
un Z¢-module holonome régulier.

Théoréme 3.3-1— Pour tout complexe # de Dx-modules dont les faisceauz de co-
homologie sont des Dx -modules holonomes réguliers, le morphisme naturel :

R A om;-1g, (i "M,V 1 (Ox)) — RAHom;-10, (i7" M, Vo k(Ox))
est un isomorphisme.

Démonstration. — L’image inverse f*(.4 %) est un Zx-module holonome régulier
en vertu du théoréme précédent. D’autre part, la restriction =1 f*(A %) est par
construction isomorphe a W'f' +(Ox) comme i~! Zx-module. Le cone du morphisme :

R A om;—1g, (i M,V 1 (Ox)) — RAom;—10, (i7" M, Vo k(Ox))
est donc isomorphe a celui du morphisme :
iR Homa, (M, fH(NF)) — i TITRGLTIR Homay (M, fH(NF))

Mais nous avons déja vu ([Me3], proposition 3.5.8) qu’il y a un isomorphisme
canonique :

R Homag, (M, f*(N*F)) = DR(A* @ay [*(N*F))
Ceci fait apparaitre le cone précédent comme le complexe d’irrégularité de
%* ®ﬁx f*JVa’k
le long de Y. Mais si le complexe .# est régulier, le complexe dual et le produit
tensoriel #/* ®g, f* A % sont réguliers en vertu du théoréme 3.2-5. D’ou la nullité
du complexe d’irrégularité et le théoreme 3.3-1 s’ensuit donc.

Par passage a la limite inductive en k, on en déduit que pour tout complexe .#Z a
cohomologie holonome réguliére, le morphisme :

R Hom-1g (i M V] (Ox)) — RAOM;-10, (i M, U y,0(Ox))
est un isomorphisme. D’ou, en tenant compte du théoréeme 3.1-4, 'isomorphisme :
R%Omi71@X (iilﬂ, \Iﬂfn(ﬁx)) — Rj‘fomiqu (iil./ﬂ, \I’f(ﬁx))

Sous I'hypothese de régularité, 1’étude du triangle des cycles évanescents est donc
ramenée a celle plus aisée du triangle :

R Hom;-1g, (i ' ,i™ (Ox)) — R Hom;-1g, (i~ ' M, Vi (0x))
— R Hom;-1g, (i7" M, 27 (0x))
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Remarque 3.3—2— Dans le théoréme précédent on a fait I’hypothese de régularité de
A dans toutes les directions mais on a besoin de la régularité du produit tensoriel
M* Doy FXNF que le long de f71(0). En fait on peut démontrer, ce n’est pas
évident, dans cette situation précise que la seule hypothese de la régularité le long de
f71(0) pour A suffit.

4. La théorie de la V-filtration

Dans ce chapitre on se place sur une variété analytique complexe X, mais le lecteur
pourra supposer s’il le souhaite que X est une variété algébrique non singuliere sur
un corps de caractéristique nulle algébriquement clos en remplagant les polycylindres
par les ouverts affines. Les démonstrations sont plutét plus simples. En dimension 1,
la V-filtration de Zx avait été considérée en substance par Fuchs évidemment avec
un langage différent.

4.1. La V-filtration du faisceau Zx. — Soit Y C X une hypersurface non sin-
guliere. On note #y C Ox l'idéal des fonctions holomorphes qui s’annulent sur Y.
Pour tout k < 0 entier, on pose . := Ox.

Définition 4.1-1 — On définit la V-filtration du faisceau Zx, indexée par les entiers
relatifs, comme étant la filtration dont le terme d’ordre k est Vi (Zx), le sous-faisceau
de Zx défini par :

VeeX; Vil@x)e:={P€ Dxa; VLl P(IF)C 7 ,}

Cette filtration vérifie les propriétés suivantes :

1) VkeZ: Vk(@)() C Vk+1(@)()7

2) Dx = Ukez Vi(Zx)

3) V(k},@ € 72: Vk(gx)Vg(gx) - Vk;.i,-é(.@x)

) VkeZ : Vi(Zx)x-y = (Ix)|x-v

On note Gr¥'(Zx) := Drcr Vi(Zx)/Vi-1(Zx) le gradué de Zx pour cette filtra-
tion et Gr} (Zx) := Vi(Zx)/Vi-1(Zx) sa composante en degré k.

Soit (z,t) un systeme de coordonnées locales tel que ¢ = 0 soit une équation locale
de Y. On constate que pour tout (k,¢) € N2, I'opérateur t*0f appartient a Vy_(Zx).
Pour k£ € N, un opérateur P de V_;(Zx) (resp. de Vi (Zx)) s’écrit localement de
facon unique :

P=t"Y"a,;02(td) ; aa,; € Ox
finie
(resp. P = Z?:o > finic @a,j 0 020f (t0)7 5 aa,je € Ox.) En particulier, pour tout
entier relatif k, Vi (Zx) est un V(Z2x)-module localement libre.

SEMINAIRES & CONGRES 8



LE THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES EVANESCENTS 329

Nous allons étudier la cohérence de certains anneaux liés a la filtration V. Déga-
geons en deux lemmes les principes utilisés dans le cours du C.I.M.P.A. de Nice [G-M]
pour établir la cohérence de 'anneau Zx.

Lemme 4.1-2 — Soit B un anneau muni d’une filtration croissante (B;) indexée
par N. Supposons que B = U;enB; et que pour tout entier j et £, BBy, C Bjiy.
Si anneau gr B est noethérien, alors 'anneau B 'est aussi.

Rappelons qu'un compact K C X est dit étre un polycylindre de X s’il existe une
carte de X et (p1,...,pn) € (RT)™ tels que 'image de K soit :

{(x1,...,2n) €C*; Vie{l,...,n}: |z;|< pi}

Définition 4.1-3 — Soit &/ un faisceau d’anneaux cohérent sur X et U un ouvert
de X. On dit que & vérifie les théoremes A et B de Cartan sur U si les conditions
suivantes sont vérifiées :

1) Pour tout polycylindre compact K contenu dans U et pour tout entier k > 1,
HY(K, o) =0;

2) Pour tout ouvert V contenu dans U, pour tout morphisme ¢ : szlf/ — szl?} de
y-modules et pour tout polycylindre compact K contenu dans V', ker ¢(K') engendre
(ker ¢) ¢ et pour tout entier k > 1, H¥ (K, ker ¢) = 0.

Le faisceau Ox vérifie bien les théorémes A et B sur tout ouvert de X en vertu des
théoremes de H. Cartan.

D’autre part, le lecteur peut vérifier le fait suivant. Soit o/ un faisceau d’anneaux
cohérent vérifiant les théoremes A et B de Cartan sur U. Soit .# un «/-module
cohérent admettant une présentation sur un ouvert V contenu dans U. Alors, pour
tout polycylindre compact K contenu dans V', .#(K) engendre .#|x, .#(K) est un
4/ (K)-module de type fini et pour tout entier k > 1, H*(K, .#) = 0.

Lemme 4.1-4— Soit &/ un faisceau d’anneaux cohérent vérifiant les théorémes A
et B de Cartan sur un ouwvert U. Soit B un faisceau d’anneaux admettant une filtration
(%;), indexée par N et vérifiant

1) B = UjeNL%)j , V(],f) e N2 ; %j C %J‘+1 et %j By C %j.g ;

2) Pour tout j € N, By est |y -module libre et pour tout polycylindre compact K
contenu dans U, B(K) est noethérien.

Alors By est un faisceau d’anneauz cohérent vérifiant les théoremes A et B de Cartan
sur U.

Démonstration. — Soit K C U un polycylindre compact. Pour tout entier k, K étant
compact, H*(K, %) = h_r)nHk(K, ;). Or, vu les propriétés de o et des %;, pour
k>1,ona H*(K,%;) =0. Donc pour k > 1, H*(K, %) = 0.
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Soit V' un ouvert contenu dans U. Soit ¢ : ‘@fv — 53‘73 un morphisme de %)y -
module. Soit K C U un polycylindre compact contenu dans V. Alors, quitte a rem-
placer V' par un voisinage de K,

JdjoeN; VjeN: ¢(95’f\v) - ﬁjoﬂ/

Ainsi, ker(¢y) est réunion croissante des noyaux des morphismes :
. a7t
¢ Bjyy — Bl
Il en résulte que ker ¢(K) engendre (ker ¢)x et, pour tout entier k& > 1, on a
H* (K, ker ¢) = 0.

II reste & montrer la cohérence de Z|y;. Soit V' un ouvert contenu dans U. Soit
¢ : %fv — %)y un morphisme de %|y-module. Par exactitude a gauche du foncteur
section sur K, ker ¢(K) est un sous Z(K)-module d'un (K )-module de type fini.
L’anneau #(K) étant de plus noethérien, ker ¢(K') est donc un H(K)-module de type

fini. Comme ker ¢(K) engendre (ker ¢) |, (ker ¢) x est de type fini. Ainsi, & est un
anneau cohérent.

Proposition 4.1-5— Soit U C X un ouvert de carte dans lequel Y a pour équation
t=0.
1) Pour tout polycylindre compact K C U, 'anneau Vo(Zx)(K) est noethérien.

2) Le faisceau d’anneaur Vo(Dx) est un faisceau cohérent et vérifie les théorémes
A et B de Cartan sur U.

Démonstration. — Soit U = X. On considére la filtration de V(Zx) indexée par N
définie par :
VieN , F/(Vo(Zx)) = Vo(Zx) N Zx(j)

ol Zx(j) désigne le sous-faisceau de Px des opérateurs d’ordre inférieur ou égal & j.
1) Pour montrer que V(Z2x)(K) est un anneau noethérien, il suffit d’appliquer le
lemme 4.1-2 avec la filtration F7(Vy(Zx))(K) de Vo(Zx)(K). En effet, on vérifie ai-
sément que son gradué s’identifie & Ox (K)[&1, ..., &n, 1] qui est un anneau noethérien
(d’apres le théoreme de Frisch).
2) 11 suffit de remarquer que la filtration F7(Vy(Zx)) de Vo(Zx) satisfait aux
hypotheses du lemme 4.14 (avec &7 = Ox).

On va développer pour le faisceau Px muni de sa filtration Vi(2x),k € Z, un
formalisme de bonnes filtrations pour les Zx-modules cohérents analogue a celui de
la filtration par I'ordre usuel des opérateurs différentiels.

Définition 4.1-6 — On appelle faisceau de Rees associé & la filtration f,’}, keZ,le
sous-faisceau de Ox [, 77!] défini par :

<@v(ﬁx) = @ j;ka

kEZ
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On appelle faisceau de Rees associé a la filtration V(Zx), k € Z, le sous-faisceau de
PDx [, 771] défini par :
%v(@x) = @ Vk(@)()Tk.

keZ

Les faisceaux Zyv (Ox) et Zv(Px) sont de fagon naturelle des faisceaux d’anneaux
sur X. De plus, Zv(Zx) est un faisceau de Zy (Ox )-modules.

Proposition 4.1-7 — Soit U C X un ouwvert de carte dans lequel Y a pour équation
t=0.

1) Pour tout polycylindre compact K C U, les anneaus Zv (Ox)(K) et Zv(Zx)(K)
sont noethériens.

2) Les faisceauzr d’anneaur Ry (Ox) et By (Px) sont cohérents et vérifient les
théorémes A et B de Cartan sur U.

Démonstration. — Pour alléger les notations, supposons que U = X. On s’intéresse
d’abord & l'anneau Zy (Ox). On a les isomorphismes d’anneaux :

Ry (Ox) ~ Ox|r,t/7] ~ Ox[1,0]/(t — TV)

L’anneau Zy (Ox)(K) ~ Ox(K)[r,v]/(t — Tv) est donc noethérien.

D’autre part, pour j entier, @iz_j J;kT’“ est une filtration croissante de Zy (Ox)
par des Ox-modules cohérents. Il reste a remarquer que cette filtration vérifie les
hypotheses du lemme 4.1-4 avec & = Ox.

Etudions enfin ’anneau Ry (Zx). On constate que pour tout j € N, on a I'identité :

(tr=H/(9]r7) =t19]
Par suite, v (Zx) est un %y (Ox)-module libre de base {0%(9;7)7}.
Ry (Dx) = Rv(Ox) (0, Oi7).

En filtrant 'anneau Zy (Zx ) par 'ordre en 9, et 0,7, puis en utilisant le lemme 4.1-2,
on obtient que %y (Zx)(K) est noethérien. Les propriétés de Zy (Px) annoncées se
déduisent alors du lemme 4.1-4.

Proposition 4.1-8 — Soit U C X un ouvert de carte dans lequel Y a pour équation
t =0. Soit A un Xy (Ox)-module (resp. Zv(Px)). Soit K un polycylindre compact
contenu dans U. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1 {. M(K) un Xy (Ox)(K)-module de type fini (resp. By (Zx)(K));

Ve e K :Ox, Qo k) H(K)— My est un isomorphisme.

(2) A i est un Ry (Ox) k-module (resp. Zv(Px) k) de présentation finie.
Sous ces hypothéses, M|k est un Ry (Ox ) k-module de présentation finie (resp. un
Rv(Dx )| k-module de présentation finie).
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Démonstration. — On commence par traiter le cas des Zy (Ox )-modules. Montrons
que Dassertion 1 implique ’assertion 2. On constate qu’en restriction a U, I’anneau
Ay (Ox) est réunion croissante de Ox-modules libres. Il en résulte que le morphisme
naturel :

Ox .z Qox (k) Zv(Ox)(K) — Zv(Ox)s

est un isomorphisme. Puisque Zy (Ox)(K) est noethérien, nous avons une suite
exacte :

B () K) -2 By (0x) (KPP " M (K) — 0

qui donne des morphismes de faisceaux toujours notés ¢ et 7 :

3) P (Ox)h —20 B (03¢ T iz — 0

En appliquant le foncteur exact a droite Ox »® ¢ (k) —, nous obtenons la suite exacte :

Ry (Ox) 25 By (O, T My — 0

Ainsi, (3) est une présentation de .#Z|k. En utilisant l'exactitude a droite du pro-
duit tensoriel, on montre que ’assertion 2 implique I'assertion 1. Enfin, la preuve est
identique dans le cas des Zy (Zx )-modules.

Proposition 4.1-9 — Soit Uy(#), k € Z, une filtration croissante exhaustive d’un
Dx -module cohérent M par des Vo(PDx)-modules, compatible a la filtration Vi,(2x),
k €7 de 9x. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Le module de Rees associé :

%U(.//) = @ Uk(j/)Tk

k€EZ

est un Ry (Dx)-module cohérent ;
2) Les Vo(Zx)-modules Uy (M) sont cohérents, et localement, il existe un entier
ko € N tel que pour k € N :

Vi Zx )Uko (M) = Upeio () et Voip(Dx)U—o (M) = Uy (M)
3) Au voisinage de tout point, il existe localement un morphisme surjectif :
D — M —0
tel que la filtration Uy (M), k € Z, soit la filtration image convenablement décalée.

Démonstration. — 1) implique 2). Si Zy () est cohérent, il est engendré localement
par un systeme fini {m;}; de générateurs homogenes en 7. On note d; € Z le degré
de m,;. Nous avons ainsi, un morphisme surjectif de Zy (Zx )-module gradué :

D Bv(Zx)(~di) —— By (M) — 0

finie
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ol pour tout d € Z, Zv(Zx)(d) = Dyey Vira(Zx)T" est le décalage de d. Le
Ry (Px)-module ker w étant cohérent, par itération de la construction précédente,
nous obtenons localement une suite exacte de Zy (Zx )-modules :

D %y (7x)(—t;) 2 @ T (Dx)(~d5) T Fr (M) — 0

finie finie
Il en résulte des suites exactes de Vp(Zx)-modules :
D Vi, (Zx) — D Vi-a,(Zx) — Up(A) — 0
finie finie
Ainsi, pour tout k € Z, Uy(A) est un Vy(Zx)-module de présentation finie (donc
Vo(Zx)-cohérent) sur un méme ouvert. Enfin kg = sup, (| d; |) satisfait & la condition
demandée.

2) implique 3). Par hypothese il existe localement des morphismes surjectifs de
Vo(Zx)-modules :
Vo(2x)P" — Up(M) — 0
Pour tout —kg < k < kg, on les reléve en des morphismes Zx linéaires : ¢y, : @f(k —
A . On considere alors le morphisme surjectif :

ko
¢:(¢—koa"'7¢ko) : @ @fgk*)%

k=—ko

Il reste & vérifier que si 'on pose V/( ﬁ‘):_ko D) = Zo:_ko Ve (Zx)P*, pour

tout entier £ € Z, alors :
o(Vi (@, 7)) = Un(-at)

3) implique 1). Soit ¢ : 2% — .# un morphisme surjectif de Zx-modules. Pour
simplifier, on suppose que pour tout k € Z : Up(A#) = ¢(Vi(Zx)P). On complete
alors la surjection ¢ en une présentation du Zx-module cohérent .Z :

Y ¢

Dy — D5 — M — 0

Quitte a diminuer X, on peut supposer que X est un ouvert de carte dans lequel
Y a pour équation ¢t = 0. Soit K un polycylindre compact contenu dans U. On
montre que im ¥ N Vj,(Zx)P est une réunion croissante de &x-module cohérent. Ainsi,
imy N Vk(@X)fK est engendré par ses sections globales imy N Vi(2x)?(K). Ces
sections forment un sous Vp(Zx)(K)-module de Vi (Zx)?P(K) qui est donc de type
fini. On en déduit que imt N Vk(.@X)fK est de type fini. Pour tout k € Z, il existe
donc une présentation :

Vo( @)tk — Vil @)y~ U(l) s — 0

On rappelle que, vu la nature de X, Vi(Zx) est un Vp(Zx )-module libre de type fini.
Or Vy(Zx) vérifie les théoremes A et B de Cartan (ici, sur X). Quitte & diminuer K,
on en déduit que pour tout entier k, Up(A#)(K) = Vi(Zx)(K)Uo(#)(K). Le
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Ry (Zx)(K)-module Zy (A )(K) est ainsi engendré par Uy(#)(K). Le Vo(Zx)(K)
module Uy(.#)(K) étant de type fini, on en déduit que Zy(#)(K) est un
Rv(Zx)(K)-module de type fini. Les modules Up(.#)x étant de présentation
finie, on déduit de la proposition 4.1-8 que pour tout k € Z et tout z € K les
morphismes naturels :

Ox.o @ox (k) Up(M)(K) — Up(AM )x
sont des isomorphismes. Il en résulte que les morphismes naturels :
Ve e K; Ox . ®oy () Zu(M)K) — Bu( M)

le sont aussi. La cohérence du Zy (Zx)-module Zy () se déduit alors de la propo-
sition 4.1-8.

Définition 4.1-10 — Soit .#Z un 2x-module cohérent. Une filtration croissante ex-
haustive de .# par des Vo (Zx)-modules, Vi, (A ),k € Z, (i.e. une V-filtration de .#)
est dite V-bonne si elle vérifie I'une des trois propriétés équivalentes de la proposition
précédente.

Proposition 4.1-11— Dans une suite exacte de Dx-modules cohérents
0— M — M — My — 0

la filtration induite sur 41 et la filtration image sur Mo par une bonne V -filtration
de M/ sont bonnes.

Démonstration. — Soit Zy (.#) 'anneau de Rees associé & une bonne V-filtration
de A . Soit Xy (A1) (vesp. By (M) Vanneau de Rees associé a la filtration induite
sur ./ (resp. la filtration image sur .#5). Par construction, on a une suite exacte de
Ry (Zx)-modules :

0 — %U(./ﬂl) — %U(///) — %U(//fz) — 0

La filtration de .#5 étant localement une filtration image associée a une présentation
de A5, c’est une bonne V-filtration de .#5 d’apres la proposition 4.1-9. Ainsi, le
module Zy (Zx)-module Zy (.#3) est cohérent ; ce qui entraine que Zy (A1) le soit
aussi. Toujours d’apres la proposition 4.1-9, la filtration induite sur .#; est donc
bonne.

Terminons ce paragraphe en donnant une interprétation des éléments de Grv(@X)
en termes d’opérateurs différentiels sur le fibré normal & Y. On note Ty X le fibré
normal a Y et 7 sa projection canonique sur Y.

Lemme 4.1-12— Le faisceau GI‘V(.@X)‘Y s’identifie naturellement au sous-faisceau
de l'image 7. (D1, x) constitué des opérateurs polynomiauz par rapport auz fibres de .
De plus, si Y posséde une équation globale réduite, Grg(@)()‘y s’identifie alors au
Dy -module Dy [T0;].
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Soit : p : (z,t) — (2] = p1(x,t),...,2), = pu(z,t),t' = tu(x,t)), une application
de changement de carte de X adaptée a I’hypersurface Y d’équation ¢t = 0. On note
q: (2',t") — (x,t), Vinverse de p. Le morphisme :

py :x— (2] = pi(2,0),...,2;, = pu(z,0))

est alors une application de changement de carte de Y. On note ¢y : 2’ +— x = ¢(2',0)
I'inverse de pjy. L’application :

P (z,7) — (2} = p1(2,0),...,2), = pu(2,0),7 = Tu(z,0))

est une application de changement de carte de Ty X .

Soit a(x) une section locale de Ox indépendante de ¢. On constate que la classe
des opérateurs différentiels a(z), d,,, t et d; dans Gr" (Zx) se transforment par p
respectivement en celle des opérateurs :

. a(g(2',0),0) ;

* Z?:l (apj/axz)(Q(x/70)70)ax3 + /L(Q('r/’ O)v 0)71(8H/ami>(Q(mla O)vo)tlﬁt’ ;
. /‘(Q(x/»o)vo)ilt/ )

o 1(q(2',0),0)0 .

Considérons les sections a(x), O, T et O de m (P, x ). Ces opérateurs se transportent
par la carte p en respectivement :

+ alq(@,0),0) ;
e 225-1(0p;/02:)(q(2',0),0)0,; + u(p(a’,0),0) = (9p/0:)(q(a",0),0)7' 0w ;
« u(q(z',0),0)7 17" ;
. p(q(2’,0),0)0: .
Il en résulte que Gry (Zx )y s’identifie au sous-faisceau de m.(Zr, x) des opérateurs
polynomiaux par rapport aux fibres de 7.
De plus, si Y possede une équation globale f = 0, 'application

Ty X — Y xC, (y,A) — (y,(df(y),\)

définit une trivialisation du fibré normal. Cette trivialisation permet d’identifier le
faisceau Py au sous-faisceau de 7. (Pr, x) des opérateurs indépendants de 7 et 9.
On note que 'opérateur 70, est défini intrinsequement dans Zr, x. Le faisceau
Grg(@X)W s’identifie alors & Py [10;].

4.2. Les Zx-modules spécialisables le long de Y. — On vient de montrer que
la classe FE dans Gr(‘]/ (Zx) du champ de vecteurs td;, ot t = 0 est une équation locale
réduite de Y, ne dépend pas de cette équation. Elle définit donc une section canonique
du faisceau Gr(‘)/ (Zx). Quand il n’y a pas de risque de confusion, on note encore F
un relévement dans Vy(Zx) de cette section.
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Lemme 4.2-1— Soit U, () et U.(A) deux bonnes V-filtrations d’un Px-module
cohérent A . Localement, il existe deux entiers k1, ko € Z tels que :

VkeZ ; Ukl-‘rk(%) - Ul/c(%) - Ukz-‘rk(%)
Démonstration. — Soit kg € N tel que localement :
VkeN: UkOJrk(.///) = Vk(@X)UkO(«///)
Comme Uy, () est de type fini sur Vp(Zx), il existe un entier rg € N tel que
Uo (A) C U, (A). 11 en résulte :
VkeN ; Ukyir(A) C U 4y (M)
Ainsi pour tout k > ro @ Ugy—ro4k(A#) C UL (A). Pour 0 < j < 19— 1, soit k(j) € Z
tel que Uj ;) (-#) C Uj(# ). Nous avons alors,
VEeN ; Uy () C UL(M)
ou k1 désigne le plus petit entier parmi {kg — 79, k(0),...,k(ro — 1)}. De méme, il
existe kg € Z tel que
VkeN ; U, (&) CU(A)
On peut supposer que k2 est un entier naturel. Ainsi, pour tout k € N : U/ (#) C
Uy 4k (). On a donc trouvé deux entiers relatifs 1 et ko tels que :
VkeN ) Um+k('%) C Ullc('%) - Un2+k(%)
En procédant de facon analogue, on trouve k}, k5 € Z tels que :
Vk<O0: Ugqr( ) CUL(M) CUgyir(A)

Les entiers k1 = inf{k1, k] } et ko = sup{ka, k5 } conviennent alors.

Proposition 4.2-2 — Soit .# un Px-module cohérent. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) Il existe une bonne V -filtration U, () et, localement sur X, un polynéme b(s) €
C[s] non nul vérifiant b(E + k)Uy(A) C Up—1(A), pour tout k € Z.

2) Pour toute bonne V-filtration U,(A), il existe localement sur X un polyndme
b(s) € C[s] non nul tel que b(E + k)Uy(A) C Up—1(A), pour tout k € Z.

3) Pour tout systéme fini de générateurs locaux (m;)i=1,..¢ de A, il existe un
polynéme b(s) € C[s] non nul tel que b(E)m,; € Z§:1 V_1(Zx)m,; .
Démonstration. — 1) implique 2). Cela résulte du lemme 4.2-1 et de I'identité sui-
vante :

WE+k+k) bE+k+ke—1D)(E+k+k)U (M) CU,_ (M)

en utilisant les notations alors introduites.
2) implique 3). En effet, d’apres la proposition 4.1-9, Uy (A#) = >, Vi(Zx)m,
k € Z, est une bonne V-filtration de ..
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3) implique 1). Considérons la bonne V-filtration Uy (A4) = >, Vi(Zx)my, k € Z.
Le point 1) résulte alors des relations de commutation :

b(E + k)Vi(Zx) C Vi(Zx)b(E) + Vi—1(Zx)
vérifiées pour tout entier k € Z.

Définition 4.2—3 — Un Zx-module .# cohérent est dit spécialisable le long de Y s’
possede 'une des propriétés équivalentes de la proposition 4.2-2. Soit alors U, (#)
une bonne V-filtration de .#. On appelle polynéme de Bernstein-Sato (local) de la
bonne V-filtration U, (/) le polynéme b(s) € C[s] unitaire de plus petit degré tel que
localement :

VkeZ: (E+ k)Ug( M) C U1 (M)

Proposition 4.2—4 — Soit 0 — #\ — M — M> — 0 une suite exacte de Dx -modules
cohérents. Le module A est spécialisable le long de Y si et seulement si les modules

M1 et Mo le sont.

Démonstration. — Supposons que .# soit spécialisable. On note b(s) le polynéme
de Bernstein-Sato associé & une bonne V-filtration U,(.#). D’apres la proposition
4.1-11, la filtration induite et la filtration image sont alors de bonnes V-filtrations.
On vérifie aisément que b(s) est un polyndme associé & ces filtrations (au sens de la
proposition 4.2-2). Ainsi, .#; et .5 sont spécialisables.

Réciproquement, soient by(s) (resp. ba2(s)) le polynéme de Bernstein-Sato de la
filtration induite (resp. image) par la bonne V-filtration U, (.#) de .# . 1l est facile de
voir que le produit by (s)ba(s) est un polynéme associé a la V-filtration U, (.#).

La catégorie des Zx-modules spécialisables le long de Y est donc une sous-catégorie
abélienne, stable par extension, de la catégorie des Zx-modules cohérents.

Exercice 4.2-5 — Montrer qu'un Zx-module cohérent & support contenu dans Y
(resp. admettant Y comme hypersurface non caractéristique) est spécialisable et qu’il
possede une bonne V-filtration dont les racines du polynéme de Bernstein-Sato sont
des entiers relatifs strictement négatifs (resp. positifs ou nuls).

Proposition 4.2—6 — Soit o0 : C/Z — C une section de la projection naturelle 7 :
C — C/Z. Soit M un Dx-module cohérent spécialisable. Il existe une unique bonne
V-filtration, notée VZ (), dont le polynéme de Bernstein-Sato b’ (s) € C[s] a ses
racines dans l'image de o.

Démonstration. — Soit b(s) le polynéme de Bernstein-Sato d’une bonne V-filtration
U,(A). Quitte & décaler cette filtration, on peut supposer que la partie réelle de
toute racine « de b(s) vérifie Rea < Reom(a). Soit alors A € C un zéro de b(s) de
multiplicité £ € N et vérifiant ReA < Reon()). On écrit : b(s) = (s — A\)’b1(s). Le
lecteur vérifiera alors que :

Vk€Z:U(M)=Upr( M)+ (E+k— N U (M)
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est une bonne V-filtration de .#. On constate que (s—A—1)b;(s) est un polynome de
Bernstein associé a cette filtration. Cette construction permet de construire de proche
en proche une bonne V-filtration dont le polynome de Bernstein-Sato a ses racines
dans I'image de la section o.

On considére maintenant deux bonnes V-filtrations U,(.#) et V,(.#) dont les
polynomes de Bernstein-Sato by (s) et by (s) ont leurs racines dans I'image de la section
o. Nous allons montrer que U,(#) C V,(.#). D’apreés le lemme 4.2-1, il existe un
entier £ € Z tel que pour tout k € Z, Up(A) C Viye(A). L'inclusion U,(#) C
V. () étant manifeste lorsque ¢ < 0, traitons le cas £ € N — {0}. On constate que
les polynomes by (s + k) et by (s + k + £) sont alors premiers entre eux, Il existe donc
deux polynomes p et ¢ tels que 1 = p(s)by (s + k) + q(s)by (s + k + £). En particulier,
pour toute section locale m de Uy () :

m = p(E)bu (E+k)m+q(E)by (E+k+Om € Up1 (M) +Viyer (M) C Viyer(A)
En itérant le procédé, on obtient l'inclusion U, (.#) C V,(.#). L égalité s’obtient par

un argument symétrique.

Corollaire 4.2—-7 — Soit 0 — A1 — M — M5 — 0 une suite exacte de Dx-modules
spécialisables le long de Y. Soit 0 : C/Z — C une section de la projection naturelle
m:C— C/Z.

1) Pour tout entier relatif k, la suite de Vo(Px)-modules :
0 — Vi () — V(M) — Vi (M) — 0

est exacte, c’est-a-dire que la V7 -filtration esr stricte.
2) La suite de Gr"(2x)-modules gradués :

0 — GV () — GV () — GV (ty) — 0

est exacte.

Démonstration. — Remarquons que la filtration V7 (.#) induit sur .#; et .#5 des
filtrations dont les polynémes de Bernstein-Sato divisent b7 (s). D’apres la proposition
4.2-6, ces filtrations induites sont les filtrations V7 (#1) et V7 (#42); ce qui assure
I’exactitude des suites proposées.

Enfin, si ¢ : # — 4 est un morphisme de Zx-modules spécialisables, il résulte
du corollaire 4.2-7 que :

oV (M) CVZ(A) pour tout k € Z

Ainsi, pour tout k € Z, A4 — V(M) définit un foncteur de la catégorie des Zx-
modules spécialisables le long de Y vers celle de la catégorie des Vp(Zx )-modules.
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4.3. La filtration canonique d’un module spécialisable. — Nous allons raffi-
ner la filtration V7 (#) d’'un Zx-module spécialisable .# en définissant une filtration
indexée par C. Cela oblige a définir un ordre total sur C qui prolonge 1’ordre naturel
sur R. On choisit 'ordre lexicographique sur C = R + iR :

x +iy < 2’ + iy signifiex <2’ ouz =2 et y <y

Pour tout nombre complexe o € C, le sous-ensemble a + Z de C sera appelé un
réseau de C. On dit qu’une bonne filtration U, (.#) indexée par C en est une bonne
V-filtration si sa restriction a chaque réseau est une bonne V-filtration.

Rappelons que d’apres la proposition 4.2—4, tout sous Zx-module engendré par
une section locale d’un module spécialisable est spécialisable.

Définition 4.3—1 — Soit m une section locale d’un module spécialisable .#. Le poly-
noéme unitaire de plus petit degré vérifiant localement :

b(E)m eV_4 (@)()m

est appelé le polynome de Bernstein-Sato de la section locale m. On le note by, (s) €
C[s]. On appelle ordre local de m le long de Y, noté ordy (m), 'ensemble des racines

de b, (s).

Notation 4.3—2 — Pour tout « € C, on note o, la section de C/Z — C dont 'image
est l'ensemble dans {a € C; —a—1 < a < —a}. Etant donné un P x-module
spécialisable .#, pour alléger les notations, on notera b,(s) € Cls] le polynéme de
Bernstein-Sato de la bonne V-filtration V7 (.#).

Remarquons que pour tout a € C la filtration induite V7> (.#)N P xm est la bonne
V-filtration V7= (Zxm) et son polynéme de Bernstein-Sato divise b,(s). Comme
V.(Zx)m est une bonne V-filtration de Zxm, il résulte du lemme 4.2-1 qu’il existe
deux entiers ky et ko tels que : bo(E + k1) -+ -bo(FE + ka)m € V_1(Px)m. Si A C C
désigne I'ensemble des racines de by, 'ordre local le long de Y d’une section m € .#
est donc contenu dans A+ 7Z C C.

Définition 4.3—3 — Soit .# un Zx-module spécialisable le long de Y. La filtration
V.(A#) indexée par C et définie par :

Vee X, Vo( )y :={m € M, , ordy(m) C{a€eC; a>—a—1}}

est appelée V-filtration canonique par l'ordre relatif a Y.

Exercice 4.3-4 — Soit X =C,Y = {0}, B € C et 4 = Dx/Px(td: — §). On note
t% la classe de 1 dans .# et tP+17 celle de t'7. Montrer que .# est spécialisable et
que {3} est 'ordre la section m = t% + t7+17 au voisinage de 'origine (en particulier,

m e V_p_1(M)).
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Proposition 4.3-5 — La filtration canonique d’un ZPx-module spécialisable M est une
bonne V -filtration et vérifie :

VaeC, YEkeZ: Vopp( )=V (MA)
Démonstration. — Constatons que pour tout entier £ € Z, nous avons les identités :
Vk€Z:bo(E+k+ OV, (M) C Ve (M)
Ainsi, by (s + ) est le polyndéme de Bernstein-Sato de la bonne V,-filtration décalée
Ve (A ) 5 de plus les filtrations V7o, () et V.7o+ () coincident.
En particulier, V,7* (.#) = Vg *™* (), pour tout k € Z. 11 suffit donc de montrer
que pour tout « € C :
Vol tl) = Vi (A)
Soit m € V(). Pour tout entier k € N — {0}, nous avons l'identité :
bn(E—k+1)- by (E — )b (E)m € V_i(Zx)m
Mais si k est assez grand, m appartient a V,7*(.#) et donc :
b (B —k+1)- by (E — )by (EYm € Vy~ (M)

D’autre part, on a :

bo(E+ k)ym € V7o (M)
Or les polynémes b, (s + k) et by(s —k+ 1)+ by (s — 1)by,(s) sont premiers entre
eux. A partir d’une identité de Bezout, on en déduit donc que m appartient en fait
a V7o, (A). En itérant ce procédé, nous obtenons : m € Vy*(.#); ainsi Vo (#) C
Vye (A).

Réciproquement, soit m € V> (.#) une section locale non nulle. Rappelons que la
V-iltration V7o (.#)NZPxm induite est V7= (Zxm) et que son polynéme de Bernstein-
Sato divise b, (s) (corollaire 4.2-7). D’autre part, V,(Zx)m définit une bonne V-
filtration de Zxm. Il existe donc un entier x € N tel que V722 (Zxm) C V_1(Zx)m.
Par suite, by (s — Kk +1) - by (s) est un multiple de b,,(s) ; en particulier, 'ordre local
de m le long de Y est supérieur ou égal & —a — 1. Donc m appartient a V,,(.#).

Remarque — Rappelons que A C C désigne ’ensemble des zéros du polynéme de
Bernstein-Sato local by(s) de V7o(.#). Soit & € C un nombre complexe. On a :
Va( ) = Va( M) ou B est le plus grand élément de A + Z minorant . On définit
alors Ve () comme la réunion des V(. #) tels que 8 < a. Ainsi, Vo (M) = V(M)
ou 3 est le plus grand élément de A + Z strictement inférieur a «.

On notera o<, lasection de C/Z — C dont 'image est I’ensemble {a € C; —a—1 <
a < —al.

Exercice 4.3-6 — Montrer que le polynéme de Bernstein-Sato de la V-filtration
Voo( ) dun Px-module cohérent .# supporté par Y est une puissance de s + 1
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et que les racines des polynomes de Bernstein-Sato de ses sections sont des entiers
relatifs strictement négatifs.

Corollaire 4.3—7 — Si A est un Px-module spécialisable le long de'Y , on a l’égalité :
Veal ) = V5= (M)

Notation 4.3-8 — Soit .# un Zx-module spécialisable le long de Y. La filtration
V-filtration de .# étant croissante, on pose :

Cro( M) = Vo (M) Vo (M)

pour tout « complexe dans C.

Proposition 4.3-9 — Soit .# un Px-module spécialisable le long de Y .

1) Pour tout a € C, Uendomorphisme E + o + 1 du Gry (Zx)-module cohérent
Gro () est localement nilpotent de degré de nilpotence la multiplicité de la racine
—a—1 de by(s).

2) Pour tout entier k € 7, si a € |k — 1,k], le Gry (Zx)-module Gro (M) est
naturellement isomorphe au sous-espace propre généralisé pour la valeur propre —a—1
de Uendomorphisme E de Vi, (M) [Vie_1(A).

3) Pour tout entier k € Z, il existe un isomorphisme fonctoriel de Gry (Zx)-
modules :

Vi) Vi1 (M)~ @B  Gro(A)

a€lk—1,k]

Preuve de 1). — Si £ est la multiplicité de la racine —a — 1 de by (s), on pose,
ba(s) = b, (s)(s +a+1)% On a remarqué dans la preuve de la proposition 4.2-6 que
le polynéme de Bernstein-Sato de la bonne V-filtration de .# suivante :

VI (M) + (E+ . +a+ 1)V ()

divise ¥.,(s)(s + a)’. Les racines de ce polynéme étant contenue dans l'intervalle
—a— 1< s < —aq, cette filtration est donc la bonne V-filtration VZ<*(.#) (voir pro-
position 4.2-6). En particulier :

Vo () + (B +a+ D)V () = V7<(M) = Vo (M)
puisque V7§ () = Vo1 (). Tl en résulte que (E + a + 1)¢ annule Gr,, (.#).
Preuve de 2). — Remarquons que Vi, (.4#)/Vi_1(#) n'est autre que le Gry (2x)-
module Vi7* (.4 ) /Vt (A). En particulier, le polynéme minimal de I’endomorphisme
E du quotient Vi (A )/Vi—1(A) est bi(s) (dont les racines sont dans l'intervalle
[k — 1, —k[ par définition de V7% (.#)). Soit ¢, € N la multiplicité de la racine

—a — 1 de b(s). On note A, = ker(E + a + 1)% le sous-espace propre généralisé
pour la valeur propre —a — 1 de 'endomorphisme E de Vi, (A)/Vi—1(A).
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Soit m € Vi(.#) définissant une section de 4. La section m’ = (E + a + 1)fam
appartient & Vi1 () et les zéros de b, (s) sont supérieurs & —k. Ainsi,

bm’ (E)(E + o+ 1)2Qm S V_1(_@X)m

et donc m € V(). On en déduit un morphisme naturel de Gry (Zx)-modules
fo: Na = Gro(A).

Ce morphisme est injectif. En effet, si m € Vi(#) représente un élément du
noyau de f,, alors m € V., (.#) et les racines du polynéme de Bernstein-Sato b, (s)
sont strictement supérieures a o — 1. D’autre part, pour £ € N entier assez grand,
b, (B =€) -+ - by (EYm € Vi_1(A). 11 résulte alors d’une relation de Bezout entre les
polynomes by, (s — £) -+ - by, (s) et (s + a + 1)’ que m € Vj_1(.#), comme souhaité.

Montrons enfin la surjectivité de f,. Soit m € V,,(.#). On note £ € N la multiplicité
de laracine —a—1 de by, (s), c(s) € CJ[s] le quotient de la division euclidienne de b,y (s)
par (s +a+ 1) et Za € N l'ordre de nilpotence de ’endomorphisme E 4+ o + 1 sur
Gro (A ). Soit alors u(s),v(s) € C[s] deux polynémes vérifiant :

l=u(s)(s+a+ l)z"“ +v(s)e(s)
On constate aisément que v(E)c(E)m € Vi(#) définit un élément de A4, dont
limage par f, représente dans Gr,(.#) la méme classe que m.

Preuve de 3). — L’endomorphisme E de Vi (A)/Vi_1(#) ayant by(s) pour poly-
néme minimal, le Gry (Zx )-module Vi, (.#)/Vi_1 () est somme directe de ses sous-
espaces propres généralisés 4, a € [—k — 1, —k[. On obtient ainsi un isomorphisme
fonctoriel de Gry (Zx )-modules :

V()| Vi1 (M)~ @B Gro(A)

a€lk—1,k]|
La proposition est donc démontrée. Le fait suivant résulte alors du lemme 4.1-12 :
Corollaire 4.3-10 — Si Uhypersurface Y admet une équation, pour tout a € C,
Gro (A )y est un Dy -module cohérent.

Proposition 4.3-11— Soit .# un Px-module spécialisable le long de Y .

1) Pour tout compleze o > 0 et tout entier k € N, on a l’égalité :
Vosu( M) = Vi(Dx)Va (M)
2) Pour tout complexe oo > 0 et tout entier k € N, on a l’égalité :

Veaok( M) =V_r(Dx)V_o( M)

Démonstration. — Soit a > 0. D’apres la proposition 4.3-5, ’endomorphisme E du
quotient Vi (M) /Vosk—1(#) a pour polynéome minimal b,y (s) dont les racines
sont dans l'intervalle [—~a—k — 1, —a— k[. En particulier, pour tout entier k > 1, s+1
et bo+k(s) sont premiers entre eux. Il résulte d’une identité de Bezout que, pour tout
entier k > 1, 'endomorphisme de Vi1 () /Voik—1(A) induit par Ot = t0 + 1 est

SEMINAIRES & CONGRES 8



LE THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES EVANESCENTS 343

bijectif. On en déduit que Vi (A) = Vi(Dx )Vo(A) pour tout k € N.
Soit o > 0. Soit kg € N le plus petit entier tel que

VkeN: V—a—ko—k(%) = V_k(@X)V_a_ko(,///)

L’endomorphisme E de V_q_p(A)/V_o—k-1(#) a un polynéme minimal dont les
racines sont supérieures ou égales a k+a — 1. Donc pour k > 1, cet endomorphisme F
est bijectif. Si ko > 1, I'endomorphisme E de V__ (A#)/V_q—ky—1(#) est bijectif.
On en déduit : V_ g, (A) CtV_qkoi1 (M) +V_o—y—1(A ). Il en résulte I'inclusion
Vea—ko (M) CV_1(Dx)V_o—ko+1(A). Donc, kg = 0 et la proposition est démontrée.

4.4. Exemples et premiéres propriétés. — Soit (z,t) un systéme de coordon-
nées locales dans lequel ¢ = 0 est une équation de Y. Soit .# un Zx-module cohérent.
On consideére le Ox[s]-module .#[1/t, s] t* isomorphe & .#[1/t, s] par 'application
m +— mt®. Il est muni d’une structure naturelle de Zx[s]-module ot 'action de 9 est
définie par :
Vm € #|1/t]: Oy(mt®) = (Oym)t® + s(m/t)t’

Lemme 4.4-1— Soit m € #[1/t] et b(s) € Cl[s]. Les conditions locales suivantes
sont équivalentes :

1) b(EYm e V_1(Z2x)m ;

2) b(—s — 1)mt® € Dx[s|mtsT1 .

Démonstration. — Montrons que 1) implique 2). Nous avons dans .#[1/t] t* I'identité
suivante :
(%) (toym)t* = —(s + )mt* + 9y (mt**)

Il en résulte que pour tout entier k :
((t0)*m)t* — (—s — 1)*mt® € Dx[s]mt*H!

Par suite, b(—s — 1)mt® € Zx [s|mtsT1.
Montrons que 2) implique 1). Reprenons la preuve déja donnée dans le cours sur
I'image inverse [M-T]. Il résulte de (x) que

b(—s — 1)mt® — (b(tdy)m)t* € 0; Dxmt*+.
Par hypothese, la section b(—s — 1)mt® peut s’écrire :

b(—s — 1)mt® = Z B Ai j(x,t,0y)s'mt>+,
finie
ol les opérateurs différentiels A; ;(z,t,d;) sont indépendants de d;. On en déduit

(4) (B(EYm)t = Ajo(x,t,02)(—t0r — 1)'mt* ™" € 0, P [s]mt*+!

finie
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Or, si (M) eq,....k} une famille d’éléments de .#[1/t], en faisant opérer les opérateurs
87, on montre I'implication :

k
S omit* =0 = Vje{l,....,k}:m; =0
j=0

1l résulte alors de I’équation (4) que b(E)m € V_1(Zx)m.

Proposition 4.4-2 — Les Yx-modules holonomes sont spécialisables le long de toute
hypersurface lisse.

Démonstration. — Soit m une section d’'un module holonome .#. Dans le cours sur
I'image inverse [M-T], nous avons montré qu’il existe un polynéme b(s) € C[s] non
nul tel que :

b(s)mt® € Dx[s|mt*T!
Du lemme 4.4-1, on déduit l'existence d’un entier £ € N et d’un opérateur P €
V_1(Zx) tel que t*(b(—E — 1)m — Pm) = 0. Comme (0;)“t* = Hf;:l(tat + k), nous

avons alors :
¢

[[(E+E)b(—E - 1)m € V_1(2Zx)m
k=1
Ainsi, . est bien spécialisable le long de I’hypersurface d’équation t = 0.

Proposition 4.4-3 — Soit # un Px-module spécialisable le long deY . Le Dx -module
M (xY) est spécialisable le long de Y (donc en particulier cohérent). De plus, pour
tout complexe o < 0, le morphisme naturel de Vo(Zx)-module :

Va(//) — Va(%(*y))
est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit .# un Px-module spécialisable le long de Y. Commengons
par établir la cohérence de # (xY"). C’est un probléeme local; de plus, par récurrence
sur le nombre de générateurs de .#, on peut supposer que .# est engendré par une
de ses sections m € 4. D’apres le lemme 4.4-1, il existe un polynéme b(s) € C[s] non
nul tel que :

b(s)mt® € Dx[s]mtT?

Soit kg € N un entier, tel que pour tout k € N vérifiant k > kg + 1, 'entier —k ne
soit pas racine de b(s). Ainsi mt =% € Zxmt=* pour k > ko +1. A partir de l'identité
(Oym)t=F = 9;(mt=*) + kmt %=1, on montre alors que .Z[1/t] = Zx(mt~*0). Enfin,
la filtration (Zx (€)(mt=k0)), £ € N, satisfaisant au critére de bonne filtration énoncé
dans [G-M] (I1.3 corollaire 1), le Zx-module .Z[1/t] est bien Zx cohérent.

Soit m’ une section de .# (xY). Localement, elle s’écrit m’ = m/t* avec m € ..
Le module .# étant spécialisable, il existe un polyndéme b(s) non nul tel que :

b(E)m ceV_4 (@)()m
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Nous en déduisons une identité de Bernstein pour m’ € Z(xY) :
WE + k)t m e V. (2x)t Fm

Le module .Z (xY") est donc spécialisable le long de Y.
Enfin, soit T(.#) = T'|y).# le sous Px-module de .# de ses sections supportées
par Y. On a la suite exacte :

0 —T(H)— M — HMY)— HY)/ M — 0

Les modules .# et .4 (xY') sont spécialisables le long de Y; il résulte de la propo-
sition 4.2-4 que les Px-modules T(.#) et .#(xY)/.# le sont aussi. D’autre part,
ces modules sont supportés par Y ; d’apres 'exercice 4.3-6, les racines des poly-
nomes de Bernstein de leurs sections sont donc des entiers strictement négatifs. Ainsi
Va(T( M) = Vo (M (%Y )/ #) = 0 pour tout complexe « strictement négatif, et on
déduit du corollaire 4.2-7 I'isomorphisme naturel :

Vo (M) — Vo (A (+Y))

Proposition 4.4—-4 — Soit # un Px-module spécialisable le long de Y. On note i :
Y — X le morphisme d’inclusion. Si ’hypersurface Y admet comme une équation ré-
duite globale f = 0 (ou quitte a diminuer X ), le complexe Li* () est fonctoriellement
isomorphe au complexe de Py -modules :

0— GI“Q(./%)D/ L Gr,l(///)|y —0

En particulier, les faisceaux de cohomologie du complexe de Dy -modules Li*(.#') sont
Dy -cohérents.

Démonstration. — Considérons le morphisme de multiplication par f :

Veo(ll[L) ) =2 VoL ) ¢ mi—s fm

La multiplication par f étant bijective dans .#[1/f], I'application ¢ est injective.
Montrons sa surjectivité. Soit m € Vo_i (A [1/f]) et m' = (m/f) € .#[1/f]. A partir
d’une équation réalisant le polynéme de Bernstein-Sato de m, on obtient :

fbm(E + l)m’ S V,Q(@)()ml.

Apres division par f, nous en déduisons que by, (s+1) est un multiple du polynome de
Bernstein-Sato de m’. Ainsi, m’ € Voo(#[1/f]) et ¢ est surjective et donc finalement
bijective.

On déduit alors de la proposition 4.4-3 que le morphisme de multiplication par f :

Veo( M) — Vo1 ()

est un isomorphisme. Les complexes :

0— Gro(.///)|y L) Grfl(.//hy —0 et 0 — Vb(.//)‘y L Vfl(.//f)nf — 0
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sont donc isomorphes. Or, sous I’hypothese de la proposition, le complexe Li*(.#) est
représenté par complexe de Py-modules ([M-T)) :

0—>eﬁ|y L%‘Y%O

Pour établir la proposition, il suffit de montrer que le morphisme :

M Vo (M) L,////V_l(///) :m— fm

est un isomorphisme. On rappelle que pour tout entier k € N, ’endomorphisme E de
Vie (M) |Vie—1 (M) est bijectif (voir la preuve de la proposition 4.3-11). Par récurrence
sur k, tout élément de A4 = UgenVi(#) appartient donc & f.# modulo Vo(#Z). 1l
en résulte que pour tout k € N, tout élément de Vi (.#) appartient a fM modulo
Vo(#). Lapplication ¢’ est donc surjective. Il reste & montrer 'injectivité de ¢'.
Soit m € A tel que fm € V_i(#). Le polyndéme by,,(s) a ses racines positives
et vérifie : by (E)fm € V_1(Zx)fm. Appliquons Popérateur 9, a cette identité. Il
vient : b (E + 1)(E + 1)m € V_1(Zx)m. Ainsi, m appartient & Vo(#) et ¢’ est
injective.

La cohérence des faisceaux de cohomologie du complexe de Zy-modules Li*(.#)
résulte alors du corollaire 4.3-10.

4.5. Les 2x-modules élémentaires. — Dans cette sous-section, X = C**!. On
considére (21, ..., Z,,t) un systéme de coordonnées locales de X dans lequel ’équation
de Y est t =0.

Définition 4.5-1 — Soit b(s) € C[s] un polynéme dont les racines sont dans I'inter-
valle complexe [—1,0[, £ la multiplicité de la racine —1 de b(s), @ une matrice p x ¢
d’opérateurs de V5(Zx) et P une matrice ¢ x ¢ d’opérateurs de V_1(%x). Notons
A = A(b,Q, P) la matrice carrée :

<(E +1)¢1d, —Q )
0 b(E—1)1d, —P

Le conoyau & = &(b, Q, P) du morphisme de Zx-modules & gauche :
p g N op q
D5 ® D% — D5 ® D%

est appelé Zx-module élémentaire.

Lemme 4.5-2— Tout Px-module A spécialisable le long de Y est localement quo-
tient d’'un Dx-module élémentaire.
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Démonstration. — Notons £ la multiplicité de la racine —1 du polynéme minimal
bo(s) de I'endomorphisme E de Vi (4 )/V_1(.#). Nous avons la décomposition :
Vo))V 1 (M) = ker(E +1)* @ im (E +1)*

Soit v1,...,v, des sections de Vo(#) dont les classes modulo V_;(.#) engendrent
ker(E + 1)*. Soit w1, ...u, un systéme de générateurs du Vy(Zx)-module V_; ().
En remarquant que E + 1 = 04, il résulte alors de la proposition 4.3-11 que
Vi,...,Up,Ul,...,U; €St un systeme de générateurs du Zx-module .#. Explicitons
des relations entre ces générateurs. Tout d’abord, on a :

(E+4 1) € V() pour i=1,...,p

Ainsi, il existe des opérateurs @Q; ; € Vo(Zx) tels que :
q
(410 = 3 Qus
j=1

D’autre part, par définition de by(s) :
bO(E - 1)uz S V_Q(%) = V_l(gx)v_l(%) pour i =1,...,q

Il en résulte l'existence d’opérateurs P; ; € V_1(Zx) tels que :
P
bo(E — 1>’U,i = ZHJ‘UJ‘
j=1

De plus, le polynéme by(s) a ses racines dans l'intervalle [—1,0[. En conclusion, le
module .Z est un quotient du Zx-module élémentaire &(b, Q, P).
Etudions maintenant les premieres propriétés des Zx-modules élémentaires.

Proposition 4.5-3 — Awec les notations de la définition 4.5-1, les assertions suivantes
sont vérifiées :

1) La suite de Px-modules : 0 — 2% & 9% A, D% ® 9% > & — 0 est exacte.

2) Le @x-module élémentaire & est spécialisable le long de Y .

3) L’image par w de la V-filtration décalée Vi,(Px)P ® Vit1(Dx)L, k € Z est la
V-filtration Vi (&), k € Z, ot Vi (&) est le terme d’ordre k de la V -filtration canonique
de &.

4) Pour tout k € Z :

Ve(€) _ ( Gry (Zx) )P o ( Gryy1 (Zx) )‘1
Vie1(8)  \Gr) (2x)(E + 1) Gry 1 (Zx)b(E — 1)
_ ( Gry (Zx) )p ( Grl‘c/ﬂ(@X) )q
(E+k+1)!Gr) (2x) b(E + k) Gr)ls 1 (Zx)
En particulier, il existe un isomorphisme de Dy [s]-modules :
Vk(éa) - Dy [S] p Dy [S] q
) Vi (&) = ((s+k+1)e) @(b(s+k)>
ot Uaction de s sur Vi(&)/Vi—1(&) correspond a celle de E.
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Démonstration. — Soit A = A(b, Q), P), une matrice de la forme introduite dans la
définition 4.5-1. Soit (A, B) € (Zx)F & (Zx)? tel que (A, B) - A = 0, c’est-a-dire tel
que

(A(E+1)", ~AQ+B(b(E—-1)—P)=0

En considérant I’ordre des coefficients de A et B pour la V-filtration de Zx, on montre
aisément que A = 0, puis B = 0. La suite de morphismes de Zx-modules suivante,
ou 7 désigne le morphisme de passage au quotient est donc exacte :

(6) 0 —Pagi D gpagr .6 0

En particulier, cette suite définit une résolution Zx-libre de & = &(b, Q, P).

On peut alors munir le module placé au centre de la suite exacte (6) de la V-
filtration décalée Vi (Zx)P @ Vit1(Zx)?, k € Z. L’image par 7 de cette V-filtration
définit une bonne V-filtration Uy (&) = 7(Vi(Zx)P ®Vi+1(Zx)?), k € Z de &. D’autre
part, pour tout k£ € Z, le terme d’ordre k£ de la bonne V-filtration induite par le
morphisme -A est définie par :

{(4,B) € (7x)" @ (Zx)"; (A, B) - A € Vi(Zx)" @ Vira (Zx)7}

Vu lordre pour la V-filtration des coefficients de P et ), on déduit que cette V-
filtration est la filtration décalée Vi (Zx )P @ Vi+1(Zx)?, k € Z. En conséquence, pour
tout k € Z, les suites de Gry (Zx)-modules suivantes :

.Gry(A
0 — Gr) (Zx)P @ G}/, 1(Zx)1 A Gry (2x)P ® G|, 1(Zx)1
Uk(€)
— Uk_l(éa) — 0

~ ((E+1)1d, 0
Gr(A) = ( 0 bE-1) qu)

sont exactes. On a ainsi les égalités :
U(&) _ ( Gr) (Zx) )p ( Gry,1(Zx) )q
Ur-1(€)  \Gr) (2x)(E + 1) Gy, 1 (2x)b(E — 1)
~ ( Gyl (Zx) Vs ( Grii11 (2x) )’
(E+k+1)¢Gr) (2x) b(E + k) Gry,1(Zx)
Il en résulte que pour tout k € Z, 'endomorphisme E de Uy(&)/Uk_1(&) a pour

polynéme minimal b(s + k). Le Zx-module & est donc spécialisable le long de Y et
le polynéme b(s) est le polynéme de Bernstein-Sato de la bonne V-filtration Uy (&),
k € Z. Ses racines étant dans l'intervalle [—1, 0], la bonne V-filtration Uy(&), k € Z,
coincide donc avec la bonne V-filtration (voir proposition 4.3-5) :

V(&) = V(&) , keZ
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Nous allons calculer le dual d’un module élémentaire. Faisons d’abord quelques rappels
sur la dualité. Puisque, X = C"*!, tout Zx-module .4 & droite est muni naturelle-
ment d’une structure de Zx-module a gauche obtenue en posant :

YVPePx,YmeN: Pm=m'P

ou 'P est le transposé de 'opérateur P. De plus, si ¢ : A4 — A5 est un morphisme
de ZYx-modules a droite, c’est alors un morphisme de Zx-modules & gauche lorsque
M et A5 sont munis de leur structure naturelle de Zx-module & gauche.

Exemple — Notons 9 Zx, le faisceau d’anneaux Zx muni de sa structure de module a
gauche induite par celle de module a droite. On a alors 'isomorphisme de Zx-modules
a gauche :
@X — g@x , P+— tP
De méme si A € Px, le quotient Dx /AP x est un Zx-module & droite, donc & gauche.
Et on a de méme l'isomorphisme de Zx-modules a gauche :
Dx Dx
IxA ATy
Soit maintenant .# un Zx-module & gauche. Le complexe R #omg, (A, Px) est
un complexe de Zx-modules a droite. On peut donc le considérer comme un complexe

, P—tp

de Zx-modules a gauche. Décalé de la dimension de X, ce complexe est le complexe
dual de A :
M =R Homag, (M, Dx)[dim X|
Nous rappellerons comment étendre cette définition de dual d’'un Zx-module a une
variété dans la section 4.6.
Nous allons maintenant calculer le complexe dual du Zx-module élémentaire & =
&(b,Q, P). La suite de Zx-modules suivante étant exacte (proposition 4.5-3) :

0 —agl D ogreg T.e o

le complexe de Zx-modules a droite R #omg, (&, Px) est donc isomorphe au com-

plexe :
A-
0—2%® 9% — P25 2% — 0
ou 0, le terme situé le plus a gauche, est placé en degré 0. Considéré comme complexe
de Zx-modules a gauche, il est alors isomorphe au complexe :

t
0 agl Dogragl o

—E)'1d 0
‘A ="A(b,Q,P)= <( _EQ " h-B -2, —tP)

est la matrice transposée de la matrice A (par définition, la transposée d’une ma-

ou

trice d’opérateurs de termes général A; ; est la matrice de terme général ‘4, ;). En
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procédant comme dans la preuve de la proposition 4.5-3, on montre aisément que
I’application .*A est injective. On obtient ainsi la proposition :

Proposition 4.5-4 — Awec les notations de la définition 4.5-1, les assertions suivantes
sont vérifices :

1) Le morphisme de Px-modules a gauche :

t
Y Ay ]

—E)‘Id 0
A ="A(b,Q,P) = <( _ZQ ' b(—FE —2)1d, —tP>

ou

est la transposée de la matrice A, est injectif. On note &= g(b7 Q, P) son conoyau.
2) Le compleze &* = &(b,Q, P)* dual de & est isomorphe au complexe de Dx -
modules & un terme : & [dim X — 1].

Les propriétés de & se montrent de la méme fagon que celles de &.
Proposition 4.5-5 — Awvec les notations de la définition 4.5-1 et de la proposition
4.5-4, le Dx-module & = &(b,Q, P) vérifie les propriétés suivantes :

t x =
1) La suite de Px-modules : 0 — D% & D% “A, Dy & D% — & — 0 est exacte.

2) Soit Uk(é"v), k € Z, 'image par w de la V -filtration décalée
Vk(gx)p &) Vk_l(gx)q, keZ.

Pour tout k € Z :

Un(&) _ ( Gry (7x) Vo ( Gry_y(Zx) )’
Up-1(€)  \Gry (Zx)(=E)* Gry_1(Zx)b(~E — 2)
_ Gry (Zx) P Gry_1(Zx) a
- (EFvarey) @ G val @)

En particulier, il existe un isomorphisme de Py [s]-modules :

(&) sy d
" U[ﬁj@ :((_fy_[)g)e) @(M—?[k}— )

ot Uaction de s sur Uy(&)/Uy_1(&) correspond a celle de E.

3) La filtration Uy(&), k € Z, est une bonne V -filtration de & admettant b(—s — 1)
comme polynome de Ber;nstein; les racines de ce polynome sont dans Eintervalle
1 —1,0]. Le Zx-module & est spécialisable le long de Y, la filtration Uy(&), k € Z,

coincide avec la bonne V -filtration Ve (&), k € Z.

Etudions maintenant les morphismes entre modules élémentaires.

Soit & = &1(b1, Q1, P1) (resp. & = &5(ba, Q2, P2)) un module élémentaire donné
par la matrice A; = A1(b1,Q1, P1) (resp. As = Aa(ba, Q2, P2)). On note ¢ (resp. ¢3) la
multiplicité de la racine —1 de b1 (s) (resp. ba(s)). On considere par la suite ¢ : & — &
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un morphisme de modules élémentaires. Ce morphisme ¢ se reléeve en un morphisme
de suites exactes de Zx-modules :

A
0—— IR SIE — IS IE —— 6 —— 0

oo e |

A
0—— IR DDE — IR B DE —— & ——0

Par fonctorialité de Vi (—) sur les modules spécialisables, pour tout k € Z, ¢(Vi(&1)) C
Vie(63). On vérifie alors que l'on peut choisir le relevement de ¢ de telle fagon que
les matrices des applications .A, (resp. .Cy) (notées encore A, (resp. Cy)) soient des
matrices par blocs d’opérateurs différentiels :

Aoo Ao ) (Coo C'01)
Ay = et Cy =
¢ (A10 A11 ¢ ClO Cll
ou les A, ; (resp. C; ;) sont des matrices d’opérateurs de V;_;(Zx).

D’apres la proposition 4.5-3, le morphisme de suites exactes courtes défini par ¢
en induit un au niveau des gradués :

v v - Gr(Ay) v v
0—Gr" (Zx)Pr @ Gr’ (Zx)1 —— Gr" (Zx)P* & Gr” (Zx )" — Gr(&) —0

|-arc et lerw)
v v Gr(Az) v
0— Gr (Qx)pz ® Gr (@X)qz — Gr (Qx)m @ Gr (@)()qz — GT(gQ) —0
Vu les coefficients de Ay et Cy, les matrices Gr(Ay) et Gr(Cy) s’écrivent :

ZQ()(E) ZOl(E) 6t> val < 6OO(E) 6OI(E‘) 6t>
Gr(4y) = (= — et Gr(Cy) == o
r(4s) (Aw(E) t Ay (E) HC) = \Cw(E)t Cu(E)
ott les coefficients des matrices 4; ;(E) et C; j(E) sont dans Gry (2x) = Py |E]. Pour
tout k € Z, ¢ induit le morphisme : Gri(¢) : Vi(61)/Vi—1(61) — Vi(&2)/Vi—1(&2).
Par I'isomorphisme donné dans la proposition 4.5-3, ce morphisme se lit :

v |S P1 v |S o A (8) v |S b2 v |S q2
((@H)l) @(m@”)) : (( @H)b> @ ( 9[])

s+k+1 (s+k s+k+1 ba(s + k)

ot, pour tout entier k > 0, Ax(s) est la matrice :

. Ago(s + k) Ao (s + k)
Ails) = (Alo(s +h+D(s+k+1) An(s+k+ 1)>

et pour tout entier £ < 0 :

ey = (Aw(s k) Aols +k)(s+k+1)
Ak(S)_<A10(S+k+1) Au(s+k+1) )
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Notons que I'égalité Ay Ay = Cy Ay devient I'identité matricielle :

®) ((5 + 1) Ago(s) (s +1)% A01(5)> _ (000(5) (s+ 1) Coi(s)ba(s) >

bl(s - 1)210(8) bl(s - 1)211(8) 610(8) 882 611(8) bQ(S - 1)

Le morphisme ¢ induit alors le morphisme qg : % — ZS": de Zx-modules a gauche
défini par la commutativité du diagramme :

. A
0 & — IR @Y +— IR @ 9%

NETE
A

VG TR O IL 2 P2 0 P2

Le morphisme gg est le morphisme de Zx-modules a gauche qui correspond au mor-
phisme de Zx-module a droite Extl%( (¢, Zx). 1l est donc indépendant du relevement
de ¢. N
De méme, pour tout k € Z, le morphisme ¢ induit le morphisme :

Gyl (9)Uk(&1)/Up-1(61) — Uk(&2)/Us-1(&5)

La matrice représentant - Gr(Cy) est :
YCoo(—E—1) t'Cio(-E —1)
t G C == /(B I— 10
1(Co) -0V Co1(—E—1) ' C11(—E —1)

ot désigne 'opérateur de transposition relativement aux seules variables de Y. Par
I’isomorphisme donné dans la proposition 4.5-5, ce morphisme se lit :

(%)m @ (ﬁ%)qz
L ((_sgi[slj)él)pl @ (bl(—gy—[sli—l)yl

ol pour tout entier k > 1 ¥ Cp(s) est la matrice :
tlék(s) _ tl?ﬁo(—s —k— 1) tlélg)L—S - k‘)(S + ]{1)
—t 001(—8—k—1) tCll(—s—k)
et pour tout entier £ <0 :
— “Coo(—s —k —1) Cro(—s — k)
e _ 00(— Lo
() (-(s+k)t Cor(—s —k—1) " Cri(—s — k)

L’objectif est maintenant d’expliciter une correspondance entre la V-filtration de
& et de son dual. Pour cela, il est nécessaire de faire quelques rappels sur la dualité.
Soit b(s) € C[s] un polyndme non nul et v un lacet fermé entourant les racines de b(s)
et orienté dans le sens positif.
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On vérifie facilement que I'application C-bilinéaire :

C[s]  C[s] . 1 /u(s)v(s)d

— x — — C: (u,v)r—>% o(s)

b(s) ~ b(s)

est non dégénérée. Elle définit donc un isomorphisme naturel :

S

nat
Cls]/b(s) —— Homc(Cls]/(b(s), C) := (Cls]/b(s))"
Malgré son expression, on notera la nature purement algébrique de cet isomorphisme.
Plus généralement, soit b1(s),...,b.(s) € C[s] des polynémes non nuls et v un grand
cercle tournant dans le sens positif entourant leurs racines. Notons B la matrice
diagonale :

bi(s) 00
B=1 0 "~ o
0 0 be(s)

On a de méme un isomorphisme C-linéaire :

n Clsl nat ¢ 4 Cls]\*
Oi (8o
=1 : | — [v = (VU1,...,0) — 2;_‘_[/1}(5) B u(s) ds]

On obtient de méme un isomorphisme de Zy-modules a gauche :

" (9%y)[s] nat r Dy s]
e (870

provenant du morphisme de Zy-modules a droite :
Py s]
=1 bi(s)

)*[f dim Y]

7@1/)

Uy
Détaillons maintenant les propriétés de cet isomorphisme. Soient pour cela,

(b1,1,...,b1,0,) €t (b21,...,b2r,) deux familles de polyndmes non nuls, B; et By les
matrices diagonales associées :

blyl(s) 0 0 b271(8) 0 0
Bl = 0 t. . 0 et B2 = 0 t. . 0
0 0 bl,rl (8) 0 0 bg’m (S)
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et soit f: ®;L, Dy [s]/b1,(s) — ®;2, Py [s]/bs(s), un morphisme de Py [s]-modules.
Il se reléve en un morphisme de suites exactes de 2y [s]-modules :

.B ,
0—— Dy[s]"" —5 Dy [s]"" —— DI, Dyls)/bri(s) — 0

el | 4 |

.B v
00— Dy[s]"? =2 Dy [s]™ —— @2, Dys/bai(s) — 0

~

On applique alors & ce diagramme le foncteur Homg, 5(—, Zy[s]) et on obtient le
morphisme de suites exactes de Py [s]-modules :

0 @, Dyls)fbri(s) e Dy (s 22 Gy [ e
Tf Tc- TA.
0 P2, Dy [s]/bai(s) «—— Dy [s]"™ <B—2 Dy [s]2 +—— 0

ol le morphisme fcorrespond au morphisme Extlgy (5] (f, Zv]s]). On peut alors vérifier
que le diagramme suivant est commutatif :

DL, (9P )[s] br.i(s) 2 (@) Py [s]/br.a(5))* [~ dim Y]

] fea

D2y (9T )[s)/bo.i(5) 225 (@2, D[s]/bai(5))" [~ dim Y]

Enongons maintenant le premier résultat liant la V-filtration d’un module élémen-
taire a celle de son dual.

Proposition 4.5-6 — Soit & un Zx-module élémentaire. Pour tout nombre complexe
a € C de Vintervalle | — 1,0, il existe un isomorphisme fonctoriel de Px-modules a
gauche :

Oa: Gra (&) — Gr_1_(&)"

qui vérifie : 0 (—E —1) ='Eo0d,, ou'E désigne la transposée de I’endomorphisme
E de Gr_1_,(&).

Démonstration. — Supposons que & = &(b,Q, P). Sans perte de généralités, on
peut supposer que « est une racine du polyndéme b(s). On désigne par A 1_,(&)
le sous-espace propre généralisé pour la valeur propre a de 'endomorphisme F de
Vo(&)/V_1(&). On note £, la multiplicité de la racine o du polynéme b(s) et b/ (s)
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le quotient de b(s) par le polynéme (s — a)’». D’apres la proposition 4.3-9, le Zy[s]-
module Gr_;_, (&) est isomorphe au Py [s]-module A~ _,(&). Compte-tenu de ’iso-
morphisme de la proposition 4.5-3, nous avons le diagramme commutatif de Zy-
modules a gauche suivant :

0 b (s
(@515 — a)=) ~ 2B G5+ 107 @ (@ [s)/b(s)

| |

Gro1-a(&) > A1 a(&) € Vo(€)/Va(&)

Le Zy-module Gr_;_,(&) est donc libre et Gr_;_,(&)* est alors le complexe dont
le seul terme non nul est #Fomg, (Gr_1_,(&), Py) placé en degré dimY. On obtient
ainsi 'isomorphisme de Zy-modules a gauche :

Gr_1_o (&) [-dim Y] ~ sHomg, ((@Y[S /(s — a)za)q’ @Y)

]
Rappelons que &* = & [dim Y](la proposition 4.5-4). Notons maintenant %, (&) le

conoyau de 'endomorphisme (E + a + 1)% de Up(&)/U—1(&). Comme la filtration
Uk(g), k € 7Z coincide avec le filtration V<k(<§), k € Z, une variante analogue de
la. proposition 4.3-9 assure que le @y [s]-module Gr,(&) est isomorphe & #g(&).
Compte-tenu de 'isomorphisme de la proposition 4.5-5, nous obtenons le diagramme

commutatif de Zy-modules a gauche :

(@y 181/ (=5 — a — 1)) CET (94 [s]/(=5)%)" @ (Dy [5]/b(—s — 1))

| |

Cro(8) = Ho (&) Uo(&)/U_1(&)

On obtient alors I'isomorphisme de Zy-modules a gauche :
N di 3 (Pv)ls]
Gro(6*)[—dimY] ~ Gry (&) ~ (m)
Considérons 'application 7 définie par :

((WHHL@])&!)QL(("@YW)Q;u(s)Hu(—s—l)

—s—a—1 (s — a)te

Du fait des rappels sur la dualité, I’application :

((_S _@Z[S_] 1)tza>q marer <((§?Yi§la)q>*[dimY}

est un isomorphisme C-linéaire qui transforme la multiplication par —s—1 en la trans-
posée de la multiplication par s. On obtient ainsi un isomorphisme de Zy-modules a
gauche :

da @ Gro(&™) — Groi1_o(&8)"
qui vérifie 6o, 0 (—F — 1) = (*E) 0 d4.
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Il reste maintenant a établir le caractere fonctoriel de I'isomorphisme d,. Reprenons
les notations introduites lors de ’étude du morphisme ¢ : & — & entre modules
élémentaires. On note ¢q o (resp. f2,) la multiplicité de la racine a du polynéme
bi(s) (resp. ba(s)) et by ,(s) (vesp. b5 ,(s)) le quotient de bi(s) (resp. ba(s)) par le
polynéme (s — a)’t« (resp. (s — a)’=). Le morphisme de modules élémentaires ¢
induit le morphisme de Zy[s]-modules Gro(¢) : Vo(&1)/V-1(&1) — Vo(&2)/V_1(632)
qui se lit par I'isomorphisme de la proposition 4.5-3 :

Dyls] \» . (Dylsl\e Ao(s) ¢ Dyls] \P= _ (Dy[s]\e
Q5+U&) @(bm@) Qs+m&> @<bxg>
D’autre part, on déduit de I'égalité by (s)A11(s+1) = ba(s)C11(s+ 1) (voir I'équation
(8)), l'identité matricielle :

La($)A1i(s +1) = (s — )by (s)Cra(s+1)

En particulier, la matrice M1 (s + 1) := (s — a)®2e"%.aCy;(s + 1) est une matrice &
coefficients dans %y [s]. On obtient alors le diagramme commutatif :

Dy ls] \pr Dy [s]ya -Ao(s) Dy [s] \p2 Dy [s]\ 22
(@+£%) (bﬂQ) (@+5%) @(bﬂg)

O@%ﬂwﬁ TO@%@ﬁ)
v [s @ ~M11(8 1) v s 92
G2 = (0

s —a)fe s —a)f2e

On note que (s—a) oM (s+1) = (s—a)’=C11(s+1). Il en résulte que application
C11(s +1)- correspond au morphisme Exty, (5] (.M11(s+1), Zy[s]). Ainsi,

nato (Cyy(s+1):) = *(-My1(s + 1)) onat.

D’autre part, ¢ induit le morphisme Grg(a) L Up(E)JU_1(E) — Up(&)/U_1(€) qui
se lit par 'isomorphisme de la proposition 4.5-5 :

Zy |S| \ P2 S 92 ~t/6 S S|\ P1 S a1
(32@) @<@fz!1ﬂ = (fi%) @(mfz!lﬂ

On obtient alors le diagramme commutatif :

s] \ P2 s a2 ' Co(s) s]\ P s @
(22%) (@fz!n) (fiu) @<mfz!1ﬂ

OEB’/TJ

v s e C11(—s) v s @
(( 7 H)&ﬂ) (( % H)&ﬂ)

—s—1—-a
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Ainsi ¢ induit le morphisme Gr,(¢) qui se lit :

IDv) (s 2 Cii(—s) IDy)|s @
(( 29l ])ém) (( 29l ])(%)

—s—a—1 —s—a—1
La fonctorialité de d,, résulte alors de 'identité :
70(Ci1(s+1)) = (Ci1(—s)) o7

Traitons maintenant le cas des gradués pour les valeurs entieres de la V-filtration
d’un module élémentaire.

Proposition 4.5-7 — Soit & un Zx-module élémentaire. 1l existe des isomorphismes
fonctoriels de Zx-modules a gauche :

do: Gro(&*) — Gro(&)*, 6-1: Gr_1(&*) — Gr_1(&)"

qui vérifient §g o (—E —2) = 'Eodg et 6_10 (—E) = 'Eod_1. De plus, par ces
isomorphismes, la transposée du morphisme 0y : Gr_1(&) — Gro(&) correspond au
morphisme —t : Gro(&™*) — Gr_1(&*) et la transposée du morphisme t : Gro(&) —
Gr_1(&) correspond au morphisme 0y : Gr_1(&*) — Gro(&™).

Démonstration. — Nous reprenons le méme principe de la preuve de la proposition
précédente. Les identifications données sont & nouveau imposées par la fonctorialité.
Par exemple, Gr_; (&™) est également isomorphe a Gro(&™*), mais cet isomorphisme
n’est pas fonctoriel.

A) Commencons par traiter le cas de 6. Soit o'(s) le quotient de b(s) par (s + 1),
Le module Gro(&) est isomorphe au noyau .45 de I'endomorphisme (E + 1)¢ de
Vo(&€)/V_1(&). On obtient ainsi le diagramme commutatif de Zy-modules :

v[s] \P v[s] ya Id@b'(s) v[s] \P v[s]\ @
((s@+[1%f) EB((S@-F[ZAE) - ((ZL%Z) @<92(8[)]>

|
Gro(&) = (&) e

Il en résulte I'isomorphisme de Zy-modules a gauche :

9)  Gro(&) [~ dimY] =~ Homa, (Zyv[s]/(s + 1)) & (Zy[s]/(s + 1)), Zy)
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De méme, Gro (&) est isomorphe au conoyau (& ) de I'endomorphisme (—FE —1)¢ du

quotient Uy (&)/ l)] (&). On obtient ainsi le diagramme commutatif de Zy-modules :
(( — i) )'e ((_ggy—[si)f)q — ((_ggy—[si)e)p © (b(i/[j]z))q

{ j%

Gro(8) = H0(8) L
)= Uo(&)
Il en résulte I'isomorphisme de Py-modules a gauche :
ANl i V] o o ( By o (EDY)SINP L (O Dy)[s] |4
(10) Cro(€™)[— dim Y] ~ Gro(&) ~ ((78 v 1)5) ® ((75 v 1)5)

On considere alors 'application :
(G2 e (5 = (G e ()
(8(5), i(s)) —> (0(—s — 2) — (=5 — 2))

Il résulte des rappels sur la dualité que le morphisme :

(500 o (20 i, (5 o (22" )

est un isomorphisme C-linéaire qui transforme la multiplication par —s—2 en la trans-

posée de la multiplication par s. On obtient alors un isomorphisme de Zy-modules a
gauche :

o - GI‘()(@@*) I GI’()(@@)*
qui vérifie §go (—E —2) = tE 0 dg. Il reste & montrer la fonctorialité de §g. On reprend
pour cela le morphisme ¢ : & — & entre modules élémentaires. Soit Ug(s) la matrice
a coeflicients dans Py [s] suivante :

T Tools)  Touls)
Uols) = <(s + 1)0U010(s +1) Ull(()s ™ 1)>

. < (S + 1)62_&6070(8) (S + 1)62_61601(8) )
T\ FD(s+1)EAC (s +1) (s+ 1) (s + 1)

Le diagramme de %y [s]-modules suivant est alors commutatif :

Dy ls] \p1 Dy ls]ya -Ao(s) Dy ls] \p2 Dy [s]\ 22
((3+[1)]E) ®<b1(L)]> ((s+[1)]fz) @(bQ(L)])

ot (s)| 1ot (s

v ls] \p1 vis] \a -Uo(s) v [s] P2 v s] \ 4z
((i[l)]f) © ((i [1)]51) ((i [1)]@) © ((i[l)]f)
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De I'égalité (s + 1)2Uq(s) = (s + 1)*2Dy(s), ott Dy(s) est la matrice :

Sa_(  Cools)  Cols)
Dols) = <(s + 1)05010(5 +1) 511?5 T 1))

on déduit que le morphisme .Dy(s) correspond au morphisme Exty, (5] (.Uo(s), Zv|s]).

D’autre part, le morphisme ¢ induit Gr¥(¢) : Uy(&)/U(€) — Ui(&)/Uo(&) qui
se lit (par 'isomorphisme de la proposition 4.5-5) :

((—?Y—[i])ézyz @ (bQ(%s[i] 2))Q2 R ((—?Y—[i])él )pl © (blfi[f]z))ql

On obtient alors le diagramme commutatif :

s P2 s e F'Cy(s) s P1 s a
((—?i[l])f) @ (bg(?i[—] 2)) ((—fi[l])&) © (bfi!z))

Id @ﬂ'l lld Sk
s P2 s e 10 (s) s P1 s a1
((—?[1])@) © ((_fy_[ 1])22 ) ((_fi[ 1])61 ) e ((_fy—[ 1])21 )

Ainsi ¢ induit le morphisme Gry(¢) qui se lit par nos isomorphismes :

9 s] \ P2 g S q2 61 S 9 s| \P1 9 S q
(((%)H) 69(((%)H) (s) ((%)H) @(((@y)[])

—s—1)& —s—1)k (—s—1)& —s—1)a

La fonctorialité de dy résulte alors de 1’égalité :

"0 (-Do(s)) = (-:Ca(s)) o 7'

B) Traitons le cas de d_1. Le module Gr_;(&) est isomorphe au noyau .4_; de
'endomorphisme E* de V_1(&)/V_2(&). On obtient ainsi le diagramme commutatif
de ZYy-modules :

vIs]\P vls]ye 1d b(s—1) v [s]\ P vs] \¢
(@H)@(@H) b \(@H> 69(9[])

Y Y st b(s —1)

| |

GI‘_l(Cg)) ~ e/i/_l(g) C

Il en résulte I'isomorphisme de Zy-modules a gauche :

(1) Gry(8)'[- dimY] = Homg, ((Zv[s)/(s))" & (Cls]/(s))7, Zv)
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De méme, Gr_1 (&) est isomorphe au conoyau #_ (&) de 'endomorphisme (—E)* du
quotient Uy(&)/U—_1(&). On obtient ainsi le diagramme commutatif de Zy-modules :

(@y[s]>P®(9y[s])q Id ®r (_@y[s])P@< Dy [s] )q

(=s)° (=s)° (=s)* b(=s —1)

{ It

3 > Uo(&
Cr_y(&) = A 1(8) Uol(((;@),)
Il en résulte I'isomorphisme de Zy-modules a gauche :
(12) Gr_1(&*)[—dimY] ~ Gr_(&) ~ (@(@Z))l[s])p@ ((g(gz));])q

On considere alors ’application :

(s () = () e ()"

(0(s), u(s)) —— (0(=s),0(=3))

Il résulte des rappels sur la dualité que le morphisme :

99 sl\P 99 sl ¢ at "
(L) o (E20E)" 200 s, (94151151 © (€lsl/(5))7, )
est un isomorphisme C-linéaire qui transforme la multiplication par —s en la trans-
posée de la multiplication par s. On obtient ainsi un isomorphisme de Zy-modules a
gauche :

(571 : Gr,l(@@*) — GI',l(éﬁ)*
qui vérifie §_j0(—F) = *Fod_1. Il reste & montrer la fonctorialité de §_;. On reprend

pour cela le morphisme ¢ : & — & entre modules élémentaires. Le morphisme ¢
induit le morphisme Gr_;(¢) qui se lit par I"isomorphisme de la proposition 4.5-3

Dy [s]\ P2 Dy[s] N -A_1(s) [ Dy|s]\P2 Dy[s] \o
(5+) @ (o-p) (5=) @ (Ge-p)

st bi(s—1 ste ba(s — 1)

On vérifie que le diagramme suivant de C[s]-modules est commutatif :

Dylsh\r ¢ rls) \n A (ylslye( Dvls) \@
5a) @G (5e) e (o)

st bi(s—1 st2 ba(s — 1)

Id &b, (s — 1)] TId @bl (s — 1)

(9y[s])’”@(9¥[8])q1 U-1(5) (%[S])”@(@Y[s]>q2

st st stz st2
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ou

— o Uoo(S — 1) UOl(S — ].)S
V() = ( Uio(s) U1i(s) )

On remarque que morphisme .D_;(s) ot D_1(s) est la matrice :
=S Coo(S — 1) 001(8 - 1)8>
D_1(s) =
1(e) < Ci(s)  Culs)
correspond au morphisme Emtlgy[s](.ﬁ_l(s),.@y[s]) (car s“"U_1(s) = s2D_4(s)).

D’autre part, le morphisme ¢ induit Grg(gg) L Up(8)JU_1 (&) — Uo(g)/U_l(g) qui
se lit par 'isomorphisme de la proposition 4.5-5

v [s] \ P2 vs e F'Cy(s vs] \ P v [s @
((gisgf]) (bg(i[_] 1)) g (fsge}l) @(bl(i[_]l))

On obtient alors le diagramme commutatif :

s] \ P2 s e YCo(s) / Dyls]\m s a
(iigb EB(szZ[—]l)) : ((giigé]> @<blzz[—]1))

Id @ﬂ'l Jld o

S P2 S q2 't/é (S) S p1 S q1
() e (B = (= ()

Ainsi ¢ induit le morphisme Gr_;(¢) qui se lit :

9 s|\ p2 9 slhee C (S) 9 s\ p1 9 s\ @
()" e ()" = () e ()
La fonctorialité de §_; résulte alors de 'identité :

70 (-D_1(s)) = (Co(s)) o 7"

C) Pour achever la preuve de la proposition, il reste & montrer comment les mor-
phismes ¢ et 0; se transposent par dy et d_;. Le morphisme :

0y : Voa(8) Voo &) — Vo(&)/Va(€)
se lit par 'isomorphisme de la proposition 4.5-3 :
Iyls]\P . ( Dvls] \ Dyls] \P . (Dvls]\
(=) e (b(s— 1)) — ((s+1)4) ® b@) )
(0(s),1(s)) — ((s + 1)o(s + 1),4(s + 1))
De méme le morphisme t : V_1(&)/V_2(&) «— Vo(&)/V_1(&) se lit :

(9(§>[f])p © (bZY[Si))q - ((s@i[ﬂf)p © (%(Vs[)s])q
(0(s — 1), su(s — 1)) «—(0(s), u(s))
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Le morphisme 9y : Up(& )/U (~) — Ul(g)/Uo(g) se lit par I'isomorphisme de la
proposition 4.5-5 :

() e Gosy) — () e (g
(0(s), i(s)) — (0(s +1), (s + 1)iu(s + 1))
De méme le morphisme ¢ : Uo(g)/U_l(éaN) — U(&)/Uo(&) se lit :
((@_Ys[;j)p © (b(iY[j]U)q — ((fy—%f)p @ (b(?;/[jg))q
(so(s —1),i(s — 1)) <= (0(s),7(s))

Les morphismes induits sur Gro(&), Gr_1(&), Gro(&) et Gr_1(&) se lisent de facon
analogue par les isomorphismes (9), (10), (11) et (12). La correspondance cherchée
résulte alors de la commutativité des deux diagrammes suivants :

(CC)" e (L) —ter toma, (T57)" e (55)' )

5| [

(((ifi)s]e)p - (((ifi)ﬁ]e)q nator’ g (((s@i[ﬂf)p - (( @[3])4)q,@y>

(T o () 22 sroms, (B51) = (B )

() = () 22 oroma, (55" (5)" )

4.6. La V-Filtration et la dualité. — On suppose que Y C X est une hypersur-
face lisse de X admettant une équation réduite globale.

Soit wx le faisceau des formes différentielles de degré maximum. On rappelle que
le dual d'un Zx-module a gauche .# est le complexe :

M* =R Homg, (M, Dx) Qe wx[dim X]

D’autre part, si .4 est un Zx-module a droite, le produit tensoriel 4 ®4, wx est muni
d’une structure naturelle de Zx-module & gauche (voir [G-M], proposition 1.6 section
I1.2). Localement wy s’identifie & Ox et A Qg wx & A . La structure de Zx-module
3 gauche induite sur .4 est alors définie par VP € Zx , Vm € N: P-m = m!P. On
peut constater que cette définition du dual étend celle donnée en coordonnées locales
au paragraphe 4.5

SEMINAIRES & CONGRES 8



LE THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES EVANESCENTS 363

Lemme 4.6-1— Soit A un Dx-module spécialisable. Localement, au voisinage de
tout point de Y, il existe un complexe exact de Px-modules :

dk dk—l d1 d()

. 51@ (9@}9,1 O@O ./” — 0

ot pour tout k € N, & est un module élémentaire.

Démonstration. — Si K est un polycylindre assez petit, I'(K, Vo (4 ))UL (K, V_1(A))
sont des Vy(Zx)(K)-modules de type fini et engendrent T'(K,.#) comme Zx (K)-
modules. En reprenant la preuve du lemme 4.5-2 et en utilisant que les faisceaux
d’anneaux Vy(Zx) et Px vérifient localement les théoremes A et B de Cartan, on
montre I'existence d’un module élémentaire &, défini par une matrice d’opérateurs
définis sur K et d’un morphisme surjectif :

& _do

Soit % le noyau de dy. On montre de méme ’existence d’'un module élémentaire &
défini par une matrice d’opérateurs définis sur K qui se surjecte dans 4. En itérant
ce procédé, on obtient le complexe cherché.

Proposition 4.6-2 — Soit .# un module spécialisable le long de Y. Son complexe
dual A* est a cohomologie spécialisable le long de Y ; et pour tout j € N, il y a des
isomorphismes fonctoriels :

1) §_1: Groy (W (A*)) — W (Gr_1(A)*)

2) do: Gro(h () — W (Gro(4)")

3) 8o Gro (W (™)) — W (Gr_1_o(#)*), pour tout nombre compleze o € ]—1,0.
De plus, 6_1 0 (=E) = 'Eod_1, oo (—E —2) ='Fody et §p0(—E —1) =
'E 064, ot 'E désigne la transposée de l’endomorphisme E de Gr_q_,(&). Enfin
par cet isomorphisme, '0; : hI(Gro(#)*) — hI(Gr_1(#)*), transposée du mor-
phisme 0y, correspond au morphisme —t : Gro(h? (")) — Gr_y(hI(M*)) et 't :
hI(Gr_1(A)*) — W (Gro(A)*), la transposée du morphisme t, correspond au mor-
phisme 0y : Gro(h? (M*)) — Gr_1 (W (M*))

Démonstration. — D’apres le lemme 4.6-1, il existe localement une résolution de .#
par des modules élémentaires : &* — .# — 0. Les isomorphismes suivants résultent
alors de la proposition 4.5-4 :

M =R Homg, (6, Dx) @cy wx|[dim X|
~ Homag, (6%, Dx) Ry wx[dimY]
~ & [dim Y]
olt & est défini & partir de & comme a la proposition 4.5—4. Pour tout nombre complexe
a €] —1,0[, on obtient la suite exacte (par exactitude du foncteur Gr_,_1(—)) :

Gr_q-1(8") — Gr_q_1(#) — 0

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



364 PH. MAISONOBE & Z. MEBKHOUT

qui est, d’apres la proposition 4.5-3, une résolution par des Zy-modules libres de
Gr_q—1(A). Ainsi, on a I'isomorphisme :

(Qr_ao1(67)" = (Gr_goi ()"

De méme, par exactitude du foncteur Gr,(—), on obtient une résolution de Gr,, (.Z*)
par des Zy-modules libres :

Gro (") — Gro(A*) — 0

On déduit alors de la proposition 4.5-6 un isomorphisme J,, qui vérifie les propriétés
demandées, mais qui est défini localement. Il faut alors montrer que ce morphisme
est la restriction d’un morphisme défini globalement. Pour cela, on remarque que si
&7, &5 sont des résolutions de .# par des modules élémentaires, on peut construire
une résolution &5 qui les dominent. De la fonctorialité des isomorphismes §, de la
proposition 4.5-6, on déduit que nos isomorphismes construits localement se recollent.
On procede de méme pour §g et I;.

Corollaire 4.6-3 — Soit .# un module holonome. Pour tout o € C, le Dy -module
Gro(A) est holonome.

Démonstration. — D’apres la proposition 4.3-11, il suffit de montrer ce corollaire
pour les nombres complexes o de intervalle [—1,0]. Le résultat se déduit alors de
la proposition 4.6-2, car un %Zy-module cohérent est holonome si et seulement si son
complexe dual n’a de la cohomologie qu’en degré zéro ([G-M], théoreme 6 section
5.6).

Désignons par i : ¥ — X linclusion de Y dans X. Soit .# un Zx-module. Le
complexe de Py -modules

i'( M) = (Li* (A7)

est appelé l'image inverse extraordinaire de .#. Soit f = 0, une équation globale
réduite de Y. La classe dans V1(Z2x)/Vo(Zx) d’un champ de vecteurs sur X prenant
la valeur 1 sur f définit une section globale de V1 (Zx)/Vo(Zx) que l'on notera 0.

Proposition 4.6—4 — Soit .4 un Px-module holonome. Le complexe i'(.#) est fonc-
toriellement isomorphe au complexe :

)
0 — Gr_y () —L Gro(.#) — 0

Démonstration. — Comme .# est supposé holonome, .#* = h°(.#*) est un module
holonome. D’apres la proposition 4.4-4, Li*(.#*) est isomorphe au complexe :

0 — Gro(a™) L Gr_ (") — 0

Or, d’apres le corollaire 4.6-3, les modules Gro(.#™*) et Gr_;(.#*) sont holonomes
et puisque (.#*)* est isomorphe & .#, on déduit de la proposition 4.6-2 que le dual
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du complexe précédent est isomorphe au complexe :

)
0 — Gr_y () —L Gro(t) — 0

4.7. Les gradués d’un Zx-module holonome. — Soit Y une hypersurface lisse
d’une variété X. Nous supposons que Y admet f = 0 comme équation globale réduite.

Soit .# un Zx-module holonome, donc spécialisable le long de Y. Nous allons
donner, une expression des modules Gr,(#), a € C en terme d’image inverse ex-
traordinaire de .# tordu par des fonctions multiformes. Nous en déduirons que si
A est un Zx-module holonome régulier, les modules gradués Gr, (.#) sont des Py -
modules holonomes réguliers. En fait, cette expression des Gr,(.#) sera la clef de la
construction algébrique des cycles évanescents d’un faisceau pervers.

Soit & un nombre complexe de 'intervalle [—1,0[ et k € N un entier naturel. Notons
Na.i le fibré a connexion de rang k sur le plan complexe :

Saw= 3 Oc[1/2):2 Log! 2

0<e<k
Pour ¢/ = 0,...,k, on note e,y la section globale de .4, ) définie par eq, =
(1/0)z+1 Log® z. L’application :
s

_@C(za S 1)k+1 — </Va,k : Pr— Peayk
est bien définie et est un isomorphisme de Zc-modules. Il en résulte que, pour tout
entier k, A, i, est un Z¢-module holonome régulier. Soit 7" le morphisme de monodro-
mie défini sur les fonctions multiformes sur C* par prolongement analytique le long
d’un lacet orienté dans le sens direct. Le morphisme 7" commute aux dérivations et
induit donc sur 4, , un morphisme de Z¢-module. On pose alors :

Majy =M 516, f(Nog) = M) f]Qs-16. [ (Nog) = M Ry [*(Nak)

Le produit tensoriel .#, j est muni d’une structure naturelle de Zx-module. Sa res-
triction & Y est munie d’un morphisme 7" induit par la monodromie et défini par :

Vme My @ T(m®@eqr)=m®T(ear)

Proposition 4.7-1 — Soient .# un Px-module spécialisable le long de Y, a un
nombre complexe de Uintervalle [-1,0[ et k € N un entier naturel. Le Py -module
Moy = M Rp-10. [T (Nak) est spécialisable le long de Y. De plus, pour tout
8eC,ona:

V(M) = Z Varpt1(A[1] f]) eae

0<e<k
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Démonstration. — Le Pc-module quotient A5, /A k-1 s'identifie naturellement au
module .4; . On obtient ainsi la suite exacte de Zc-module a gauche :

0 — Ap—1 — Sar — Hao — 0
Comme f_1%7k est un f~!@0c-module & fibres plates, on en déduit la suite exacte :
0— %a,k:—l I %a,k: — %0470 —0

Ainsi, pour montrer que .#, j est spécialisable, il suffit de montrer que .#, ¢ lest.
Soit alors, m € .#[1/ f] une section locale. D’apres le lemme 4.4-1, il existe localement
une équation fonctionnelle :

b(s)mt® € Dx[s|mt*T!
ou b(s) € C[s] — {0}. On en déduit ’équation :
b(s +a+1)(met* Tt € Dx[s](m @ t> st
En reprenant la preuve de la proposition 4.4-3, on déduit que .#, o est Zx-cohérent.

Cette équation assure alors que .#, o est spécialisable le long de Y.
Pour tout 8 € C et pour tout entier k, notons provisoirement :

Us(Mar) = Y Varssr (A1 eas
0<e<k
Constatons que pour tout section m € ., pour tout nombre complexe v et pour tout
entier £ € N, on a 1’égalité :
o +v+1)(m®ear) = (0 +a+v+1)m)@eqr+m®eqr—1
Ainsi, Ug(Ao 1) est un Vy(Zx )-module. Considérons alors la suite exacte de Vo (Zx)-
modules :
0 — Up(Mak—1) — Up(Ma) — Ug(Map) — 0

L’inclusion : Ug(My) C Va(Myi) résulte du lemme 4.4-1. Pour montrer que
Ug( My 1) coincide avec Vg (4, ) il suffit alors de le faire pour k£ = 0, ce qui résulte
a nouveau du lemme 4.4-1.

Soit i : Y — X le morphisme d’inclusion. On suppose que .# est un Zx-module
holonome. Les modules .#,, i, produit tensoriel de Zx-modules holonomes, sont holo-

nomes. L’image inverse extraordinaire i!(///%k) est alors représentée par le complexe
(proposition 4.6-4) :

10)
0 — Gr_y(Mar) — Gro(Max) — 0
Ses faisceaux de cohomologie sont alors munis de ’action induite par T

Théoréme 4.7-2— Soit A un Px-module holonome et o un nombre complexe de
Vintervalle [—1,0[. Alors, localement, pour tout entier k € N strictement supérieur d

SEMINAIRES & CONGRES 8



LE THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES EVANESCENTS 367

Vindice de nilpotence de ’endomorphisme E+a+1 de Gro(#), il existe un isomor-
phisme naturel de Py -modules :

Cro( M) = B (i Mo 1)

Par cet isomorphisme, [action de [’exponentielle de [’endomorphisme —2imE
de Gro (M) correspond & laction de la monodromie sur h°(i'.#,). De plus,
lii>nh1 (' Mo i) = 0.

Démonstration. — La multiplication par f dans .#, j est bijective, il résulte alors de
la proposition 4.3-11 que la multiplication a gauche par f : Gro( A1) — Gr_1 (Ao 1)
est bijective. Ainsi :

ho(il///mk) = ker [t@t s Groy (M) — Gr_l(///mk)]

Déterminons ce noyau. Soit {my}oceck, une suite d’éléments de V,(#[1/f]). La
somme Zogegk me @ eq ¢ définit alors un élément de V_1 (4, k). On a 'égalité :

10y ( Z me® €a,z) = ((t0 + o+ 1)myi) ®eq i Z ((t0s + o+ 1)ymg+mys1) @eqe
0<e<k 0<e<k—1

Ainsi, Zogzgk my ®eq,¢ est dans le noyau de t0; si et seulement si pour 0 < ¢ < k—1,

on amy = (—1)%(td; +a+1)mg et (td; +a+1)¥1mg = 0. Donc, pour k strictement

plus grand que l'indice de nilpotence de t9; + oo + 1 sur Gr,(.#[1/f]), on obtient

I’isomorphisme de Zy-modules :

Gro (2[1/f]) 2, hO (i M)
k
my —— Z(—l)e(tat + o+ 1)€m0 XK equr
0

Rappelons (voir proposition 4.4-3) que le morphisme naturel Gr, (.#) — Gro (#[1/ f])
est un isomorphisme pour a < 0.

L’endomorphisme E + o« + 1 est nilpotent sur Gr,(.#). Soit mg € Gro(A) ~
Gro(A[1/f]). On a T'(¢(my)) € ker(td;). Pour déterminer T'¢(my), il suffit donc de
connaitre le coefficient de e, dans sa décomposition. Le calcul montre alors que
To(mg) = ¢p(e” 2" Fmy). Ainsi, Paction de e=2"F sur Gr,(.#) correspond a celle de
la monodromie sur h°(i' A, 1)

Il reste & montrer que h_rr)lhl(i!///awk) = 0. De la bijectivité de la multiplication
par f dans ., i, on déduit que Gr_1 (A, ) = t Gro(A,,1). On obtient ainsi, 'iso-
morphisme :

Gro(///a,k) N Gro(//ayk)
8t%a,k:) B 6tt Gro(%a’k)
Soit m € Gro(#[1/f]). Nous avons :
8tt(m & €a7k+1) = (t@t + 1)(m ® €a’k+1)
=({to +a+2)m)®eqrt1 + MR eqk
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Ainsi, on obtient :

N

8tt< S DH(t0, + o+ 2)'m) © ea}WH)
0

=m®ear+ (DNt +a+2)V I m @ eqrinit

I en résulte la nullité de lim o' (i'. 7 k)
Soit .# un Zx-module holonome. Pour tout entier k, le complexe il(/// — M_1})
est isomorphe au cone du morphisme naturel de complexe : ' () — i' (M _11).

Du fait de la proposition 4.6-4, ce cone est le complexe simple associé au complexe
double :

0
0 ——— Gr_y (M) ——— Gro(Ml) — 0
i| |
)

0—— Gr_1 (A1 1) — Gro( A1) ——0

ol j est le morphisme naturel de Gr_i(.#) — Gr_i(A#_1y) (resp. Gro(A) —
Gro(A_11)). Ainsi, i'(AM — AM_1);) est isomorphe au complexe & trois termes :

(0, ) (j, —0%)

(13) 0 — Gr_4(A) Gro(A) & Gr_q1(A_1 1) Gro( A1) — 0O

ol le terme central est le terme placé en degré 0.

Théoréme 4.7-3— Soit A un Dx-module holonome.

o En degré différent de 0 et 1, les faisceaux de cohomologies du compleze
(M — M1 }) sont nuls.

o lim P (' (M — M1 1)) =0

« Pour k € N strictement supérieur & l'indice de nilpotence de E sur Gr_y(A), il
existe un isomorphisme naturel :

Cro( ) — WG (M — A1 })).

Démonstration. — Le morphisme naturel j : Gr_q(#) — Gr_i(#_1y)) étant
injectif, de I’expression (13) du complexe '(.# — .#_1}), nous déduisons que
h=Y(i' (M — M_1}1) = 0. Le premier point du théoréme en résulte. D’autre part,
d’apres le théoréme 4.7-2, Hﬂ)lhl(i!%_l)k) = 0. Il en résulte :

lim h' (i (M — M1 1) = 0.
Calculons maintenant le 0°™¢ groupe de cohomologie du complexe
l'(.// — .//71,]@)

représenté par le complexe (13). Soient k¥ € N et £ € N tel que 0 < ¢ < k, my
un élément de V4 (AZ[1/f]) et a une section de Vo(.#). Traduisons que la classe de
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(a,mo®e_10+ - +mpR@e_1 ) dans Gro(#) ® Gr_1(.#_1 1) appartient au noyau
de (4,—9%). On obtient :
jla) = 9mo —my/t =0 mod Veo(A 1)
dmy1 —ma/t =0 mod Veo( A1)

Oymy, =0 mod Veo( A1)
Ce systeme d’équations est équivalent au suivant :

my = j(ta) — (t0y)mo mod V(A1 )
mg = —(t0¢)my mod V<_1(=//_1,k)

(tde)mk =0 mod Ve (A1 1)

Soit k& € N un entier supérieur a 'indice de nilpotence de E sur Gr_; (.#). Il résulte
du calcul précédent que le morphisme de Zy-modules :

Gro(A) ® Gr_1(A)[1/ f] i ker(j, —0;)

défini par :
k k

T(a, mo) = (a, S (t0) (ta) @ e_rg+ Y (~10) mo © e,u)

/=1 =0
est un isomorphisme. On constate alors que :

\I/((l - atmOa 0) - \Il(a/7 mO) = (_atm()a —J(mo)) € Im (atvj)

Le morphisme de Zy-modules :

U: Gro( M) — G (M — M1 }))

a — classe de ¥(a, 0)
est donc surjectif. Il est clairement injectif, c’est donc un isomorphisme.
Soit

can: i\ (M1 y) — i (M — M1 })
le morphisme naturel de complexe. Ce morphisme induit des morphismes sur les fais-
ceaux de cohomologie que nous notons toujours par can. Le morphisme 7" — Id sur le
complexe i'(.#) est le morphisme nul. Le morphisme 7" — Id sur le complexe (13) re-
présentant i' (.4 — AM_1 1) se factorise donc de manieére canonique par un morphisme
noté

var: Z%% — %,17]@) I i!(.ﬂfl’k)
tel que T'— Id = can o var. Le morphisme var induit des morphismes sur les faisceaux
de cohomologie que ’on note toujours par var.
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Proposition 4.7—4 — Soit A4 un Px-module holonome. Soit k € N strictement supé-
rieur o lindice de nilpotence de E sur Gr_1(.#). Par les isomorphismes des théorémes
4.7-2 et 4.7-3 :

1) le morphisme can: hO(i*(M 1) — hO(i* (M — M_1})) correspond au mor-
phisme :

—0: Groy( M) — Gro(A)
2) le morphisme var: hO(i' (M — M1 ) — BO(i'(A_1k)) correspond au mor-
phisme :

Cro(M) — Gr_1(M):  ar— [(e” 2™ _1)/(—td,)]ta.

Démonstration. — Soit A 'isomorphisme naturel Gr_y (.#) — h(i' (A1 1)) détaillé
au théoreme 4.7-2 et p l'isomorphisme naturel :

Gro(M) — RO(i (M — M1 }))

détaillé au théoreme 4.7-3.
Soit mg € Gr_1(#). On rappelle que A(mg) = ZIZZO(—tat)ZmO ® e_1,. D’autre
part, pu(—0ymg) est la classe modulo Tm(d;, j) de

k
( — Bimo, > (—100) " t(~Dymo) @ e_u)

=1

ou encore de (0, Zﬁzo(ftat)zmo ®e_14¢). On a ainsi : can(A(mg)) = p(—0my).
Soit maintenant a € Gro(#), (T —id)(p(a)) est la classe de

k
(07 3 (t0) Ma® e,u)
=1

La classe de Y p_, (—t0,)" " 'ta @ e_y 4 est un élément de hO(i'(.#_, x)). On constate
que le coefficient de e_1 ¢ est [(e~2™9% — 1)/(—t0;)|ta; d’ou le dernier point de la
proposition.

Corollaire 4.7-5 — Si 4 est module holonome régulier sur X alors les Dy -modules
Gro(A) sont réguliers sur'Y pour tout «.

Démonstration. — En effet pour o € [—1, 0] on a I'isomorphisme pour k assez grand :
Cro (M) = hO(3 Mo i)

Si A est régulier le complexe i!///a,k est régulier en vertu du théoreme 3.2-5. D’autre
part la régularité passe a la cohomologie en vertu du théoreme 3.2-4. Pour o« = 0 on
a un raisonnement similaire.
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5. Le théoréme de comparaison pour les cycles évanescents
d’un Zx-module holonome régulier

Soit Y une hypersurface lisse d’'une variété analytique complexe X. On suppose
que Y admet une équation globale réduite f = 0. On rappelle les égalités :

Ui(Ox)= @D Vi.(0x)

—~1<a<0
DP(Ox)=VF(0x))i " (Ox)= @ YV}, (0x)® Y} (Ox))i ' (Ox))
—1<a<0
5.1. Cas d’un exposant non nul. — On désigne par DR x (.#) le complexe de

De Rham d’un Zx-module .Z .

Théoréme 5.1-1— Soit A un Px-module holonome régulier et o € C dans l'inter-
valle [—1,0[. Alors, il existe un isomorphisme fonctoriel :

DRy (Gro(#)) ~ i '(DRx (A @5y U}, (Ox)))
Par cet isomorphisme, l’endomorphisme exp(—2itE) correspond & l’endomorphisme

de monodromie agissant sur i (DRx (A4 R¢y v, (0x))).

Démonstration. — Construisons tout d’abord localement un morphisme
i DRy (Gro () — i ' (DRx (A ®6y VT, (Ox)))

dans la catégorie dérivée des complexes d’espaces vectoriels. Comme .# est sup-
posé holonome régulier, le morphisme can(k) de Cauchy-Kovalevska (voir le cours de
Ph. Maisonobe et T. Torrelli dans ce volume) :

can(k): i 'R Homg, (A 1, Ox) — R Homg, (Li* (A ), Oy)

est un isomorphisme par définition du faisceau Irry (). Par dualité, il en résulte un
isomorphisme fonctoriel :

can*(k): i ' DRx (Mo 1) — DRy (i' Mo )

Or, pour k strictement plus grand que l'indice de nilpotence de E+a+1 sur Gr, (4,
nous avons construit un morphisme naturel :

Ak
Gro () AR i Mo,

Nous en déduisons donc localement un morphisme naturel :

DR((can*) " \(k))

DRy(Gra(.//)) 7;_1 DRX('%Q,]C)

On consideére enfin le morphisme naturel :

i Mo — N i Moy =i (M) @510, Vo (Ox)
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Nous obtenons par composition le morphisme p cherché. Les morphismes induits en
cohomologie sont les compositions des isomorphismes :

Sty (O, Gro (M) — lim Sty (O, i M)

lim &wtl, (Oy,i' Moy) — limi~" Extl, (Ox, Mar)
Le morphisme p construit localement est donc un isomorphisme.

Il reste a le globaliser. Cet isomorphisme local ne dépend pas de l'entier k plus
grand que l'indice de nilpotence choisi et satisfait aux conditions de compatibilité.
Les faisceaux

&rtl (DRy (Gro(4)),i” ' DRx (M ® U}, (Ox))
sont localement isomorphes aux faisceaux
xtl, (DRy (Gro(4#)), DRy (Gro(.2)))
qui en vertu du théoréme de comparaison [Me3] sont isomorphes aux faisceaux
xtl, (Gro (M), Gro (M)

(puisque Gry () est holonome régulier). Ces faisceaux sont donc nuls pour j < 0.
On en déduit donc I'isomorphisme naturel entre :

Homge, (DRy (Gro(4)),i ' DRx (A4 @ U}, (0))
et les sections globales du faisceau
Home, (DRy (Gro(#)), i DRx (M @ V], (Ox)).

Le préfaisceau des morphismes locaux est donc un faisceau et 'isomorphisme précé-
dent se globalise. Enfin ’assertion sur la monodromie résulte de la fonctorialité des
morphismes et du théoreme 4.7-2.

5.2. Cas d’un exposant nul

Théoréme 5.2-1— Soit # un Px-module holonome régulier. Alors, il existe un iso-
morphisme fonctoriel :

DRy (Gro(4)) — i (DR(A) @5, (V] 1(Ox) /i™'Ox)))

Par cet isomorphisme, l’endomorphisme exp(—2inE) correspond & l’endomorphisme
de monodromie agissant sur i~ (DR(4 & (U1 (0x) / i~10x)).
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Démonstration. — Comme précédemment, on construit tout d’abord ce morphisme
localement. Pour k entier strictement supérieur a l'ordre de nilpotence de E sur
Gr_1(.#), notons encore

v(k): Gro(A) — i!(% — M1 )

le morphisme construit dans la preuve du théoreme 4.7-3. Comme précédemment
avec le morphisme de Cauchy-Kovalevska, on obtient localement par composition un
morphisme :

DRy (Gro(#)) — i {(DRx (M — M1 )

On considere alors le morphisme naturel :
i_l(DRx(// — M_1))) — h_H)li_l(DRx(/% — M1 )
=i (DRx (M — M R0, V}'_1(Ox)))
Ce dernier complexe n’est autre que i~ (DR(.# ®F (\I/?ﬁl(ﬁx)/i’lﬁx))) puisque
0— ﬁX — ‘I’}?fl(ﬁx) — \I’??;l(ﬁx)/i_lﬁx —0

est une résolution plate de U''_,(0x)/ i~1(Ox). Par composition, on obtient le mor-
phisme cherché. Le reste de la preuve est analogue a celle du théoreme précédent.
L’assertion sur la monodromie qui est égale a can o var + Id résulte de la proposition
4.7-4.

5.3. Cas général
Définition 5.3—-1 — Soit .Z un Zx-module holonome régulier. On appelle module des

cycles proches associés & . le Zy-module :

Uy(#)= @D GCro(A)

—1<a<0

On appelle module des cycles évanescents associés a .# le Zy-module :

Oy (M) = D Gro(A)

—1<a<0

A la section 4.7, nous avons montré que # — Uy (#) et M — By (M) sont
des foncteurs de la catégorie des Zx-modules holonomes réguliers vers celle des Zy-
modules holonomes réguliers.

Théoréme 5.3-2— Soit # un Px-module holonome régulier. Le triangle :

can

i ' DRx (M) — V(DRx (M) —— ®;(DRx(A))

est naturellement isomorphe au triangle obtenu en appliquant le foncteur de de Rham
au triangle de Py -modules holonomes réguliers :

Pl — Uy (M) — Dy (M)
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Le morphisme i ' DRx (#) — V(DRx (#)) est induit par le morphisme naturel
i' M = (Gr_y (M) — Gro(M)) — Uy (M). Le morphisme canonique est induit par
le morphisme Uy (M) — Oy (M) défini par :

me ] m sim € Gro( M) et —1<a<0
orm si m € Gro(A)

Les morphismes de monodromie sur Uy () et Oy (M) sont induits par le morphisme
exp(—2inE). Le morphisme de variation est induit par le morphisme de ®y (M) —
Uy (A) défini par

S { [(exp(—2iwE) — 1)/(—E)|fm sim € Gro(A)
(exp(—2iTE) — 1)m sim € Gro(A) et -1 <a<0

Démonstration. — Les théoremes 2.1-3, 3.1-4 et 3.3-1 montrent que le triangle

R Homg, (M*,i"  Ox) — (R Homg, (M*, Vi Ox)) — RAomg, (M, 27 (Ox)
est canoniquement isomorphe au triangle

i R Homay, (M*,0x) — V(R Homag, (M*,0x)) — (R Homag, (M*, Ox)).
Cet isomorphisme fournit ([Me3], proposition 3.5.8) I'isomorphisme du triangle

DRy (A ©y i 0x) — DRy (M @y VFOx) " DRy (M @0y OTOx)
au triangle

i'DRx (M) — VU (DRx (M) —2 & (DR (A)).
Les théorémes 5.1-1 et 5.2-1 montre que le triangle
DRy (i'.4/) — DRy (V7'.4) 2" DRy (874

est isomorphe au triangle

DRy (M ®py i 'Ox) — DRx (M @oy VI Ox) 2 DRy (M @5, P} O).
Les autres assertions suivent immédiatement.

On peut appliquer le théoréeme 5.3—2 au module .Z*. Compte-tenu de la proposition
4.6-2, nous obtenons :

Théoréme 5.3-3— Soit A4 un Px-module holonome régulier. Le triangle :

can

IS( M) — Vy(S(M)) —— T4 (S(M))

est naturellement isomorphe au triangle obtenu en appliquant le foncteur solution au
triangle de Py -modules holonomes réguliers :

Li* M — Uy (M) — Dy (M)
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Le morphisme i 'S(.#) — W (S(A)) est induit par le morphisme naturel. Le mor-
phisme canonique est induit par le morphisme Uy (M) — Oy (M) défini par

m sim € Gro(#) et -1 <a <0
m
fm sim € Gro(A)

On laisse au lecteur le soin de détailler I’analogue du morphisme de variation.

Corollaire 5.3—4 — Pour tout faisceau pervers F sur X le morphisme canonique
Uy (F) — Py (F)
est un morphisme de faisceaux pervers sur'Y .

En effet un tel faisceau est la forme DR x (.#) pour un module holonome régulier
A [Me3] et donc en vertu du théoreme précédent le morphisme

est de la forme
DRy (Vy (#)) — DRy (®y (A)).

Naturellement le corollaire est aussi conséquence de la commutation de la dualité avec
le foncteur ¥, ce qui est tout de méme plus élémentaire.

Remarque — 1II résulte de lexercice 4.2-5 que si .# est un module holonome ré-
gulier supporté par Y (resp. admettant ¥ comme hypersurface non caractéristique)

Uy (M) =0 (resp. Py (M) =0).

6. Exemple d’une fonction monomiale
(avec la collaboration de T. Torrelli)

Soit f : C* — C une fonction holomorphe. Considérons le Zcnyc-module 4
supporté par le graphe I'y de f :
Ocnxc|l/t — f]
Ocnxc
Nous notons §(t — f) la classe de 1/(t — f) dans .# ; elle engendre .# comme Pgn -
module. Le module .#Z est isomorphe au Zcn «c-module :

R'Tr,1(Ocnxc)

‘%:

I est donc holonome, ce qui est évident dans ce cas 1a parce que I'y est lisse. En vertu
du théoreme 3.2-3 le fibré Ocn «c est régulier et en vertu de la définition méme de la
régularité le complexe RI'r (Ocnxc) de cohomologie locale qui est concentré en un
seul degré est régulier. On peut donc appliquer le théoréme de comparaison précédent
& M = Ocnycl[l/t — f]/Ocrxc.

En vertu du lemme de Poincaré le complexe des solutions holomorphes

R Comge, (M, Ocnxc)
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est isomorphe au complexe j,C[—1] ot1 j désigne I'inclusion fermée de I'y dans C™ x C.
Désignons par 7 la projection : C* x C — C ; (z,t) + t et par i I'immersion de 7~1(0)
dans C" x C. D’apres le lemme 2.1-4, la donnée du triangle de complexes de faisceaux
d’espaces vectoriels supportés par f~1(0) :

(©)p-100) — V€ — 0,C

correspond a celle du triangle :
i1 (5:8) — T (jxC) — @« (5.C)
Décalons ce triangle de —1 :
i (5:0) [-1] — ¥x(1.C[~1]) — @x(j.C[-1))

D’apres le théoreme 5.3-3, ce triangle décalé s’obtient par I’application du foncteur

R%ﬂom@”_l(o)(—, Or—1(0))
au triangle de complexes de Z;-1()-modules :

(M) — V(M) — Li* A

Nous identifierons I’hypersurface 7=1(0) d’équation ¢ = 0 avec C™. Nous nous propo-
sons d’expliciter ce dernier triangle dans le cas d’une fonction monomiale.

6.1. Equations fonctionnelles. — Soit a = (a1,...,ay,) un n-uplet d’entiers na-
turels non nuls. Nous considérons la fonction :

An
n

f:C"—C,z= (21, ,xp)— 2 =a{" -z
Notation 6.1-1 — Pour i = 2,...,n et £ = (¢1,...,¢,) € N" posons :
Ai = (21/01)0, — (2i/a;) O,
Ai(l) = (x1/a1) 00, — (®i/ai)0u, — ((1/ar) + (£i/ai)
Nous débutons par 'étude du Zen-module Zcnd (¢t — f). La filtration naturelle de

ce Ycn-module est une bonne filtration. Ainsi, par les arguments classiques, il est
cohérent. Notons Wy 'adhérence dans T*C™ de ’ensemble :

{(z1,...,xn,a18/x1,...,apn8/xn); s€Cetxy ...z, #0}

C’est un sous-espace analytique de T*C" irréductible de dimension n + 1. Il est défini
par I’idéal réduit :

S = ((z1/a1)é1 — (v2/az)&a; - .., (v1/a1)é1 — (T /an)En) Or=cn

Soit £ = (¢1,...,4,) € N" et P € Pcn non nul annulant z* - -- 28 5(t — f). D'une
part, un calcul algébrique élémentaire montre :

o(P)(x, 04, f(x),..., 04, f(x)) =0
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ou o(P)(x,&) désigne le symbole principal de P. Il en résulte que o(P)(z,&) s’annule
sur Wy. Ainsi, Wy est contenu dans la variété caractéristique de Denalt - xlrs(t—f).
D’autre part, pour i =2,...,n:

Ai(0) 2. abrst—f)=0
L’autre inclusion en résulte. D’ou le lemme :

Lemme 6.1-2 — Soit £ = ({1,...,4,) € N". Le Den-module Donztt ---xlrd(t — f)
est cohérent de variété caractéristique Wy.

Avec les mémes notations, soit P € Pen annulant 24 ---zlrd(t — f). Alors son
symbole o(P)(x,§) s’annule sur Wy et appartient donc & l'idéal #. Les généra-
teurs de ¢ forment une suite réguliere et se relevent en des opérateurs différen-
tiels annulant 2%* - -- 2% §(t — f). Nous pouvons construire un opérateur 7' de I'idéal
J=2(Ax(0),...,A,(¢)) tel que le degré de P'opérateur P — T soit strictement infé-
rieur & celui de P. Nous en déduisons :

Lemme 6.1-3— Soit £ = (¢1,...,4,) € N*. L’déal de Dcr des opérateurs différen-
tiels annulant 2% - - - ztr5(t — f) est :

T = (D2(0),..., Au(0)
Déterminons maintenant le polynéme de Bernstein des sections :
zyt -yt = f)

Lemme 6.1-4— Soit £ = ({1,...,4,) € N*, m =z ... 2 §(t — f). Nous avons :

n a;—1 j— f n
H H (tat+ - z)m - (H(—l/ai)“iagj)tm
i=1 j=0 i=1
De plus, le polynome de Bernstein de m a l'origine de C™ x C est le polynome :
n a;—1 .
i iy
. " a;
i=1 j=0
Démonstration. — Pour tout indice i, 1 < i < n}, un calcul simple montre I’égalité

entre opérateurs différentiels :
@i
impaitli _ ;
oy} =ua;" | | (204, + 4; + j)
j=1

Nous en déduisons l'identité :

(—1/a) 0% 2y s(t — f) = (=1/a)" 2" [ [ (@i0s, + i + §)6(t = )
j=1
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Or ((1/a;)x;i0y, +t0 + 1)0(t — f) = 0. Par suite :

(=1/a;)" a6t — f) = a7’ ﬁ(t&s —tifa; — j/ai + 1)5(t — f)
j=1

aifl

[T (t0, + G — £)/as)ats(t — f)

Jj=0

La premiere partie du lemme en résulte. Supposons maintenant que le polynome de

Bernstein soit un diviseur strict de [, H;lzgl(s + (j —¥4;)/a;); il existe donc une

équation fonctionnelle :

e(tdy)m = Ptm
ol P € Vo(Denxc) et e(s) € C[s] est un polyndéme de degré r strictement inférieur &
ay + -+ + a,. Quitte a utiliser les relations :

(a1t0; + 21021 — b1)tm =0 et tm = fm

nous pouvons supposer que l'opérateur P ne dépend pas de J; et de t. Si le degré de
cet opérateur est strictement supérieur & celui du polyndme e(s), son symbole s’annule
sur Wy. Alors, par division, nous pouvons nous ramener au cas ot le degré de P est
inférieur ou égal a celui de e(s). Le symbole de 'opérateur e(—(1/a1)x10z1 + €1 /a1) —
Pf s’annule donc sur Wy. Il en résulte 1’équation :

fr—o(P)(a1/z1,...,an/2z,)fT T =0

ou encore : 1/f = o(P)(a1/x1,...,an/xy). Ce qui est impossible compte-tenu du
degré de P. Par suite, le polynéme donné est bien le polynéme de Bernstein de m.

6.2. V-filtration. — D’apres le lemme 6.1-4, bs,—5)(s) = [[;—, H?;()l(s + j/a;).
Compte-tenu de la définition 4.2-3, ce polynome est le polynéme de Bernstein de la
bonne V-filtration de .# de terme général :

Vil(Zenxc)d(t — f), ke Z
Alors ses racines sont dans I'intervalle [—1,0[. Il résulte alors du corollaire 4.3-7 que,
pour tout k € Z :
Ver (M) = Vi(Denxc)d(t — f)
Grace aux identités :
((1/a1)x10, + 10, + 1)5(t = f) = 05 (t = f)o(t = f) =0
nous avons :

Ver (M) = Vi(Denwc)d(t — f) = Den fE6(t — f) pour k <0

k
Ver(M) = Vi(Denxc)o(t — f) =Y Dcndlo(t — f) pour k> 0
j=0
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D’apres la définition 5.3-1 :
Uo( )= @ GCro(A)
—1<a<0
Comme il résulte de la proposition 4.3-9 :
Veo( M) Ver(M)~ D Gro(H)
a€[—1,0]
Nous obtenons :

.y _ Vo(@enxc)d(t = f)  Dend(t - f)
Proposition 6.2-1 — U, (#) ~ VA (Demr 0= 1)~ Ten ot = )

D’apres la définition 5.3-1 :
O (H)= P Gro(A)
—1<a<0

Comme pour —1 < a < 0, la multiplication par ¢ identifie Gr,(.#) et Groq1(4),
nous avons :

(M)~ D Gro( M) =Var(M)/Veo( M)

0<a<1
Le morphisme canonique @, (.#) — V. (.#) s’identifie alors au morphisme :

Vs (M) Vo (M) = Vo (M) V1 (M)

Rappelons que le complexe de Pen-module Li*(A#) est 0 — A s —o. Or,
la multiplication par ¢ est injective dans .#. D’apres la proposition 4.4-4, il est iso-
morphe au complexe Gro(.#) SN Gr_1 (). Mais ce dernier complexe est lui-méme
isomorphe au complexe :

0 —— Ver (M) [Vieo (M) —Es Vo) Ve 1 (M) — 0

| |
Vi(Zenxc)d(t—f)  t  Vo(Zenxe)d(t — f)
Vo(Den xc)o(t — f) V_1(Zcnxc)é(t — f)

qui n’a donc de la cohomologie qu’en degré un. Du plus, I'image du morphisme de ce

0

0

complexe est égal au Zcn-module :
Vo(Zenxc)d(t — f)

0 V_1(Zcnxc)d(t — f)

Nous obtenons ainsi :
Proposition 6.2—-2 — Le triangle de Pcn-modules :
O (M) — V(M) — Li* A

s’identifie au triangle associé a la suite exacte de Yen-modules :

@Cné(t — f) can .@(Cné(t — f) T
.@cnf(S(t — f) -@Cnf(s(t — f) —— cokercan — 0

0—>t8t
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Corollaire 6.2—3 — Nous avons les isomorphismes naturels de Pcn-modules :

Dend(t — f) D

a) V() ~ ~

VU= G B ) T GerF B A

@ ’VL(S(t - f) @ n

b) O (M) ~ td ~

) ®x(A) t.@cnfd(t—f) Den (0f 0x1, ..., 0f [0xn, Doy ..., Ay)

. Den
Li* M ~ cok o~
¢) Li*.al =~ coker can Den (2 - 5", 2105, + a1, ..., 20z, + an)
Démonstration. — Le point a) résulte directement du lemme 6.1-3.

Montrons le point b). Soit P € Zcn tel que la classe de Pt0,0(t — f) soit nulle dans
. (/). Nous avons alors :
Ptoo(t — f) = Qf6(t — f) = Qté(t — f)
ou @ € Zcn. Comme la multiplication par ¢ est injective dans M, nous en déduisons :
POS(t — f) = Qo(t — f)

Nous en déduisons alors que @ est dans l'idéal Pcn (0/0x1,...,0/0x,); il existe donc
des oprérateurs différentiels Q1,...,Q, € Zcn tels que

Ptos(t— f) = Z Qi0/0z;té(t — f)

i=1
La multiplication par t0; étant injective dans ., il vient :
Po(t—f)=>_ Qidf/dx:é(t — f)
i=1
Nous concluons alors avec le lemme 6.1-3.

Montrons enfin le point c). Soit P € P¢r tel que la classe Pi(t — f) appartienne a
I'image du morphisme can. Nous avons alors :

PS(t — f) = t0,AS(t — f) + Bfo(t — f)

ou A,B € P¢n. Comme t0;0(t — f) = (—(1/a1)x105, — 1)3(t — f), il résulte du
lemme 6.1-3 que P € Zcn(f, (1/a1)x105, +1,A9,...,Ay,). Le point ¢) résulte alors
de I’égalité de cet idéal avec 'idéal :

@C” (z?l T IZ";Jflaxl +ai,..., xnaxn + an)

Remarque — Considérons le Zgn-module Ocn[l/f]/Ocn. 11 est isomorphe a
R1F{ §=0}Ocn et engendré par la classe de 1/f. Nous vérifions alors que I'annu-
lateur dans Z¢n» de la classe de 1/f est l'idéal :

a an
Den (27t -+ xp™ 2105, + a1, ..., X0y, + an)
Nous retrouvons donc bien :

Rr{fzo}(ﬁ(cn) ~ Li*RF{tff:()}(ﬁ(Cnx(C) = Li*%[—l]
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D’autre part suivant [G-G-M], nous pouvons considérer le germe & 'origine de Zgn -
module : RnF(R+)n 00cn o qui est isomorphe a la limite inductive suivant ¢ de

ﬁ( B R+)/Z@’n<‘ [[(B. - &) ><B><<HB R+)>

Jj=i+1

ou B. est une boule de rayon e centrée a l'origine. Au voisinage de lorigine,
nous vérifions alors que I'annulateur de la classe de (Log f)"~!/f dans le module
R"T(r+yn (Ocn) o est I'idéal Den o(f, Az, ..., Ap). 1l en résulte 'isomorphisme :

(U ()0 ~ Dcn o(Log £~ 1/ f € R'T () (Ocn) 0
Nous allons maintenant calculer pour « € [0, 1], le Zen-module : Gry 4.

Notation 6.2—4 — Pour 1 < ¢ < n, nous notons :

X ={0;—1/a;;...;—(a; — 1)/a;} etﬂzU?’Zl%’i

%Z‘ =-1 _%i = {—1;(—@2‘ + 1)/ai;...;—1/ai} et @: U?:le%

En particulier # est I’'ensemble des racines de bs(— r)(s). Ainsi, d’apres la proposi-
tion 4.3-9 :

Vo ( M) = @~ Gro (A )

aEXR
Commencons par déterminer V (.#) pour a € Z.

Notation 6.2-5 — Pour y € R, désignons par E(y) le plus grand entier relatif stricte-
ment inférieur a y.

Proposition 6.2—6 — Pour a € R :
V(o) = Vo(Zenc) ( ﬁ 2f )t = f) = Fen ﬁ Yot - f)
i=1 i=1
Démonstration. — Notons :
= ﬁ H (s+1+05)
=1 a<pe;

Nous avons alors :

cals) = [1 (s+1—j/a) =] (s+1—j/a)
i=1 1<j<—a;a i=1  j=1
Il résulte de la proposition 4.3-9, que pour « € %
Vo (A) Veo(A)
———— ~ o (t0) ———-
Vo () ( f)v<,1(//z)
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Or, nous avons :

E(

—.

ca(t8)O(t — f) = i‘[ (=1/a;) (20, + J)o(t — f)

i=1

(—1/a;) P gP-ase) B o) 5y _ )

|

i=1

Il en résulte que Vo (&) /Ve_1(A) est le Vo(ZDen xc)-module engendré par la classe
de I’élément :

(H ~aia),, E( ai a>>5(t—f) € Veo(A)

Par homogénéité, c’est encore le Zcn-module engendré par le méme élément.
Or, d’apres le lemme 6.1-4, 1'élément ([]}_, 2PNt — f) € Vo(). Ainsi,
Vo (M) |Ve_1(AM) est le Vo(Pen xc)-module engendré par la classe de I’élément :

n

| ERI )

i=1

La proposition résulte alors du fait que Ve_1(#) = Zen ([ iy 27)d(t — f).

Corollaire 6.2—=7 — Pour o € % : Gro( M) est le Den-module engendré par la

classe de ([T}, mf(faia))é(t — f) dans Gro(A). De plus, Uannulateur dans Pcn de
(T, 2T ) s(t — f) est Vidéal :
Ja = Ten (185 (B(=ara), ..., Bl=ana)) bagjn, [Ty of () FC0)

ot pred(a) =sup {3 € Z; B<a} si—1<a<0 et E(—a;0/) =a; sia=—1. En
d’autres termes :

Gro( M) ~ Den [Ty

Démonstration. — Le corollaire se déduit de la proposition 6.2-6 par le lemme 6.1-3.
Nous pouvons noter que les valeurs E(—a;pred(a)) — E(—a;a) intervenant dans le
corollaire sont égales a un ou zéro.

Notation 6.2—8 — Notons d € Nle p.g.c.d. des éléments (aq, ..., a,), et pour 1 <i< n,
posons : b; = a;/d

Nous notons que pour 3 € R : E(—a;(8+ (1/d))) = E(=a;3) —b;. Il en résulte que
pour a € #Z, Gro (M) = Groq1/4(# ). Nous avons en particulier :

Proposition 6.2-9 — W (M) =~ (B _; /g)ca<o Cra(-#))".

SEMINAIRES & CONGRES 8



LE THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES EVANESCENTS 383

Remarque — Les modules V(M) , (M) et Gro(4) sont des Zcn-modules ho-
lonomes réguliers supportés par le croisement normal z;---z, = 0. Nous suivons
[G-G-M] pour les préciser et les plonger dans des espaces de fonctions associés au
croisement normal. Soit o € #. Notons Ko = {j € {1,...,n};a € @J} et ko son
cardinal. Considérons le germe & l'origine de Zcn-module : R’““FZKQ (Ocn) o limite
inductive suivant € ol B, est une boule de rayon € centrée a l'origine de

@Cn(ﬁ(BE —R+))/ 3" Gen(W; N B)

i=1 JEK,

ou W; = [\, W, avec W, ; = Cet W;; = C—R™" sii # j. Au voisinage de lorigine,
nous constatons que 'annulateur de :

( ﬁ x?(iaia)) f(Log f)f~' € R*Tz,_ 00cn o

i=1

est Iidéal J,. Il en résulte l'isomorphisme :
Gra()o = Teno( []2FCH) 12 (Log )t € RET,, Ocng
i=1

11 nous reste & déterminer Gro(.#). Nous avons :

Var (M) = (Vo(Zenxc) + 0Vo(Zenxc))o(t — f)

V<0(./ﬂ) = VO(@C%XC)(S@ — f)
Si a € ] — 1,0[, 'endomorphisme ¢9t est bijectif sur Gro(.#); en particulier si m
appartient & € Vo (M) — Voo (M), alors Oym € Vo1 (M) — Veqi1(A). Ainsi, nous

avons :

Vo( M) = Vo(Zenxc)d(t — f) + O Vor (A)

= Dend(t — f) + D (H xfi_1>6‘t(5(t —f

i=1
Nous en déduisons (en utilisant la proposition 6.2-6) que Gro(.#) est le Z¢n-module
monogene engendré par ([[_, #¢*~")0;6(¢t — f). Déterminons 'annulateur de ce gé-
nérateur. Soit P € Zen tel que la classe de P([]), 2%~ ")0;6(t — f) soit nulle dans

K2

Gro(#). 11 existe donc un opérateur QQ € P¢n tel que :
P(TL=")aste — ) = @bt - )
i=1

Nous en déduisons que ) est dans 'idéal a gauche engendré par les dérivations 0,
1 < i < n. L'identité devient :

P( H z‘i“_l)até(t )= Z Qi(0f/02),5(t — f)
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ol Q =Y. Q;0:, € Dcn. En utilisant que Paction sur .# de J; est injective, nous en

déduisons que :

PEi@Cn,(H

Nous avons ainsi montré :

xi) + Ann@cﬂ (H? 1 xa7_1)§(t - f)

n
i=1,ij

Proposition 6.2—-10

_ Dend(t = ) + Do ([T, 21t — f)
Gro(A) = Dend(t — f)
N Den
~ Do (o Az wihici<ns - 1A (ar = Lo yan = Dhigigns - )

Exemple — Dans cet exemple, nous prenons n = 3 et pour fonction :

f(z1, 2, 23) = aiadal

Nous avons :

AQ = il‘lawl — %.132812, A3 = ixl(‘)ml — %1‘36303, d=2
zl—{ 1 _77_§a_4}
‘%fﬂ'z*{ 1;7277%;7%77%;7%}
%3 = {_1a _%7 _%a _%7 _%7 _ga _ia _%}
R={-1-T5-%-3 -3 -5 -4 -3 -L 1 1. 1}
Donnons le tableau des Gr,(.#) pour « € ]0, —1]
Gra() (g ")t ) Ja
Gr_l/g(%) (5(t—f) (l’g,AQ,Ag)
Gr,l/G(%) l’gé(t—f) ($27A27A3+1/8)
Gr,1/4((//1) .132.%‘3(5(t—f) ($1$3,A2+1/6,A3—|—1/8)
Gr_1/3(///) I1I2I3(5(t—f) ($2,A2—1/4+1/6,A3)
Gr_z/s(A) a125230(t — f) (23,2 —1/4+2/6, As)
Gr_y (A ) x1x2x§5( -0 (x12973, A0 — 1/44+2/6, A3 + 1/8)
Gf—5/8(///) 931352373 5(t—f) (r3,A2,A3)
Gr_s/3(4) atwiw3o(t — f) (z2,82,A5+1/8)
Gr_g)s(A) afwsa3o(t — f) (w123, A2 +1/6, A3 +1/8)
Gr_5 /(A4 ) r3x3280(t — f) (x2,A2 —1/441/6,A3)
Gr_7/s(A) afadafo(t — f) (v3, A2 —1/4+2/6,A3)
Gr_1(A) afaeleio(t — f) (w1223, Ap — 1/442/6, A3 +1/8)
Pour finir détaillons, I'action de la monodromie T sur ¥, (.#). Pour tout i €
{1,...,n}, nous avons constaté que 'opérateur différentiel (1/a;)x;0,, +t0; + 1 annu-
lait 0(t— f) = 0. D’apres le théoréme 5.3-2, le morphisme T de ¥ (.#') correspondant

a la monodromie géométrique est exp(—2imtd;). C’est un morphisme de Zc»-module;
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il est donc déterminé par sa valeur sur des générateurs ¥, (.#) comme Zcn-module.
Soit a € %. Constatons que 'action de td; + 1 4+ o sur Grg (A) est nilpotente d’in-
dice kq. Ainsi, sur Gry(.#), nous avouns :
ko
exp(—2imtdy) = exp(2ira) Z 1/ (=2im) (t0; + 1 + a)?
7=0

Pour déterminer T, il reste ainsi a calculer son action sur chaque générateur

(T, 2PN s(t — f) de Gro(.4), pour o € R.
Pour obtenir une expression plus explicite de la monodromie, reprenons 1’identifi-
cation :

Gra()o = Feno [T 7" ) £ (Log )" € R*T, G o
i=1

Nous constatons :

T((ﬁx?(—aw)fa(Log f)kwl) - exp(Qiﬂa)(ﬁxif(—a,:a)>fa(Log(f) + 2im)kel
A i=1

Nous en déduisons 'action de la monodromie sur Gr,, .#Z sous une forme élémentaire.

6.3. Calcul des solutions holomorphes. — Le calcul de ¥C peut bien sir se
faire directement a partir de sa définition topologique. Par exemple, par un argument
de constructibilité, nous pouvons montrer que (¥;C)y est isomorphe au complexe
RU(f~1(t),C) pour tout ¢t € C non nul. Nous vérifions alors que f~*(¢) est homéo-
morphe & d exemplaires de (C*)"~1 o d désigne toujours le p.g.c.d de (ay,...,a,).
Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les complexes des solutions holo-
morphes des modules Gry(#) pour 0 < a < —1 et ¥ (#) a partir de leurs pré-
sentations comme Zc»-modules. Nous obtenons ainsi explicitement W ¢C a partir de

U, ().

Notation 6.3—1 — Soit £ € N™. Soit K*(¢) le complexe de Koszul associé aux opé-

rateurs Ag(€),..., A, (f) : c’est le complexe 0 — K ~"F1(¢) <4 K°) — 0,

ol

K= @ Den e, N Neg,
1<k < <k;<n—1
et si P € Yen :
d(Pe, A ... New) =5 (~1)ITLPA Ly (Dep, A-- Aeiy Ao+ Ae,

Lemme 6.3-2— Soit £ € N™. Le compleze K*(¢) est une résolution libre du Pgn-
module Den | Den (As(l), ..., An(0)).

Démonstration. — Le lemme se déduit du fait que les opérateurs A;(¢) commutent
et que leurs symboles principaux forment une suite réguliere.
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Soit ¢,¢ € N™. Pour 2 < j < n, nous avons : A0+ Z)a:z = :cZAj(E), ou si
(= (ly,...,0n), " = 2% .. zl». Par suite le diagramme :
~ d ~ .@(Cn

d
KfnJrl[ Vi H"'HKOK 0 — — —
(e+0) CH D (Dot + D), A+ D)

l j [
Den

d d
-@(C" (A2(€)7 LR An(é))

K_n-"_l(f) sy Ko(ﬁ)

est commutatif. Nous avons alors :

Lemme 6.3-3— Soit Z,ZE N". Le cone du morphisme de complexe :

K_"+1(€+Z)i>"'i>K0(€+Z)*>O
,xzi sz

K-t~ L K0 — 0

est une résolution libre du Den-module : Den | Din (:EZ, Ag(l), ..., An(0)).
Proposition 6.3—-4 — Soit —1 < o < 0 tel que a € Z et o & (1/d)Z. Alors pour tout
1eN:

Ertey,, (Gro (M), Ocn)o =0
Pour —1<a<0etac(1/d)Z :

gxti%" (Gro(A), Ocn)o =0 pouri <0 oui>n
gxtf@cn (Gro( M), Ocn)o ~ AH(C" ) pour 1 <i<n
Démonstration. — Soit £ = ({q,...,¢,) € N". D’apres le lemme 6.3-2, le complexe :

Rt%ﬂom@m (@C"/@C” (Ag(f), ey An(f)), ﬁcn)

est isomorphe au complexe : 0 — L%(¢) SR L™ 1(¢) — 0, on
LZ(E) = ) Ocn ey N+ Neg,

1<k 1< <k;<n—1
i

d(geg, N...- -~ Neg,) = Z(—l)jHAj_H(Z)(g) ej—1New N Neg,
=1

J
Supposons 0 < ¢; < b; — 1 pour 1 < i < n. Considérons le complexe :

AVI())

0 — C{z1,...,2,} C{z1,...,2n} — 0

Soit do € N le p.g.c.d. de a; et as. Un calcul élémentaire montre que le complexe
précédent est isomorphe au complexe :

d d 0 d d
0 — af 2l C{a 225" 2y, 2} = 2l 2R C{a P2 2y, 2} — 0
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Le complexe L*(¢) est un complexe de Koszul et par itération, nous obtenons que
L*(¢) est isomorphe au complexe :

0 — z'C{zb - zln} SN 2 CL{abr - 2t} @c APHCH) — 0

De méme, nous obtenons que le complexe L*(by,...,b,) est isomorphe au complexe :

0 — Cfalt - alr} 2o o ol alry @ AMTH(ET) — 0
Constatons que si £/ € N™ est tel que 0 < ¢; < £, < b; — 1, alors le morphisme
de complexe L*(¢) — L*(¢') de multiplication par z¥ ¢ est un isomorphisme; et si
0; < L, =b;, son cone est isomorphe au complexe :

0—c L) Loaen Lo
D’apres la proposition 6.2-9, nous pouvons supposer « € Z et —1/d < a<0.1len
résulte pour tout 1 < i < n, E(—aia) < b; — 1 et avec les notations du corollaire 6.2—-7
que E(—a;pred (—1/d)) = b;. La proposition résulte alors du lemme 6.3-3.
La monodromie géométrique T agit sur les complexes des solutions holomorphes
de chaque Gro(.#) pour o € Z. L'opérateur T — exp(2im(—a)) est nilpotent d’indice
de nilpotence égal & ko — 1 ol kg est le cardinal de K, = {i € {1,...,n};o € %;}.

6.4. Le cas d’une fonction d’une seule variable. — Soit ¢ € N*, un entier
naturel non nul. Nous considérons dans ce paragraphe la fonction :

f:C—C:axr—a®

Les complexes ¥ ;C et ®;C sont des complexes de faisceaux d’espaces vectoriels sup-
portés par 'origine de C et correspondent donc & des complexes d’espaces vectoriels.
Par un calcul élémentaire, nous obtenons les faits suivants :

i) Le complexe ¥;C n’a de la cohomologie qu’en degré 0.

ii) Le triangle Qf_l(o) — W;C — ®4C est isomorphe au triangle défini par la suite
exacte d’espaces vectoriels :

i a D Cc
0= C—=C—=Gn 1o "

ol p est le morphisme de passage au quotient et ¢ celui défini par i(A) = (A,..., A).

iii) Le morphisme de monodromie sur ¥;C correspond & I'endomorphisme de C*
qui a pour matrice dans la base canonique :

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1

0
0 0 1 O
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Posons 4 = Ocxc|1/t — f]/Ocxc. Le calcul algébrique du triangle :
O, (M) — V(M) — Li* M
se déduit des calculs du paragraphe 6.2. Dans ce cas particulier, nous obtenons :
Gro(#)=0 pour a ¢ (1/a)Z

Grj/o( M) ~ Dc/PDecx pour j € Z— {0}
Gro(.//) =0
U ()= - E<B B Gr_j (M) ~ (Dc/(Dcx))?
Ball) = @ Gr ) = (Fe/Tex)

Le triangle : @ (.#) — V. (.#) — Li* .4 correspond a la suite exacte naturelle de
PDc-modules :

0— @1@'@;—1 Gr_jjo( M) — ®0§j§a—1 Gr_jja(M) — Gr_1 (M) —0

! L [

00— (9@/@@1’)“71 —_— (@@/(@Cx))“ EE— @@/@Cm —0
Détaillons enfin I’action de la monodromie sur ¥, (.#). Pour tout £ € N,
(t0; + (1/a)0pz + 1 — (L +1)/a)zS(t — 2%) = 0.

Ainsi I'action de 'opérateur t0; dans Gr_(1¢)/,(#) correspond a celle de la multipli-
cation par (£ + 1)/a. D’apres le théoréme 5.3-2, le morphisme de ¥, (.#) correspon-
dant & la monodromie géométrique est exp(—2imtd;). Il en résulte que ce morphisme
agit sur Gr_(14¢)/q(.#) comme la multiplication par e~2im(t+1)/a - Compte-tenu de
la, décomposition de U, (.#), le morphisme de monodromie s’exprime & l’aide de la

matrice diagonale :
1 0

6727;71'(2/(1)

0 6727571'(1/0,)
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