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RESUMEN. En este articulo divulgativo se presentan los conceptos béasicos so-
bre hiperciclidad, ejemplos clasicos de operadores hiperciclicos en espacios de
Fréchet y propiedades importantes de operadores hiperciclicos en espacios lo-
calmente convexos.

Introduccién

En un espacio vectorial topoldgico, diremos que un vector del espacio es hi-
perciclico para un operador si la 6rbita del vector respecto de dicho operador es
densa en el espacio. Un operador es hiperciclico si tiene un vector hiperciclico.
La importancia de los operadores hiperciclicos estd histéricamente motivada
por el estudio de los subespacios invariantes. La clausura de la envoltura lineal
de la 6rbita de un vector es el menor subespacio cerrado invariante que contiene
al vector. Por lo tanto, un operador no tiene subconjuntos cerrados invariantes
no triviales si y solo si cada vector no nulo es hiperciclico.
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Por otro lado, recientemente, el estudio de los operadores hiperciclicos ha
aparecido en el andlisis de los sistemas dindmicos discretos. Una de las defini-
ciones més aceptadas de aplicacién caética es la propuesta por Devaney [12]:
una aplicacion continua en un espacio métrico es cactica si es transitiva, el con-
junto de puntos periddicos es denso en el espacio y tiene dependencia sensible
de las condiciones iniciales. Para aplicaciones continuas en espacios métricos
completos separables, transitividad es equivalente a hiperciclicidad y el estudio
de la transitividad es el principal escalén para establecer que una aplicacién
es cadtica. Ademds, en 1991 Godefroy y Shapiro [14] demuestran que, en es-
pacios de Fréchet (espacios localmente convexos, metrizables y completos), un
operador hiperciclico tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.
Por tanto para operadores hiperciclicos sélo resta estudiar la existencia de un
conjunto denso de puntos periddicos. Posteriormente, en 1992 Banks et al.
[3] demuestran que en espacios métricos, una aplicacién continua y transitiva
con un conjunto denso de puntos periédicos tiene necesariamente dependencia
sensible de las condiciones iniciales.

Los vectores y operadores hiperciclicos aparecen por primera vez en los tra-
bajos de Birkhoff, MacLane y Rolewicz.

En 1929 G. B. Birkhoff [9] establecié un interesante resultado sobre las
orbitas de funciones por operadores traslacion en el conjunto de las funcio-
nes enteras. Concretamente si consideramos el espacio de Fréchet H(C) dotado
de la topologia de convergencia uniforme sobre los conjuntos compactos del
plano complejo, y el operador traslacién Ty, : H(C) — H(C) definido como

T.f(z)=f(z+a) (feH(C), zeC,acC),

Birkhoff demuestra que si a # 0, entonces existe una funcién f € H(C) cuya
6rbita {T"f}>2 , es densa en H(C). Este resultado se puede interpretar de
varias maneras, por un lado nos asegura la existencia de una funcién “universal”
que, en todo conjunto compacto, sus traslaciones se aproximan a cualquier
funcién entera tanto como se desee; por otro lado, desde el punto de vista de
los sistemas dindmicos obtenemos que el operador traslacion es transitivo.

En 1952 G. R. MacLane [18] demuestra que el operador derivada D : H(C) —
H(C) también es hiperciclico.

El estudio de los operadores hiperciclicos en espacios de Hilbert aparecié por
primera vez en 1969 de la mano de S. Rolewicz [20], quien prueba que si o es
el operador “backward shift” en Il definido como

o(ai,as,as,...) = (az,as,...),

entonces Ao es hiperciclico para todo ntimero complejo A de médulo mayor que
la unidad.
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En 1982 C. Kitai [16] obtiene en su tesis doctoral, una condicién suficiente de
hiperciclicidad, conocida como criterio de hiperciclicidad. Lamentablemente
este resultado nunca fue publicado y en 1987 R. M. Gethner y J. H. Shapiro [13]
demuestran el mismo criterio. Ademés, utilizando este criterio deducen los
resultados citados de Birkhoff, Maclane y Rolewicz de forma casi automatica.
J. P. Bes [6] mejora el resultado de Gethner, Shapiro y Kitai al imponer unas
condiciones mas débiles al criterio de hiperciclicidad.

Es preciso mencionar uno de los mas recientes e importantes resultados de
hiperciclicidad, obtenido independientemente por L. Bernal [5] y S. T Ansari [2],
el cual asegura que en todo espacio de Banach separable de dimension infinita
se puede definir un operador hiperciclico. Referimos a [10] para la prueba
en espacios de Fréchet y otros resultados relacionados en espacios localmente
CONVexos.

En el presente trabajo se generalizardn a espacios localmente convexos al-
gunos resultados sobre operadores hiperciclicos, ya conocidos para espacios de
Banach. Por otra parte, también se aportan las modificaciones necesarias en
las demostraciones, para obtener la correspondiente propiedad en el caso en el
que el cuerpo de escalares es R, a partir del caso en el que el cuerpo es C.

El trabajo se estructura en tres partes. En la primera se dan las definiciones
y resultados necesarios para establecer el criterio de hiperciclicidad. En la
segunda parte se enumeran varios ejemplos clasicos de operadores hiperciclicos.
Se probard la hiperciclicidad de los mismos utilizando el criterio demostrado
en la primera parte. En la tercera se utilizara la complexificacién de un espacio
para establecer el correspondiente resultado en el caso real y se demostraran
algunas propiedades en el marco de los espacios localmente convexos.

La notacién utilizada para espacios localmente convexos es estdandar y refe-
rimos al lector a los textos [17] o [19].

Finalmente, es necesario senalar que este articulo es parte de la tesina de
licenciatura realizada por el autor bajo la direccién del profesor A. Peris. Quiero
también agradecer a J. Bonet sus sugerencias y la lectura de la versién final.

1. Operadores hiperciclicos y el criterio de hiperciclicidad

Definicién 1.1. Sea X un espacio topologico y T : X — X una aplicacion.
Para cada x de X, la drbita de x por T es el conjunto

Orb(T, z) == {z, Tz, Tz, ... }.
Definicién 1.2. Sea X un espacio vectorial topolégico y T un operador lineal

y continuo en X. Un punto = de X es hiperciclico (de T) si Orb(T, x) es densa
en X. Un operador hiperciclico es aquel que tiene un punto hiperciclico.
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Definicién 1.3. Sea X un espacio topolégico. Una aplicacién T : X — X es
transitiva si para todo U y V subconjuntos abiertos no vacios de X existe m
nimero natural tal que T(U) NV # @.

A continuacién probaremos que en espacios métricos de Baire, separables y
sin puntos aislados, un punto tiene 6rbita densa para una aplicacién continua
si, y s6lo si, la aplicacion es transitiva. En la demostracion se utiliza el hecho de
que el espacio es de Baire, por tanto deduciremos la existencia de un punto con
orbita densa sin tener un método constructivo para encontrarlo. Mas adelante
volveremos sobre esta cuestion ofreciendo un método constructivo de vectores
hiperciclicos.

Proposicién 1.4. Sea X espacio métrico de Baire perfecto (i.e., sin puntos
aislados) y separable y T : X — X continua. Entonces existe z € X cuya
orbita respecto de T es densa en X si, y sélo si, T' es transitiva.

Demostracion. Por hipdtesis sea z € X tal que {T"z : n € Ny} es denso en X.
Sean U y V abiertos no vacios de X. Existe k € N tal que 7%z € U. Como X
no tiene puntos aislados, {T™z : m > k} también es denso en X, luego existe
n € N tal que TF+"z = T™ (Tkz) € V. Tomamos y := T*z € U y tenemos que
Ty € V, por tanto T (U) NV # @.

Reciprocamente, como X es espacio métrico separable cumple el segundo
axioma de numerabilidad, podemos por tanto tomar una base {V,,} de
abiertos para la topologia de X. Para cada n € N definimos

Gp:={zxeX / dmeN : Tz eV,}.

Veamos que, para cada n € N, G,, es abierto en X. Dado « € G,,, existe m € N
tal que 7™z € V,,. Por ser T continua, W := (T™)"' (V,,) es abierto en X.
Tenemos que x € W y ademds T™(W) C V,,; esto es, W C G,,. Veamos que,
para cadan € N, G, es denso en X. Sea U abierto en X. Como T es transitiva,
existe m € N tal que T™(U)NV,, # &, esto es, existe x € U tal que T™x € Vy,;
de donde z € U NG,,. Por ser X espacio de Baire tenemos que

G::ﬂGn

neN

neN

es denso en X.

Veamos que cada punto z de G tiene érbita, respecto de T', densa en X.
Sea z € G y U abierto no vacio cualquiera de X. Por la eleccién de {V,,},, cx;
existe ng € N tal que V,,, C U. Como z € G C G,,, existe m € N tal que
Tz € Vpy, C U, luego Orb(T, 2) = {T™z : m € Ng} es denso en X. M

El siguiente teorema es el criterio de hiperciclicidad de C. Kitai [16] y R. M.
Gethner-J. H. Shapiro [13]. C. Kitai lo formulé para espacios de Banach, R. M.
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Gethner y J. H. Shapiro lo hicieron para espacios de Fréchet. No demostraremos
el teorema ya que éste queda incluido como un caso particular de un criterio
més general formulado por J. P. Bes [7] (ver Teorema 1.6).

Teorema 1.5 (C. Kitai y R. M. Gethner-J. H. Shapiro). Sea X un espacio de
Fréchet separable y T : X — X un operador lineal y continuo. Si existen X
subconjunto denso de X y una aplicacién S : Xg — X, (no necesariamente
lineal ni continua) tal que:

(i) ToS =Ix,,

(ii) Smx =370,V x € X,

n—oo

(iii) T"x — 0, V = € X,

entonces T es hiperciclico en X.

El teorema anterior ha sufrido varias generalizaciones imponiéndole cada vez
hipétesis més débiles. Por ejemplo, G. Godefroy y J. H. Shapiro [14] obtienen
una versiéon mas general en la que S esta definida en un subconjunto Yy denso
en X (posiblemente diferente de Xy) tal que T'o S = Iy, y S™y "—= 0, para
todo y € Yp.

La version que presentamos ahora es la mds general que se conoce y se
debe a J. P. Bes [7]. Por otro lado se demostrard de dos maneras distintas.
La primera utiliza transitividad, es decir, la caracterizacion que se demostré
en la Proposicién 1.4, siendo por tanto una demostracién no constructiva (la
original en [7]). La segunda es una demostracién constructiva, sugerida por A.
Montes, en la que iremos construyendo una sucesion convergente a un vector
hiperciclico. Para encontrar la sucesién haremos uso de la separabilidad del
espacio y de una sucesién fundamental creciente de seminormas que definan la
topologia del espacio.

Teorema 1.6 (Criterio de hiperciclicidad). Sea E un espacio de Fréchet sepa-
rable y T : E — FE un operador lineal y continuo. Si existen subconjuntos
densos X eY de E, una sucesion creciente {my,};-, de naturales y aplicaciones
Sm, 1Y — E, k € N, (no necesariamente lineales ni continuas) tales que:

() (T 0 Sy )y =F y,Vy ey,

(i) Spoy = 0,VyeY,
k—oo

(iii) 7™z "= 0,V 2 € X,

entonces existe un vector z tal que {T™*z},- | es denso en E.

Demostracion. (Via transitividad). Veamos que el operador T es transitivo.
Por densidad de X e Y en E, bastara con probar que, dados U, V dos 0-
entornos absolutamente convexos en E, x € X, y € Y, existe un natural m tal
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que T™(x 4+ U)N(y+ V) # @. Por (i), (ii) y (iii) existe m € N tal que
(T"oSm)y €y + %V, SnyeU, TMxze %V.
Entonces
T x4+ Spny) =T"xc+ TSy € %VerJr%VCerV,

luego T™(x + U) N (y + V) # @. Como T es operador transitivo, por la
Proposicién 1.4 obtenemos la existencia de un vector z con érbita densa. M

Demostracion. (Constructiva). Por ser E separable e Y denso en E, existe
{yr}tpey C Y denso en E. Sea {| - ||, },—, sucesién fundamental creciente de
seminormas en F que generan la topologia del espacio E. Dado z; € X,
tomamos ny € {my},,; tal que

1
| T Snyy1 — w1 Il < 5

1 1
[Tzl <55 [ Smyn [l <5 5

2’ 2’
definimos 2 := z1 + Sp,¥1- Sea x2 € X tal que
1

[ T (22 — 21) |l < 53

1
?7

tomamos ny € {mg -, na > nq, tal que

|22 —21 |, <

1 1
T2z lly < 550 N Snay2 Il < 5
1 1

17802 =2 Iy < g5 1T Szl < o5

y definimos z3 := x5 + S,,y2. Supongamos que tenemos {z1,za,... , x5} C X
y np < ng < --- < ny pertenecientes a {mk}gozl tales que

1 , 1 )

ol Snjyj “j<?a [ T"’Snjyj—yj ||j<§’ J=1...k

1
5 . R—
| T 0, < 5 -

J
. 1 . . .
| T"Sp,y; ||j<§7 i=1,...,5—1; 7=2,... k,
y ademas

1 .
5, .7*2%";]%

I T (= 2-0) Iy < 550 i =L ii =15 G =20k,
siendo z; = xj+Sp,y; , j=1,... k. Para completar induccién sea zy1 € X
tal que

[z =z l; <

1 A 1 .
| Zht1 — 2k lgyr < o1 | T (w1 — 2k) gy < gkt T L... k.
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Tomamos ng41 € {mg}rey, Nkt1 > ng, tal que

1 1
| T g [y < k417 S sr lly < 2k+17

1
” Tnk+1snk+1yk+l — Yk+1 ||k+1 < Wa

: 1 .
|| Tmsnk+1yk+1 ||k+1 < oFFT i=1,...,k,

y definimos entonces zx41 := Tg41 + Snpps Yyt
Veamos en primer lugar que la sucesién {zn}zozl es convergente, para ello
probaremos que para cada seminorma || - ||, , k=1,2,... lasucesién {z,} -,
es de Cauchy. Dado k € N, sean p,q € N con p > g > k, tenemos
2o = 2g Iy < 1 2p = 2p—1 [l + - + 1l 240 = 24 [l
=l @p 4+ Sn,¥p = zp—1 Il + - + | g1 + Sngua Y1 — 2q I,
<l ap—2zp—1 lly + | Snpp Il + -+
o g = 2 I+ S I
<y = 2t ly 1 Sy, +
bl zgr = 2 g+ Snpn Yo oy < o
Sabiendo que {z,} -, es convergente, sea

oo
z = lim zn:zk—i—Z(sz—zj) .

n— 00
J=k

Por tltimo, veamos que limy_.o || T2 — yi ||, = 0, lo cual implicarfa que
Orb(T, z) es densa.

o0
1T 2 =yl = 1T (2 + D (241 = 2)) = il
j=Fk

oo
=Tz + > T™ (2541 — 25) — Uilly
=k

oo
STz — g |l + Z 1T (2541 = 25) |
j=k

= [ T" (xp + Snpyr) — Uk ) +

oo
Z || Tk (l‘j+1 + Snj+1yj+1 - Z]) ||k
j=k
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ST™ @ [l + 1| T Snyyr — vk e +

o0 o0

Z || T (‘TjJrl - Zj) ||j+1 + Z H TnkS’ﬂj+1yj+1 ||j+1

Jj=k Jj=k

1 1 1 1 4

wrawtata=n ¥

De ahora en adelante operador siempre significarda operador lineal y continuo.
Cuando digamos que un operador T : E — E (con FE espacio de Fréchet
separable) satisface el criterio de hiperciclicidad entenderemos que T satisface
todas las hipétesis del Teorema 1.6. El criterio de hiperciclicidad que acabamos
de probar es una condicién suficiente para la hiperciclicidad de un operador,
maés adelante volveremos sobre él y hablaremos del reciproco del criterio de
hiperciclicidad.

<

L. Bernal [4] demuestra otra condicién suficiente para establecer la hipercicli-
cidad de un operador, concretamente, si un operador cumple que: el conjunto
de autovectores con autovalor de maodulo mayor que la unidad y el conjunto
de autovectores con autovalor de modulo menor que la unidad tienen ambos
envoltura lineal densa en el espacio, entonces el operador es hiperciclico. No-
sotros demostraremos que si un operador cumple la condicién que acabamos
de mencionar, entonces satisface el criterio de hiperciclicidad y por lo tanto es
hiperciclico. Recordamos que, en un espacio vectorial topolégico, un subcon-
junto se dice que es total si su envoltura lineal es densa. Si T es un operador y
u es un autovector de T', denotaremos por A(T, u) al autovalor correspondiente
a u. Sino existe ambigiiedad omitiremos T y escribiremos A(u).

Proposiciéon 1.7. Sea E un espacio de Fréchet separable y T : E — FE un
operador. Si existen dos subconjuntos totales A y B de E tales que:

(a) todo vector de A es un autovector de T y | A(a) |< 1, para todo a € A,
(b) todo vector de B es un autovector de T y | A(b) |> 1, para todo b € B,

entonces T satisface el criterio de hiperciclicidad (Teorema 1.6).

Demostarcion. De los subespacios LIN A y LIN B extraemos bases A y B,
respectivamente. Tomamos

X:=LINA=LIN A e Y :=LIN B=LIN B.

Para cada b € B, definimos

1
——b
Ab)
y extendemos S por linealidad a todo Y. Veamos que X, Y y S satisfacen las
hipétesis del Teorema 1.6 para {m;}32, = {k}22, vy Sk = S*¥. Obviamente, X
e Y son densos en F por ser A y B subconjuntos totales.

Sb :=
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(i) Dado b € B tenemos

1
ToS)h=T —b=1>
ToSh=T b=
luego (T* o Si,)y = y para todo y € Y.

(i) Sea {|| - ||;}$2; sucesién fundamental creciente de seminormas en E que
generan la topologia del espacio. Para cada seminorma || -||, y cada b € B
se tiene

g k

— 00
ol — 0.

[ Sk’bHi = ‘

1
A(b)
luego Siy o) para todoy € Y.
(iii) Para cada seminorma || - ||, y cada a € A se tiene

k k—
I T all; = A(@)]" || all; =30,
por tanto T%x ey para todo z € X. ™

Un problema todavia abierto es demostrar si es cierto el reciproco del criterio
de hiperciclicidad, es decir,

(P1) {Todo operador hiperciclico satisface el criterio de hiperciclicidad?

Se han hecho avances recientes para intentar contestar a la pregunta anterior.
El resultado que probaremos a continuacién (se debe a J. P. Bes [7]) caracteriza
a los operadores que satisfacen el criterio de hiperciclicidad.

Teorema 1.8. Sea E un espacio de Fréchet separable y un operador T : E —
E. Equivalen:

(i) T satisface el criterio de hiperciclicidad.
(ii) Para todo nimero natural r > 1, el operador T'® o) @T es hiperciclico

en E'x o xE.

(iii) Para todo niimero natural r > 1 y abiertos no vaciosUy, ... ,U., V1,... ,V,
de E, existe n € N tal que T"(U1)NV1 # @,... , T"(U,) NV, # @.
Demostracion. (i) = (ii) Denotemos T := T'® o) @eT. Si X, Y, {me}2, vy

Sm, son como en el Teorema 1.6, tomamos

X = Xx o) xX, Y:=Yx o) XY,  Smy = S, ® ) DS, -

X eY son densos en Ex o xXFEy entongesj“ satisface las hipétesis del criterio
de hiperciclicidad (Teorema 1.6) para X, Y, {my}2, ¥ Sm,, por tanto T es
hiperciclico.



60 FELIX MARTINEZ-GIMENEZ

(ii) = (iii) Fijamos un nimero natural r > 1, si Uy,...,U,, Vi,...,V, son
abiertos no vacios de F, aplicando la Proposicién 1.4 al operador T'&® o ®T y
a los abiertos (en E'x o) xE) U = U x o xU, y V:=Vix ) xV,., existe
n € N tal que (T'® o) eT)"(U) NV # @ de donde

T (U)NWV #@,...,T"(U,) NV, # @.

(iii) = (i) Sea {B;}{2; una base numerable para la topologia de E. Fijando
r = 1 en (iii) obtenemos que T' es hiperciclico por la Proposicién 1.4, sea por
tanto z € E vector hiperciclico para T

Consideramos {W;}22; una sucesién fundamental decreciente de 0-entornos
abx y abiertos en E. Para cada i =1,2,..., tomamos V; := z + W,. Conside-
ramos los pares de abiertos en E (Wq,V1) y (By, W1), por (iii), existe n; € N
tal que T (W) NVy # @y T™ (By) N W # @. Existen wy € Wy, b1 € By
y, por continuidad de 7™, W, tales que

T"1w1 eV, ™ (bl,l +Wm1) c Wy
Bl,l = bl,l + Wm1 C b171 +Wm1 C Bj.

Consideramos los pares de abiertos (Wo, V), (B2, Wa) ¥ (B1,1, Wa), por (iii),
existe no € N, no > nq, tal que

T (Wo) Vo £ @, T"(B)NWy# @, T"(Byy)NW, # 0.

Existen wy € Wy, ba1 € Ba, bia € By y, por continuidad de 772, W,,,,
mg > my, tales que

Tnz’wg e Vs, " (bg}l +Wm2) C W, "2 (b172 +Wm2) C Wo,
By :=by1 + Wy, Cba +Wm2 C By,
By = b172 + Wiy Chia+ sz C Bi1-

Supongamos que tenemos {wy,... ,wi} C E, naturales n; < -+ < ng, my <
-+ < my y vectores by ; (s, € N,s+j < k+1) tales que parar =1,2,... ,k
se cumple

w, € W,, T"w, €V,,
T (bsr—s41 + Wi, ) CW,, paratodo s <r,
Byq:i=b.1+ Wy, Cbpy+ W, C By,
By y—st1 :=bsr—st1+ W, Cbsrsi1+ W, Chsrs+ Wy | =t Bs,_s,

para todo s < r. Para completar induccién consideramos los pares de abiertos
(Wit1, Vi), (Bet1, W), (Br, Wega)s (Br—1,2, Weg1)s - - -5 (Baje—1, W),



OPERADORES HIPERCICLICOS EN ESPACIOS DE FRECHET 61

(B1,k; Wiy1). Por (i), existe ng+1 € N, ngi1 > ng, tal que

T+ (Wyi1) N Virr # @, T™(Bry1) N Wia1 # 9,
T (Be,) N Wi # @, 1™ (Bg—1,2) N Wiyt # 9,

T+ ( By 1) N Wiy1 # &, T+ (B1g) N Wi # 2.

Existen wr4+1 € Wi, beg1,1 € Brg1, be2 € Bra, oo, bak € Bo 1, by p1 €
Bk y Winyyrs Mig1 > my, tales que
T wpgq € Vipr, T (by11 + Wiy ) C Wi,
Tme+1 (bk’g +ka+1) C Wk+1

Tnk_H(bQ,k +ka+1) C Wk+1a Tnk+1(b17k+1 +ka+l) C Wk-‘rl
Bii11 = brs1,1 + Wingy Chiy11+ Wiy, C Bega
Bio :=br2+ Wi, Cbeo+ Wy, C Bia

B :=boj+ Wiy Chog+ Wi,y C Bajgo1
Bi ki1 = b1 g1+ Wiy C b1yt + Wiy, C Bk,
Para cada s > 1 tenemos que
bS’l + Wms B bS,Q + Wms+1 B b8,3 + Wms+2 Do
Como el espacio F es completo, existe un tnico z tal que
Ty € m bs,j +Wm5+j,1~
jz1

Consideramos X := {x,, s > 1}, Y := {z,T2,T?z,...} y aplicaciones
Sn, Y — E definidas como S, (T"z) := T"wy, r > 0, k > 1. Veamos
que para X, Y y S, asi definidos se cumplen las hipétesis del criterio de hi-
perciclicidad. Y es obviamente denso en E. X es denso en E ya que para cada
s > 1z, € B,. Falta por tanto comprobar que

(1) (I 0 Sy, )y "=y, para todo y € Y,
(2) Sn.y hoop 0, para todo y € Y,
(3) T x "% 0, para todo z € X.
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Por construccién tenemos que T"* wy, oo z, luego
(T™ 0 8, )(T72) = T™(S,, (T72)) = T™ (T wy,) = T"(T™ wy) "= T" 2,
y tenemos la propiedad (1). Por la elecién tomada de wy tenemos que
wy — 0’

luego Sy, (T7z) = T wy, oo 0, y tenemos la propiedad (2). Fijamos zs € X.
Para k > s, se cumple que

Ts € ﬂ bs,j + WmSJrj,l C bs,kfs+1 + ka = Bs,krferh
j>1

y entonces T xs € T™ (bs 541+ W, ) C Wi, luego T koo y obtene-
mos la propiedad (3). Por consiguiente, T" satisface el criterio de hiperciclicidad.

il

La suma directa de dos operadores hiperciclicos no es en general un operador
hiperciclico (ver [22], corolario 2.6). También tenemos que si un operador
T satisface el criterio de hiperciclicidad, entonces T @ T es hiperciclico, sin
embargo un problema todavia abierto es si puede sustituirse, en la afirmacion
anterior, la hipdtesis de que T satisfaga el criterio de hiperciclicidad por la
aparentemente mas débil de que T sea hiperciclico, es decir,

(P2) ; T® T es hiperciclico si T es hiperciclico? ([15], p. 97)

En [7] también se muestra que los dos problemas (P1) y (P2) son de hecho
equivalentes. Necesitaremos para ello el siguiente lema.

Lema 1.9. Sean operadoresT; : X — X,i=1,...,n, donde X es un espacio
vectorial topoldlogico. Si Ty @ --- @& T, es hiperciclico, entonces Ty & --- & T,
es hiperciclico para todo natural 1 <r <mn.

Demostracion. Sea (z1,...,2n) € XX o) x X vector hiperciclico para T7 ®
-+ @®T,. Veamos que (z1,...,%) es hiperciclico para T} & --- ® T,. Dados
x:=(x1,...,2.) y U O-entorno abierto en X x o x X, consideramos

~ (n—r)

o= (x1,...,2,,0,7770) y U=UxXx -+ xX.
Obviamente, T + U es entorno abierto de Z y como (z1, . 5% zn) es hiperciclico,
existe m € Ntal que (Ty @ --- @ T),)™ (21, ... ,2n) € T+ U; de donde

(T,& - &T)™(z1,...,2,) €cx+U ™
Corolario 1.10. Sea E un espacio de Fréchet separable. Equivalen:

(i) Todo operador hiperciclico en E satisface el criterio de hiperciclicidad.
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(i) Si T : E — E es hiperciclico, entonces T ®T : E x E — E X E es
hiperciclico.

Demostracion. (1) = (ii) Basta aplicar el Teorema 1.8 con r = 2.

(ii) = (i) Sea un operador T : F — F hiperciclico, veamos que cumple
la caracterizacién (iii) del Teorema 1.8. Dado un nimero natural r > 1, sea
n € N tal que r < 2™. Utilizando n veces (ii) reiteradamente

.
TeT, TeTeTeT, T ' T

son hiperciclicos. Por el Lema 1.9 tenemos que T'® o @®T es hiperciclico. M

2. Ejemplos de operadores hiperciclicos

A continuacién estudiaremos tres operadores hiperciclicos; el operador deri-
vada, el operador traslacién y el operador “backward shift”. Respecto a este
dltimo, lo estudiaremos en diferentes espacios de sucesiones; el espacio de Hil-
bert I y en espacios de Kothe.

2.1. El operador “backward shift” (Rolewicz)

Este operador fue estudiado por S. Rolewicz [20] en 1969. Es el primer operador
hiperciclico conocido en espacios de Hilbert. En el espacio de sucesiones I
definimos el operador backward shift o como

U(a17a27a37. . ) = (a27a37. . )
Entonces T := Ao es hiperciclico para | A |> 1. Tomamos
(@) .
62'2:(0,...,0,1,0,...) y XoI:LIN{Bi,ZZI}.
Sabemos que Xj es denso en [y y como para cada i fijo T™e; es eventualmente
cero tenemos que 7™z "—> 0, para todo z € Xj.

Sea la aplicacién u definida como u(e;) = e;41, @ > 1, y extendida por
linealidad a todo Xy. Sea S : Xo — X definida por S := A~ 'u. Se comprueba
sin dificultad que (T o S)x = x, para todo x € Xj.

Por otra parte, || S™ || =| A |7 || u | =| A |7, luego S™z == 0, para todo
x € Xo. Por el criterio de hiperciclicidad (Teorema 1.5) tenemos que T' = Ao
es hiperciclico. Notese que el operador ¢ tiene norma uno y no puede por tanto
ser hiperciclico por si sdlo.
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2.2. El operador “backward shift” en espacios escalonados de Ko6the

Pretendemos extender el estudio del operador ¢ a espacios de sucesiones méas
generales que lp. Concretamente estudiaremos la hiperciclicidad del operador
backward shift en espacios escalonados de sucesiones de Kothe. La notacion y
terminologfa que utilizaremos es la misma que [8] o [19]. Recordemos que una
matriz de Kéthe A = (a; 1) ken satisface las condiciones:

(1) ajr > 0 para todo j,k € N,

(2) ajr < ajk+1 para todo j, k € N.
Para 1 < p < oo consideramos

0 1/p
)\p(A)::{xGKN:|x||k::<Z|xjaj7kp> <oo,Vk€N},
j=1

para p = oo y p = 0 consideramos

)\OO(A):Z{.’EEKN : ||x||k::sup|:cj|aj7k<oo,VkEN},
jEeN

Ao(A) := {:L’EKN : lim 2 a5, =0, VkEN} ,
J—00

respectivamente. K puede ser el cuerpo de los niimeros reales o el de los com-
plejos.

Para 1 < p < oo consideramos A, (A) con la topologia generada por la familia
de seminormas {|| . ||, }xen. Ao(A) es un subespacio de Ao (A) y consideramos
la topologia inducida por la correspondiente familia de seminormas. Sabemos
que para 1 < p < 00, Ap(A4) y Ag(A) son espacios de Fréchet separables. Ao (A)
es espacio de Fréchet. Para cada j € N, tomaremos

()
ej = (O, ,0, 1 ,O,...) = ((5]‘71‘)1‘61\],
Para 1 < p < oo, tenemos que e; € A,(A) (resp. Ag(A)) para cada j € N.

Ademas
o0

T = ijej para todo & = (z;)jen € Ap(A) (resp. Ao(4)) ,

j=1
es decir, LIN{e; , j € N} es denso en Ap(A) para 1 < p < 0o (resp. Ag(4)).
Sea el operador backward shift definido como
o(x1,x9,x3,...) = (T2, T3, Tq,...);
también definimos, para cada j € N u(e;) := e;+1. N6tese que paran € N

0 sij<n
n S ) = - . n S ) = -
a"(ej5) { Ciin sij>n u"(e;) = €jin-
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Necesitamos que o : Ap(A) — A, (A) (p =0, 1 < p < 00) esté bien definido y
sea continuo. Si ¢ es continuo, entonces

Ve e \p(A), VneN, 3m>n, 3e>0 : ||oz|, <e| z,, -

n —
Si tomamos en particular x = e;, con j = 1,2,... obtenemos
leill, <elejilly,, i=12,...,
luego a;n <€ ajt1,m, j=1,2,...; de donde
s

sup —2"— < 0.

JEN Qj+1.m
Reciprocamente, si la matriz de Kothe A satisface que

a;
VneN, Im>n : sup—2"— < o0, (1)
JEN @j+1m

entonces

VneN, Im>n, 3e>0 : ajn<cajp1m, J=1,2,....

Dada una seminorma || - ||,, y € A,(A), existe m > n tal que si 1 < p < oo,
e’} 1/p o 1/p
oz, = (Z %541 aj,n|p> < 5(2 |41 aj+1,mp> <ellzl,,
j=1 j=1

(respectivamente, para p = 0 tenemos
| ozll,, = sup|zjt1lajn < e sup|zjii|ajiim <ell |, ),
jEN jEN
y entonces o : Ap(A) — A, (A) es continua.

Nétese también que si la matriz A satisface (1), entonces trivialmente o estd
bien definido. Supondremos a partir de ahora que las matrices de Kothe con
las que trabajaremos satisfacen la condicién (1).

Proposicion 2.1. Sea A matriz de Kéthe, \€e Ky T := X 0.

(1) Silimj .o (35 = 0 para cada k € N, entonces T' : A\y(A) — Ap(A)
(1 < p < oo; p=0) es hiperciclico.

(2) Si existe una sucesion (Ck)ren C (0,00) tal que sup;eyajr < Cy para
cada k € N, entonces T : A\p(A) — M(A) (1 < p < o00; p =0) es
hiperciclico si | A |> 1.

Demostracion. (1) Sabemos que Xy := LIN{e; , i € N} es denso en A,(A)
(resp. Ag(A)). Definimos (extendiendo u por linealidad)
S: Xy — Xo @ S:=2"la

Veamos que se cumplen (i), (ii) y (iii) del criterio de hiperciclicidad (Teore-
ma 1.5).
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(i) Se comprueba sin dificultad que T o S = Iy, .
(ili) Dada una seminorma || - ||, para cada i € N fijo T"e; es eventualmente
cero; luego

n—oo

| 7"z ||, — 0, para todo k € N.

(i) Dada una seminorma || - |, para cada ¢ € N fijo
15 ei llk= 1l A7 u"(eq) i =[ A 17" [[u™(ea) e =[ A" [ eipn [l
1/p

o
A (S Gy e ] (resp. AL (sup Sy | aj,k) )
j=1 JjeN

- ; Qitnk
= A7 ains = A RS0,

Por lo tanto, T es hiperciclico.
(2) Para cada k € N

lim %k < G g

ahora basta aplicar (1). ¥

El caso Ay (A) no puede ser estudiado como los casos anteriores ya que
LIN{e;,i € N} no es denso, en general, en Ao (A). Si observaremos que si la
matriz de Kéthe A satisface la propiedad de que para cada conjunto infinito
I C Nycadan € Nexiste k € N, k > n, tal que

inf 2" = ()
jel aj k
entonces Ao (A4) cumple lo mismo que Ao(A). Efectivamente basta tener en

cuenta que si A cumple la propiedad anterior, entonces Ao (A) = Ag(A4) (ver [19,
Teorema 27.9]).

2.3. El operador derivada (MacLane)

Este operador fue estudiado por G. R. MacLane [18] en 1952. Sea H(C) el
espacio de las funciones enteras en C con la topologia de convergencia uniforme
sobre los compactos de C. En este espacio consideramos el operador derivada
D : H(C) — H(C). Veamos que D es hiperciclico.

Sabemos que los polinomios son densos en H(C), sea por tanto Xg :=
LIN {zi , 1> 0}. Obviamente, D"z "—3 0, para todo = € X;. Sea la aplica-
cién S definida como

S+l
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y extendida por linealidad a Xy. Se comprueba sin dificultad que D o Sx = x
para todo x € Xy. Por otra parte, sea K compacto de C; existe R > 0 tal
que | z |< R para todo z € K. Por tanto para cada ¢ > 0 y para todo z € K
tenemos que

| =z |i+n Ri+n ; n oo

R ) EE Oy Il R ) PP ey B e B

| Snzi |:

luego S™z "=3" 0 para todo = € X;. Por el criterio de hiperciclicidad (Teore-
ma 1.5) tenemos que D es hiperciclico.

2.4. El operador traslacién (Birkhoff)

Este operador fue estudiado por G. D. Birkhoff en 1929. Como ya se menciond
en la introduccién el resultado de G. D. Birkhoff es sorprendente ya que nos
asegura la existencia de una funcién universal que, en todo conjunto compacto,
sus traslaciones se aproximan a cualquier funcién entera tanto como se desee.
Comenzaremos por un lema técnico sobre subespacios densos en el conjunto de
las funciones holomorfas.

Lema 2.2. Para todo U abierto (no vacio) de C se cumple que
H = LIN{e** tal que A € U}
es denso en H(C).
Demostracion. Es suficiente probar que toda forma lineal y continua que se

anula en H es idénticamente nula. Sea por tanto ¢ € H(C)’ tal que ¢}, = 0.
Por la continuidad de ¢ se cumple que

| o(f) I< Msup{| f(2) | : | 2[< R},
para ciertos M >0y R > 0.

Sea K = {z : [z |< R}. Consideramos ¢|. ., ¥ Por el teorema de
Hahn-Banach existe ¢ : C(K) — C lineal y continua que extiende a Ploynm© -
Por el teorema de representacion de Riesz existe u, medida de Borel regular tal
que

2(9) = [ g(w) du(w). para todo g € C(K),
K
luego
G(eM) = p(eM) = / e du(w) =0, para todo \ € U.

K
Definimos F' : C — C como

F(\) = /Kexw dp(w);
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la funcién I es entera y se anula en el abierto U, por tanto F' = 0 (principio
ceros aislados). Como F' es idénticamente nula tenemos que D7 F(\) = 0 para
todo j =0,1,..., y por derivacién bajo el signo integral

DIF(\) = /ije)‘w du(w) =0, para todo j =0,1,...,.
Particularizando en A = 0,
0= DIFO) = [ W du(w) = G(w’) = o(w)
paraftodomj = 0,1,.... Al ser los polinomios densos en H(C) tenemos que
p=0.

Consideramos el operador traslacion Ty, : H(C) — H(C) con a # 0, definido
como T, (f(2)) :== f(z+ a). Veamos que Ty, es hiperciclico. Sea

X:=LIN{e¥ : [eM|<1}, Y :=LIN{e* : |e|>1},

por el Lema 2.2 tenemos que X e Y son densos en H(C). Sea K un conjunto
compacto de C; tomamos R > 0 tal que | z | < R para todo z de K. Para cada
funcién e** de X y para todo z de K tenemos que

| T(?e)\z ‘ — | 6A(z+na) | — | eAz || e)\a |n < 6|A\R | e/\a ‘n n—0o 0

)

luego Tz =3 0 para todo z de X.
Tomamos S, := (T_,)" y andlogamente obtenemos que para cada funcién

e de Y y para todo z de K se cumple que

| Sne/\z | _ ‘ e)\(z—na) | < el)\\R | e)\a |_" n—oo 0

)

luego S,y == 0 para todo y de Y. Por otro lado es obvio que (T 0 S, )y =
y para todo y de Y. Por el criterio de hiperciclicidad (Teorema 1.6) Ty, es
hiperciclico.

Obsérvese que la hiperciclicidad de este operador también puede deducirse
facilmente a partir de la Proposicién 1.7. Basta tomar

A={e* M <1} vy B={e™ : |} > 1}

Ay B son subconjuntos totales por el Lema 2.2 y todo vector de A (resp. B)
es un autovector para T, ya que T,e** = e e?,
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3. Algunas propiedades de los operadores hiperciclicos

En resultados posteriores resultard conveniente, por lo que a demostraciones
respecta, trabajar con espacios sobre el cuerpo C. El caso real se tratard gene-
ralmente aparte considerando su complexificacién. Recordamos a continuacién
este concepto y algunas propiedades bésicas.

Definicién 3.1. Dado E e.l.c. real, denotamos por E = FE + i E su comple-
xificacién. En ese caso E' = E' +i F', donde si v} +iv5 € B y vy +ivy € F,
entonces

(v1 + 1 v2,v] + 1 vh) = (v1,v]) — (va,vh) + i ((v1,v5) + (va,v])) .
Si T es un operador en E, su complexificacién T es el operador en E definido
como
T(v) :T(vl +ivg):=Tvy+iTvy, Yo=v1+1iuvy cE.

En 1982 C. Kitai [16] demostré que los operadores traspuestos de operado-
res hiperciclicos en espacios de Banach complejos no tienen valores propios.
Probaremos a continuaciéon que el resultado también es cierto para espacios
localmente convexos, y en el caso real demostraremos que quien no admite
valores propios es el traspuesto de la complexificacién del operador.

Proposicién 3.2. Sea FE un espacio localmente convexo complejo (resp. real)
y T : EF — E un operador hiperciclico. Entonces el operador traspuesto T :
E' — FE' (resp. T* : E' — FE') no tiene valores propios.

Demostracion. En el caso complejo, supongamos que A es un valor propio de
T* y v' € E' un vector propio de T* de autovalor A. Se tiene que, dado = € F
hiperciclico para T', {{T™z,v")}, cy es denso en C, pero

{(T"2,0") e = (&, (T7)"0) e = {2, A"V ) e = N (@,0) e s
que no es denso en C; luego T™ no tiene valores propios.

Si E esreal y # € E' fuera un vector propio de T* de valor propio A € C,
se tiene que, dado x € E hiperciclico para T'

T2 ) e = {28} =AM @) Ben-

La primera expresién en densa en R™ (basta considerar y € E tal que | (y,v') | =
1y tener en cuenta que {ay : a € RT} C {T"z}, ), pero no la iltima, lo

cual seria una contradiccién.

Como consecuencia de la propiedad anterior se obtiene el siguiente corolario
para espacios de dimensién finita. El caso real fue probado por J. P. Bes [6]
con un argumento distinto del que aqui ofrecemos.
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Corolario 3.3. Si un espacio localmente convexo E tiene dimension finita,
entonces no existe ningin operador hiperciclico en E.

Demostracién. Basta tener en cuenta que E’ (resp. E’) tiene dimensién finita
y por tanto todo T' € L(E') (resp. T € L(E’)) tiene valores propios.

Pretendemos a continuaciéon encontrar un subespacio denso e invariante de
vectores hiperciclicos (excepto el cero) para un operador hiperciclico. La pro-
piedad que demostramos a continuacién nos permitird encontrar vectores hi-
perciclicos para un operador una vez conocido un vector hiperciclico. Nueva-
mente necesitamos tratar por separado el caso real y el complejo. El resultado
siguiente fue probado por P. S. Bourdon [11] para espacios de Banach comple-
jos.

También aqui el caso real fue demostrado por J. P. Bes [6] utilizando técnicas
distintas. Nosotros nos basaremos en la complexificacion del espacio y en el
argumento de Bourdon.

Proposicién 3.4. Sea E un espacio localmente convexo y T : E — E un
operador hiperciclico. Sea x € E vector hiperciclico de T. Entonces p(T)x es
vector hiperciclico de T para todo p polinomio (no nulo).

Demostracion. Si E es espacio complejo, tenemos que por hipétesis Orb(T, z) =
{x, Tx, T?x,. .. } es densa en E. Como T conmuta con p(7T') tenemos que
T"p(T)x = p(T)T"xz, paratodon €N,

luego Orb(T, p(T)z) = p(T)Orb(T, z); es decir, la érbita por T del vector p(T)x
es la imagen por p(7T') de la 6rbita por T del vector x. Obsérvese primero que
(T — M) debe tener rango denso en E para todo A € C, ya que si no lo tuviera
tomarfamos F' := Im(T — AI), el cual es un subespacio propio cerrado de E.
Luego existe v' € E' no nulo tal que v' se anula sobre F'; por tanto

(Tv — Mv,v") =0, paratodov e E,
de donde

(Tv,v') = (M,v'), paratodowv € E.
Asi que

(v, T*v") = Xuv,v") = (v,\'), paratodov € E.

Se tendria T*v' = \v’ y A serfa valor propio de T*, lo cual no puede ocurrir
por la Proposicién 3.2.

Si p(T) tuviera rango denso tendriamos que Orb(T, p(T)x) serfa densa al ser
la imagen del conjunto denso Orb(T, ) por un operador con rango denso. Si
expresamos p(T") como producto de factores lineales de la forma T — I, por el
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comentario anterior cada factor tiene rango denso y entonces p(7') también lo
tiene al ser producto de operadores con rango denso.

Si E es espacio real, consideramos R : E — F definido como R(vy +i vg) :=
vy, el cual es continuo (y sobreyectivo) si consideramos E como R-espacio.
Observamos que

Orb(T,p(T)x) = R(Orb(T,p(T)x) + i Orb(T, p(T)x))
= R (p(T)Orb(T, z) + i p(T')Orb(T, z))

R (p(T) (Orb(T, z) + i Orb(T, x))) .

Por lo visto para el caso complejo p(T) tiene rango denso (en E‘), ya que T no
tiene valores propios, y Orb(T, z) 4+ ¢ Orb(T, z) es denso, luego Orb(T, p(T)zx)
es denso en E.

Corolario 3.5. Sea E un espacio de localmente convexo y T : E — E un
operador hiperciclico. Entonces existe un subespacio de E denso e invariante
por T, cuyos vectores, excepto el cero, son hiperciclicos respecto de T'.

Demostracion. Sea x € E vector hiperciclico respecto de T'. Basta tomar
Vi:={p(T)x : p es polinomio}.

V es, obviamente, subespacio de F invariante por 7. Es denso ya que contiene
la érbita del vector xz. Para cada polinomio no nulo p, el vector p(T)x es
hiperciclico respecto de T' por la proposiciéon anterior.

A continuacién probaremos que cualquier potencia de un operador hiper-
ciclico es hiperciclico. Ademads, si un vector es hiperciclico para un operador,
entonces también lo es para cualquiera de sus potencias. Este resultado se debe
a S. I. Ansari [1], aunque hay que mencionar que se basaba en el resultado de
Bourdon sobre la existencia de subespacios invariantes densos consistentes en
vectores hiperciclicos (salvo el vector nulo) en el caso complejo. Posteriormente
Ansari [2] modificé el argumento para adaptarlo también al caso real. Una vez
conocida la existencia de subespacio invariante denso de vectores hiperciclicos
(excepto el vector nulo) para el caso real (Bes [6]), es vélida la prueba original
de Ansari en ambos casos y esa es la que presentamos.

Proposicion 3.6. Sean E un espacio localmente convexo, T : E — FE un ope-
rador hiperciclico y x € E vector hiperciclico de T. Entonces T" es hiperciclico
y x es vector hiperciclico para T™, para todo n nimero natural.

Demostracion. Sea

V:i={p(T)xz : p es polinomio}.
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Por corolario 3.5 V es un subespacio denso e invariante por T tal que todo
vector no nulo de V" es hiperciclico para T'. Denotamos A := T, y definimos

S :={zx, A"z, A*"z,...} = Orb(A",z) = Orb(T", z),

Vv _
probaremos que S = V ya que al ser V' denso en E tendremos que S = FE.
Para cada k tal que 1 < k < n definimos

Sk::U{WVm---mWV , O§i1<---<ik§n—1};

es decir,

Sy =A08 U UAIS

Sy = (A9 N ATS )U--- U (A7S" NA15 YU
(ATSVmATSV)Umu(Tsvmmv)umu(mﬂsvmAn*ISV),

-V -V

S, =A0S Nn...NnA»-15" |
Obviamente Sy es cerradoen V'y S, C S,_1 C --- C S;. Veamos que

(i) Sk es invariante por A para cada k,

(ii) 0 € Sy,

(iii) S, =V.

—V v —Vv

Tendremos entonces que V =5, C A%S =S CV,dedonde S =V, como
queremos probar.
(i) Sea 0 < iy < --- < i < n— 1, entonces

AATS n...nARSY) ¢ ABFIS A...nAnTIS"

c A8 n...nARS C S,

tomando j1 = 4141,...,jx =i +1 (siig =n—1, tomarfaj; =0y j; = 4—1+1
para 1 <l < k).
(ii) Nétese que

Sy = A98" U-..uA1g"

%
={z, Arx, A%g, ...} U{Ax, Antlg A2l o0} U---

U{An—lg, Antrn—lg AZndn—lg }V =V,

ya que
{;l:, Az, A% } u---u {A”flx, Artn=ly pgndn=lg } = Orb(T, z).
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—V
Como 0 € V =5 tendremos que 0 € A*S  para cierto i entre 0 y n — 1, pero

2i5") c atis’ y AngY ¢ §¥ = A05",

A(AS
—V
luego 0 € A7S" para todo j =0,1,... ,n— 1y por tanto 0 € S,,.
(iii) Sabemos que S; = V. Por induccién supongamos que Sy = V con
1 <k <ny probemos que Si11 =V. Si Spy1 # V, como cada vector no nulo
de V es hiperciclico para A y Sk es cerrado e invariante por A, tenemos que
necesariamente Sy = {0}.

Por otra parte si {i1,... ,ix} # {Jj1,.-. ,Jr} se cumple que
(Ailsvm...mAz‘ksv)n (Ajlsvm...mAijV) C Spit,

asi que
(478" nnans ) (ol ) [(A75" 0 nansT) S (o]
C Sk+1 N {0}7
y Sk+1{0} = @. Como el conjunto Sx = V se define como unién de conjuntos

— Vv v
de la forma (A% S ﬂ-~-ﬂAZkS)con0§z’1<--~<ik§n—ltenemos

que V'~ {0} es unién finita de cerrados disjuntos (relativos a V'~ {0}). Por ser
V'~ {0} un conjunto conexo necesariamente algin

[(ATSV m---mAikSV) N {0}} — vV {0}

y los otros son vacios. Por el razonamiento utilizado en (i) existen 0 < j; <
j2 <L - <jk Sn_ 1 ((]1) ajk?) 7é (ilw" alk)> tales que

AV)=A(ans" nnanst) ¢ (A8 n-nanst) = {o},

lo cual no puede ocurrir al ser A(V') denso en V. Por lo tanto S+1 =V lo que
completa induccién y acaba la demostracién. M

Finalmente estudiaremos la existencia o no de operadores hiperciclicos que
sean acotados, Montel o compactos en espacios localmente convexos. Recorda-
mos que si F es un espacio localmente convexo, un operador T': £ — FE es
acotado si la imagen por T’ de algtin 0-entorno en F es un conjunto acotado de
FE. Si X es un espacio de Banach, un operador S : X — X es compacto si la
imagen por S de la bola unidad es un conjunto relativamente compacto en X.
Hay dos maneras de generalizar el concepto de operador compacto para espa-
cios localmente convexos. Un operador 7' en un espacio localmente convexo F
se dice que es Montel si la imagen por T' de todo conjunto acotado de E es un
conjunto relativamente compacto en E; se dice que T' es compacto si la imagen
de algtin 0-entorno en E es un conjunto relativamente compacto en E. Todo
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operador compacto es Montel y el reciproco es cierto en espacios de Banach.
Ademds, como todo operador (continuo) en un espacio de Banach es acotado,
estudiaremos tan solo operadores acotados en espacios localmente convexos no
normables.

Respecto a la compacidad e hiperciclicidad de un operador, veremos que
ningun operador compacto en un espacio localmente convexo es hiperciclico.
Esto generaliza el correspondiente resultado de Kitai [16] formulado para espa-
cios de Banach complejos. Comenzaremos demostrando que ningtin operador
compacto en un espacio de Banach es hiperciclico y después generalizaremos
este resultado a operadores compactos en espacios localmente convexos. Co-
mo en anteriores resultados, ofrecemos en primer lugar la demostraciéon para
cuando el espacio es complejo.

Teorema 3.7. Sea X un espacio de Banach y T : X — X operador compac-
to, entonces T no es hiperciclico.

Demostracion. En primer lugar tratamos el caso en que X es complejo. Si
T fuera hiperciclico, entonces T* no tendria valores propios. Ademds T* es
compacto, luego o(T*) = {0}, ya que T™* es operador compacto que no tiene
valores propios (ver [21, Theorem 4.25, (b)]). Por tanto, o(T) = o(T*) = {0}.
Por la férmula del radio espectral tenemos que

lim || 7" ||/ =0,

por lo cual existe ng tal que | T™ || < 1 para todo n > ng, lo que contradice que
T sea hiperciclico. Si X es real, tomamos la complexificacién T’ de T, que sigue
siendo compacto y del cual sabemos que T* no tiene valores propios. Segun
lo anterior, existe no natural tal que || 7" || < || 7" || < 1 para todo n > ng.
Llegamos asi a una contradiccién con la hiperciclicidad de T.

El siguiente resultado se encuentra en [10].

Teorema 3.8. Sea FE un espacio localmente convexo y T : E — FE operador
compacto, entonces T no es hiperciclico.

Demostracion. T es compacto, luego existe U 0-entorno abx en E tal que T'(U)
es compacto en FE. Sea p := py el calibrador de Minkowski de U, sabemos
que p es una seminorma en F y considerando Ey := (F/ker p, p) es un espacio
normado. Tomamos EU la completacién del espacio normado Ey yq: F — E
la aplicacién cociente. El operador T induce un operador, T : EFy — Epy
definido como 7' (q(z)) := q(T'(z)) (el cual esté bien definido al ser kerp =
ker ¢ C ker T"). Extendemos este operador por completacién a EU. Veamos que
T es operador compacto. Sea B la bola unidad en EU, se tiene que

T(B)C T (q(U)) =q(T(U))
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que es compacto en EU, por tanto T es compacto. Supongamos que T es
hiperciclico en F, entonces existe x € E tal que {x, Tx, T?%x, ... } es denso en

E, pero entonces {q(x),f(q(x)) ,f2 (q(ac)),} es denso en EU, lo cual no
puede ocurrir ya que por el Teorema 3.7, T' no puede ser hiperciclico en EU.

l

El Teorema 3.8 no es cierto para operadores Montel o acotados. J. Bonet y
A. Peris [10] demuestran que todo espacio de Fréchet separable de dimensién
infinita admite un operador hiperciclico; basta tomar un espacio de Fréchet que
sea Montel (todo acotado es relativamente compacto) para obtener un operador
Montel hiperciclico.

Para el caso de operadores acotados Bonet y Peris [10] construyen un ope-
rador acotado hiperciclico en un espacio de Fréchet sin norma continua.
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