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¿ À��!�ut� �!�w�{ Á �!� Â�ut��
ÃÄ Å2*$%-ÆÇ*(%2

ÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÎ ÌÊÓÎÏÎËÓ ÔÐË ÑÎÎÊ ËÔÉÕÊ ÌÊ ÓÔÎ ÖÐËÓ Ñ× ËÎØÎÏÐÒ ÏÎËÎÐÏÙÔÎÏË ÓÉ ÚÎÐÛËÜÏÎ ÓÔÎ ÒÎØÎÒË ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×Þ ÈÜÏÏÎÊÓÒ× ÌÊ ÓÔÎ ßÎØÎÒÉÖÌÊà áÐÓÌÉÊËâ ÓÔÎ ÝÉÏÙÎ
ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ËÓÌÒÒ ÔÌàÔ ÐÓ ÓÔÎ ×ÉÜÊàÎÏ ÐàÎË ÖÐÏÓÌÙÜÒÐÏÒ× ÍÜÏÌÊà ÓÔÎ ÌÊÝÐÊÙ×ÞãÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÏÎÚÐÌÊ ÍÌËÓÜÏÑÌÊàÒ× ÔÌàÔ ÌÊ ÍÎØÎÒÉÖÌÊà ÙÉÜÊÓÏÌÎË ÍÎÛËÖÌÓÎ ÓÔÎ ËÌàÊÌäÙÐÊÓ ÍÎÙÒÌÊÎ ÌÊ ÚÉËÓ ÖÐÏÓË ÉÝ ÓÔÎ ÍÎØÎÒÉÖÎÍ ÕÉÏÒÍÞ åÔÎ ËÓÐÓÎ ÉÝ ÓÔÎÕÉÏÒÍæË ÙÔÌÒÍÏÎÊ ÌÊÍÌÙÐÓÎÍ ÓÔÐÓ ÐÑÉÜÓ ¾¿Þç ÚÌÒÒÌÉÊ ÙÔÌÒÍÏÎÊ ÍÌÎ ÎØÎÏ× ×ÎÐÏ ÌÊ ÓÔÎÍÎØÎÒÉÖÌÊà ÕÉÏÒÍ èéáã ¾çêëìÞ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÝÉÏ ÌÊÝÐÊÓË ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÜÊÍÎÏ ÓÔÎ ÐàÎ ÉÝ î
×ÎÐÏË ÐÏÎ ÎïÖÏÎËËÎÍ ÐË ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÍÎÐÓÔË ÌÊ Ð àÌØÎÊ ÖÎÏÌÉÍÞ ãÊÝÐÊÓ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌËÍÎäÊÎÍ ÐË ÍÎÐÓÔ ÍÜÏÌÊà ÓÔÎ äÏËÓ ×ÎÐÏ ÉÝ ÒÌÝÎ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÐË ÓÔÐÓ ÑÎÓÕÎÎÊÓÔÎ äÏËÓ ÐÊÍ äÝÓÔ ÑÌÏÓÔÍÐ×ËÞ åÔÎ ÍÎÐÓÔË ÍÜÏÌÊà ÙÔÌÒÍÔÉÉÍ ËÜðÎÏ ÝÏÉÚ ËÜÑËÓÐÊÓÌÐÒÍÎàÏÎÎ ÉÝ ÎÏÏÉÏËÞ éËÜÐÒÒ× ÎÏÏÉÏË ÉÙÙÜÏË ÍÜÎ ÓÉ ÏÎÙÐÒÒ ÒÐÖË ÕÔÌÙÔ ÏÎËÜÒÓ ÌÊ ÉÚÌËËÌÉÊ
ÉÝ ÎØÎÊÓËâ ÚÌËÖÒÐÙÎÚÎÊÓ ÉÝ ÍÎÐÓÔË ÐÊÍ ÓÔÎ ÍÌËÓÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÏÎÖÉÏÓË ÉÊ ÓÔÎ ÍÜÏÐÓÌÉÊ ÉÝ
ØÌÓÐÒ ÎØÎÊÓËÞ

åÔÎ ÚÉËÓ ÌÚÖÉÏÓÐÊÓ ÝÐÙÓÉÏË ÝÉÏ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÐÏÎ ÝÉÉÍ ËÔÉÏÓÐàÎËâ ÙÉÊÓÐÚÌÛÊÐÓÎÍ ÕÐÓÎÏ ÙÏÉÕÍÎÍ ÐÊÍ ËÜÑÛËÓÐÊÍÐÏÍ ÔÉÜËÌÊàâ ÜÊÙÔÎÙñÎÍ ÌÊÝÎÙÓÌÉÜË ÍÌËÎÐËÎËâ ÓÔÎ
ÐÑËÎÊÙÎ ÉÝ ÍÐ× ÙÐÏÎ ÝÐÙÌÒÌÓÌÎË ÝÉÏ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍÏÎÊ ÉÝ ÕÉÏñÌÊà ÚÉÓÔÎÏË ÐÊÍ ÓÔÎ ÒÐÙñ
ÉÝ ÚÌÊÌÚÐÒÒ× ÐÍÎòÜÐÓÎ ÐÊÍ ÝÏÎÎ ÚÎÍÌÙÐÒ ÙÐÏÎÞ åÔÎ ÌÊóÜÎÊÙÎË ÉÝ ÚÉËÓ ÉÝ ÓÔÎËÎÝÐÙÓÉÏË ÐÏÎ ÐÑËÎÊÓ ÌÊ ÓÔÎ ÖÏÎËÎÊÓ ÐÏÎÐË ÉÝ ÓÔÎËÎ ÙÉÜÊÓÏÌÎË ÜÊÍÎÏ ËÓÜÍ×Þ ôÉÕÎØÎÏâËÉÚÎ ÜÊÚÎÐËÜÏÎÍ àÎÊÎÓÌÙâ ÎÊØÌÏÉÊÚÎÊÓÐÒ ÐÊÍ ÑÎÔÐØÌÉÜÏÐÒ ÙÉÚÖÉÊÎÊÓË ËÓÌÒÒ ÏÎÚÐÌÊ
ÊÉÊÊÎàÒÌàÌÑÒÎÞ

ãÊ ÍÎÚÉàÏÐÖÔ× ÈÔÌÒÍ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÐÏÎ ÜËÎÝÜÒ ÐË Ð õÎÊËÌÓÌØÎ ãÊÍÎï ÉÝ Ð áÐÓÌÉÊæË
ôÎÐÒÓÔ ÈÉÊÍÌÓÌÉÊË ÐÊÍ ÐË àÜÌÍÎÍ ÝÉÏ ÓÔÎ ËÓÏÜÙÓÜÏÌÊà ÉÝ öÜÑÒÌÙ ôÎÐÒÓÔ öÏÉàÏÐÚÚÎËÞÈÔÌÒÍ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ÌÊÓÎÏÏÎÒÐÓÎÍ ÓÉ ËÉÙÌÐÒâ ÙÜÒÓÜÏÐÒâ ÎÙÉÊÉÚÌÙâ ÖÔ×ËÌÉÒÉàÌÙÐÒ ÐÊÍ ÉÓÔÎÏÝÐÙÓÉÏÞ åÔÎ ÔÌàÔ ÏÐÓÎ ÉÝ ÌÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ËÔÉÕË Ð ÒÉÕÛÒÎØÎÒ ÍÎØÎÒÉÖÚÎÊÓ
ÉÝ ÓÔÎ ÔÎÐÒÓÔ ÖÏÉàÏÐÚÚÎ ÐÊÍ ÐÒËÉ ÝÉÏ ÓÔÎ áÐÓÌÉÊæËÞ ãÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÈÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×ÔÐË ÑÎÎÊ ÉÝ ÌÊÓÎÏÎËÓ ÉÝ ÏÎËÎÐÏÙÔÎÏË ÐÊÍ ÍÎÚÉàÏÐÖÔÎÏË ÑÎÙÐÜËÎ ÉÝ ÌÓË ÐÖÖÐÏÎÊÓ ÏÎÛÒÐÓÌÉÊËÔÌÖ ÕÌÓÔ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ ÌÊÍÌÏÎÙÓ ÏÎÒÐÓÌÉÊËÔÌÖ ÕÌÓÔ ÓÔÎ ÐÙÙÎÖÓÐÊÙÎ ÉÝ ÚÉÍÎÏÊ
ÙÉÊÓÏÐÙÎÖÓÌØÎ ÚÎÓÔÉÍË è÷ÐÑÌÏ ø ùÚÌÏ ¾ççúìÞ

õÉÚÎ ÐÓÓÎÚÖÓË ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÚÐÍÎ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÓÔÎ ÒÎØÎÒË ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× Ñ× ÜËÌÊàÍÐÓÐ ÐØÐÌÒÐÑÒÎ ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÍÌðÎÏÎÊÓ ËÜÏØÎ× ÐÊÍ ÉÓÔÎÏ ËÖÎÙÌäÙ ËÉÜÏÙÎËÞ ôÌÒÒ ø ßÎØÌÍè¾çêçì ÔÐØÎ ËÜààÎËÓÎÍ ÐÊ ÐÖÖÏÉÐÙÔ ÝÉÏ ÎËÓÌÚÐÓÌÊà ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÝÏÉÚ ÐÒÒ ÑÌÏÓÔË
ÕÔÌÙÔ ÔÐØÎ ÓÐñÎÊ ÖÒÐÙÎ ÌÊ ÒÐËÓ äØÎ ×ÎÐÏË ÑÎÝÉÏÎ ÓÔÎ ËÜÏØÎ×Þ ôÉÕÎØÎÏâ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎ
ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÓÔÏÉÜàÔ ÓÔÌË ÚÎÓÔÉÍ ÐÒËÉ ËÜðÎÏË ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÖÏÉÑÒÎÚ ÉÝ ÜÊÍÎÏ ÏÎÖÉÏÓÌÊàèöÐÓÔÐñ ÎÓ ÐÒÞ ¾çç¾ìÞ ãÊ ÓÔÎËÎ ÙÌÏÙÜÚËÓÐÊÙÎËâ Ð ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÐÓÓÎÚÖÓË ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÚÐÍÎÓÉ ËÓÜÍ× ÓÔÎ ÐàÎ ÖÐÓÓÎÏÊ ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× Ñ× ÜËÌÊà ÚÉÍÎÒË èûÉÒÍÑÒÐÓÓ ¾çêçâ ôÎÒÌàÚÐÊ
ø öÉÒÒÐÏÍ ¾çêüâ ÷ÏÌËÔÊÐÊ ø ýÌÊ ¾ççúâ þÉÊÐÒÍ ø ÿÐÕÏÎÊÙÎ ¾çç¿â åÔÌÎÒÎ ¾çë¿ìÞãÊÌÓÌÐÒÒ×â ÷Î×äÓ è¾çëëì ÜËÎÍ Ð Ô×ÖÎÏÑÉÒÌÙ ÝÜÊÙÓÌÉÊ ÓÉ ËÓÜÍ× ÓÔÎ ÌÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ
ÚÉÏÓÐÒÌÓ×Þ ÿÐÓÎÏâ ùÏÊÉÒÍ è¾ççúì ÜËÎÍ ÖÐÏÎÓÉ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ� ÷ÏÌËÔÊÐÊ ø ýÌÊ è¾ççúì
ÐÊÍ ÈÔÐÜÔÐÊ è¾ççëì ÐÖÖÒÌÎÍ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎ ÚÉÍÎÒ ÝÉÏ ÓÔÎ ËÐÚÎÞ

�ÏÐËË è¾ççî�â ¾ççî�ì ÌË ÉÊÎ ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉÊÎÊÓË ÉÝ ÌÊÍÌÏÎÙÓ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÛÌÓ× ÎËÓÌÚÐÓÌÉÊÞ ôÎ ÑÐËÎÍ ÔÌË ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÎËÓÌÚÐÓÎ ÉÊ ÏÎÓÏÉËÖÎÙÓÌØÎ ÍÐÓÐ àÌØÎÊ Ñ×
ÕÉÚÎÊ ÉÝ ÏÎÖÏÉÍÜÙÓÌØÎ ÐàÎ ÉÊ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍÏÎÊ ÎØÎÏ ÑÉÏÊ ÐÊÍ ÓÔÎÌÏ ËÓÐÓÜËèÎÌÓÔÎÏ ÍÎÐÓÔ ÉÏ ÒÌØÌÊàìÞ �ÓÔÎÏ ÙÉÊÓÏÌÑÜÓÉÏ ÌÊ ÓÔÌË ÒÌÊÎ ÌÊÙÒÜÍÎË öÏÎËÓÉÊ ø öÐÒÒÉÊÌ
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è¾çëëìÞ ôÉÕÎØÎÏâ ÌÊÍÌÏÎÙÓ ÌÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÎËÓÌÚÐÓÎË ÏÎËÜÒÓ ÝÏÉÚ ÖÉÉÏâÌÊÐÍÎòÜÐÓÎ ÐÊÍ ÌÊÙÉÚÖÒÎÓÎ ÍÐÓÐâ ÎËÖÎÙÌÐÒÒ× ÌÊ ÍÎØÎÒÉÖÌÊà ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ íÉËÓ ÍÎÐÓÔË
ÉÜÓËÌÍÎ ÔÉËÖÌÓÐÒ ÖÏÎÚÌËÎË ÕÎÏÎ ÊÉÓ ÏÎÙÉÏÍÎÍ ÐÊÍ ÓÔÐÓ ÚÐÊ× ÖÎÉÖÒÎ ÍÉ ÊÉÓ ÏÎÙÉÏÍÌÊÝÐÊÓ ÍÎÐÓÔË ÑÎÙÐÜËÎ ÓÔÎ× ÉÊÒ× ñÎÎÖ ÓÏÐÙñ ÉÝ ËÜÙÔ ÉÙÙÜÏÏÎÊÙÎ ÐË ÚÌËÝÉÏÓÜÊÎËâ ÐÊÍ
ÕÔÎÊ ÏÎÙÉÏÍÎÍâ ÓÔÎ ÐàÎ ÐÓ ÍÎÐÓÔ ÕÎÏÎ ÎÌÓÔÎÏ ÜÊÍÎÏ ÉÏ ÉØÎÏËÓÐÓÎÍÞ

åÔÎ ÍÌÏÎÙÓ ÚÎÐËÜÏÎË ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÑÎÌÊà ÊÉÓ ÏÎÒÌÐÑÒÎâ ÓÔÎ ÖÏÉÑÒÎÚ ÚÐ× ÑÎ ÉØÎÏÛÙÉÚÎ Ñ× ÓÔÎ ÏÎÙÎÊÓÒ× ÍÎØÎÒÉÖÎÍ ÚÉÍÎÒ ÑÜÌÒÍÌÊà ÐÖÖÏÉÐÙÔÎË ÕÔÌÙÔ ÚÐñÎ ÌÓ ÖÉËËÌÑÒÎÓÉ ÉÑÓÐÌÊ ÎËÓÌÚÐÓÎË ÝÏÉÚ ÌÊÝÉÏÚÐÓÌÉÊ ÉÓÔÎÏ ÓÔÐÊ ØÌÓÐÒ ËÓÐÓÌËÓÌÙËÞ ãÊ ÓÔÌË ÙÉÊÊÎÙÛÓÌÉÊâ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ì ÔÐË ÑÎÎÊ ÖÏÉÖÉËÎÍ Ð ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÚÉÍÎÒ ÝÉÏ ÓÔÎ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ
ÉÝ ÝÐÚÌÒ× ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË èßÎÐÓÔË ÕÌÓÔÌÊ ÓÔÎ äÏËÓ äØÎ ×ÎÐÏË
ÉÝ ÒÌÝÎìÞ åÔÎ ÚÐÌÊ ÉÑ$ÎÙÓÌØÎ ÉÝ ÓÔÌË ÖÐÖÎÏ ÌË ÓÉ ÚÉÍÌÝ× ÓÔÎ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ì ÚÉÍÎÒÑ× ÓÐñÌÊà ÓÔÎ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎÞ

%Ä #$%&'&()(*+ ,%-.)

ÿÎÓ x
ÍÎÊÉÓÎ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË ÌÊ Ð ÝÐÚÌÒ× ÐÓ ÓÔÎ ËÜÏØÎ× ÖÉÌÊÓÞ åÔÎÊÓÔÎ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÉÝ x

ÌË ÍÎÏÌØÎÍ ÜÊÍÎÏ ÓÔÎ ÝÉÒÒÉÕÌÊà ÐËËÜÚÖÓÌÉÊÞ
¾Þ �ÊÒ× ÓÔÉËÎ ÝÐÚÌÒÌÎË ÐÏÎ ÙÉÊËÌÍÎÏÎÍ ÌÊ ÕÔÌÙÔ ÐÓ ÒÎÐËÓ ÉÊÎ ÑÌÏÓÔ ÖÏÌÉÏ ÓÉ ÓÔÎ

ËÜÏØÎ× ÔÐË ÉÙÙÜÏÏÎÍÞ
¿Þ ùÓ ÓÔÎ ËÜÏØÎ× ÖÉÌÊÓâ Ð ÝÐÚÌÒ× ÎÌÓÔÎÏ ÔÐË ÎïÖÎÏÌÎÊÙÎÍ Ð ÙÔÌÒÍ ÒÉËË ÉÏ ÊÉÓÞ ÿÎÓ

α ÐÊÍ (1 − α)
ÑÎ ÓÔÎ ÏÎËÖÎÙÓÌØÎ ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊËÞ

úÞ �ÜÓ ÉÝ α ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎËâ ÒÎÓ β
ÑÎ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÌÊ ÕÔÌÙÔ

ÉÊÒ× ÉÊÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔ ÔÐË ÉÙÙÜÏÏÎÍÞ
&Þ þÎÚÐÌÊÌÊà (1−β)α ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎËâ ÎïÖÎÏÌÎÊÙÌÊà ÚÜÒÓÌÖÒÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËâÝÉÒÒÉÕË Ð ÍÌËÖÒÐÙÎÍ àÎÉÚÎÓÏÌÙ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÕÌÓÔ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏ p ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÓÔÎ

ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËÞ
éÊÍÎÏ ÓÔÎËÎ ÐËËÜÚÖÓÌÉÊËâ ÓÔÎ ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÉÝ X

ÌË àÌØÎÊ Ñ×
P [X = 0] = (1 − α), k = 0

P [X = 1] = αβ, k = 1

P [X = k] =
(1 − β)αpqk−2

1 − qN
, k = 2, 3, . . . , N






è¾ì

'ÔÎÏÎ p
ÍÎÊÉÓÎË ÓÔÎ ËÜÙÙÎËË ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË ÌÊ Ð ÝÐÚÌÒ× ÐÊÍ q = 1−p Þ ãÝ ÕÎ ÖÜÓ

qN = 0 â ÓÔÎÊ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ è¾ì ÏÎÍÜÙÎÍ ÓÉ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ìÞ åÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍÚÉÍÎÒ è¾ì ÌË ÐÊ ÌÚÖÏÉØÎÚÎÊÓ ÉØÎÏ ÓÔÎ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ì ÚÉÍÎÒ Ñ× ÓÐñÌÊà Ð ÙÉÊÙÎÖÓ
ÉÝ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎ ÚÉÍÎÒ ÌÞÎÞ k = 0, 1, 2, 3, . . . , N Þ
()*) +,-./0-.12 34-516 17 /1/42-

åÔÎ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÚÎÊÓË ÌË ÍÌËÙÜËËÎÍ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÓÔÎ ÝÉÜÏ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË αâ β â
p ÐÊÍ N ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÝÜÊÙÓÌÉÊ è¾ìÞ áÉÕ ÌÓ ÌË ÍÌ8ÙÜÒÓ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÐÒÒ ÓÔÎËÎ
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ÖÐÏÐÚÎÓÎÏËâ ËÉ ÌÓ ÌË ÐËËÜÚÎÍ ÓÔÐÓ N
ÌË ÓÔÎ ÚÐïÌÚÜÚ ÊÜÚÑÎÏË ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË

ÉÙÙÜÏÏÎÍÞ ÿÎÓ (x, f)
ÑÎ Ð ÝÏÎòÜÎÊÙ× ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÕÔÉËÎ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË ÓÉ ÑÎ ÎËÓÌÛÚÐÓÎÍ ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÉÑËÎÏØÎÍ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊË ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍÍÎÐÓÔËÞ åÔÎ ÝÉÒÒÉÕÌÊà ÎËÓÌÚÐÓÌÉÊ ÓÎÙÔÊÌòÜÎ ÌË ÎÚÖÒÉ×ÎÍ ÝÉÏ ÎËÓÌÚÐÓÌÊà ÏÎËÓ ÉÝ ÓÔÎ

ÖÐÏÐÚÎÓÎÏÞ9òÜÐÓÌÊà ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊË ÉÝ :ÎÏÉth ÙÎÒÒâ äÏËÓ ÙÎÒÒ ÝÏÎòÜÎÊÙ× ÐÊÍ ËÌÚÖÒÎ ÚÎÐÊ ÓÉ ÓÔÎÌÏ
ÙÉÏÏÎËÖÉÊÍÌÊà ÉÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎË ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×â ÕÔÌÙÔ ÌË ÙÉÊØÎÏÓÎÍ ÌÊÓÉ ÓÔÎ ÝÉÒÒÉÕÌÊà
ÎòÜÐÓÌÉÊËâ

f0

f
= 1 − α

è¿ì

f1

f
= αβ

èúì

X = αβ + (1 − β)α

[(
1 − qN−1

)

p(1 − qN )
−

NqN−1

(1 − qN )
+

1

(1 − qN )

] è&ì

'ÔÎÏÎâ
f0 = �ÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ :ÎÏÉth ÙÎÒÒ ÝÏÎòÜÎÊÙ×
f1 = �ÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ äÏËÓ ÙÎÒÒ ÝÏÎòÜÎÊÙ×
f = åÉÓÐÒ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÉÑËÎÏØÐÓÌÉÊË =

∑
i fi

X = õÐÚÖÒÎ ÚÎÐÊ ÉÝ ÓÔÎ ÉÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎËÞ
()() 34-516 17 30;./</ =.>4?.5116

åÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÌÊØÉÒØÎË ÝÉÜÏ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË αâ β â p ÐÊÍ N
ÓÉ ÑÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍÝÏÉÚ ÓÔÎ ÉÑËÎÏØÎÍ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËâÑÜÓ ÌÓ ÙÐÊÊÉÓ ÑÎ ÖÉËËÌÑÒÎ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÐÒÒ ÓÔÎËÎ ËÌÚÜÒÓÐÊÎÉÜËÒ× Ñ× ÓÔÌË ÚÎÓÔÉÍâ ËÉÓÔÎ ØÐÒÜÎ ÉÝ N

ÔÐË ÑÎÎÊ ÓÐñÎÊ ÐË ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÚÎÊÓËÞ ÿÎÓ x1, x2, x3, . . . , xn

ÑÎ Ð
ÏÐÊÍÉÚ ËÐÚÖÒÎ ÉÝ ËÌ:Î N

ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÖÉÖÜÒÐÓÌÉÊ è¾ìÞ åÔÎ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍ ÝÜÊÙÓÌÉÊ L
ÝÉÏÓÔÎ àÌØÎÊ ËÐÚÖÒÎ ÙÐÊ ÑÎ ÎïÖÏÎËËÎÍ ÐË

L = (1 − α)f0(αβ)f1 ×

[
(1 − β)αp

1 − qN

]f2
[
α{1 − β − (1 − β)p}

1 − qN

]f−f0−f1−f2 èîì

åÐñÌÊà log
ÑÉÓÔ ËÌÍÎËâ ÕÎ àÎÓ

log L = f0 log(1 − α) + f1 log(αβ) + f2 log

[
(1 − β)αp

1 − qN

]
+

(f − f0 − f1 − f2) log

[
α(1 − β)

{
1 −

p

1 − qN

}]

áÉÕâ ÖÐÏÓÌÐÒÒ× ÍÌðÎÏÎÊÓÌÐÓÌÊà ÕÞÏÞÓÞ αâ β ÐÊÍ p ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ× ÐÊÍ ÎòÜÐÓÌÊà ÓÉ:ÎÏÉÞ
∂ log L

∂α
= −

f0

(1 − α)
+

f − f0

α
= 0

è@ì
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∂ log L

∂β
=

f1

β
+

f − f0 − f1

1 − β
= 0

èëì

∂ log L

∂p
=

f2

[(
1 − qN

)
− pN(1 − p)N−1

]

p
(
1 − qN

) −

(f − f0 − f1 − f2)

[(
1 − qN

)
− pN(1 − P )N−1

[(
1 − pN

)
− p

] (
1 − pN

)
]

= 0
èêì

õÉÒØÌÊà ÎòÜÐÓÌÉÊË è@ìâ èëì ÐÊÍ èêìâ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÉÝ αâ β ÐÊÍ p ÙÐÊ ÎÐËÌÒ× ÑÎ
ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÐË

α =
f − f0

f

β =
f1

f − f0

p(
1 − qN

) =
f2

f − f0 − f1

åÔÎ ËÎÙÉÊÍ ÖÐÏÓÌÐÒ ÍÎÏÌØÐÓÌØÎË ÉÝ log L ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÌË
∂2 log L

∂α2
= −

f0

(1 − α)2
−

f − f0

α2

èçì

∂2 log L

∂β2
= −

f1

β2
−

f − f0 − f1

(1 − β)2
è¾üì

(
∂↑2 log L

)
(
∂p↑2

) =

(
f↓2[N(1 − N)(1 − p)↑(N − 2)]

)
(
1 − q↑N

)

−

(
f − f↓0 − f↓1 − f↓2

) [{{
(1 − q↑)↑2p

(
1 − q↑

)} {
N(N − 1)p(1 − p)↑(N − 2)

}}]
[
(1 − q↑N)↑2

] ����

áÉÕâ ÖÐÏÓÌÐÒ ÍÎÏÌØÐÓÌØÎ ÉÝ ∂ log L
∂α

â ∂ log L
∂β

ÐÊÍ ∂ log L
∂p

ÕÞÏÞ ÓÉâ β â p ÐÊÍ α ÏÎËÖÎÙÛÓÌØÎÒ× ÕÎ àÎÓ ÐË ÝÉÒÒÉÕÌÊàâ
∂2 log L

∂α∂β
=

∂2 log L

∂β∂p
=

∂2 log L

∂p∂α
= 0

è¾¿ì

ôÎÏÎâ
E(f0) = f(1 − α)

E(f1) = fαβ

E(f2) =
f(1 − β)αp

1 − qN

E(f − f0 − f1 − f2) = fα(1 − β)

{
1 −

p

1 − qN

}
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éËÌÊà ÓÔÎ ÐÑÉØÎ ÝÐÙÓËâ ÓÔÎ ÎïÖÎÙÓÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ ÓÔÎ ËÎÙÉÊÍ ÖÐÏÓÌÐÒ ÍÎÏÌØÐÓÌØÎË

ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÐË

φ11 = E

[
−∂2 log L

∂α2

]

f
=

[
1

1 − α
+

1

α

] è¾úì

φ22 = E

[
−∂2 log L

∂β2

]

f
= α

[
1

1 − β
+

1

β

] è¾&ì

φ22 = E

[
−∂2 log L

∂β2

]

f
= α

[
1

1 − β
+

1

β

] è¾îì

ÓÔÎ ÙÉØÐÏÌÐÊÙÎ ÑÎÓÕÎÎÊ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏË ÑÎÙÉÚÎË :ÎÏÉ ËÌÊÙÎ

E

(
∂2 log L

∂α∂β

)
= E

(
∂2 log L

∂βδp

)
= E

(
∂2 log L

∂α∂p

)
= 0

è¾@ì

åÔÜËâ ÓÔÎ ÐË×ÚÖÓÉÓÌÙ ØÐÏÌÐÊÙÎË ÉÝ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏ ÙÐÊ ÑÎ ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÐË

V (α̂) =
1

φ11
, V

(
β̂
)

=
1

φ22
, V (p̂) =

1

φ33

è¾ëì

AÄ "BB)(Ç'*(%2

åÔÎ ËÜÌÓÐÑÌÒÌÓ× ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÌË ÎïÐÚÌÊÎÍ ÓÉ ÓÔÎ ËÓÜÍ× ÓÔÐÓ ÔÐË ÑÎÎÊ
ÙÉÊÍÜÙÓÎÍ ÌÊ áÉÏÓÔÛ9ÐËÓÎÏÊ ÿÌÑ×Ð ËÓÏÎÓÙÔÌÊà ÝÏÉÚ �ÎÊàÔÐ:Ì ÓÉ 9ÚËÐÐÍÞ CÏÉÚ ÓÔÎ
ËÓÜÍ× ÐÏÎÐâ ë ÒÉÙÐÒÌÓÌÎË ÉÜÓ ÉÝ ¿ë ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ËÎÒÎÙÓÎÍ Ñ× ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊÐÒÓÉ ÊÜÚÑÎÏË ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÌÊ ÓÔÎ ÒÉÙÐÒÌÓÌÎËÞ åÔÎ ÍÐÓÐ ÉÊ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÜÊÍÎÏ
ÐàÎ î ÐÒÉÊà ÕÌÓÔ ËÉÚÎ ÉÓÔÎÏ ÍÎÚÉàÏÐÖÔÌÙ ÙÔÐÏÐÙÓÎÏÌËÓÌÙË ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÙÉÒÒÎÙÓÎÍ ÝÏÉÚ¾â¿î¿ ÙÉÜÖÒÎË ÉÝ ÙÔÌÒÍÑÎÐÏÌÊà ÐàÎË ÉÝ ËÎÒÎÙÓÎÍ ÒÉÙÐÒÌÓÌÎËÞ ùÑÉÜÓ ÉÊÎÛÓÔÌÏÍ èúîÞëÖÎÏÙÎÊÓì ÉÝ ÓÔÎ ÌÊØÎËÓÌàÐÓÎÍ ÚÉÓÔÎÏË ÔÐØÎ ÒÉËÓ ÐÓ ÒÎÐËÓ ÉÊÎ ÙÔÌÒÍÞ åÔÎ ÖÎÏÙÎÊÓÐàÎ
ÉÝ ÚÜÒÓÌÖÒÎ ÙÔÌÒÍ ÒÉËË ÚÉÓÔÎÏË ÌË ¾¾Þú ÐÊÍ ÓÔÎËÎ ÚÉÓÔÎÏË ÔÐØÎ àÌØÎÊâ ÉÊÎ ÐÊ ÐØÎÏÐàÎâ¾ü ÉÏ ÚÉÏÎ ÑÌÏÓÔËÞ åÔÎ ÍÌðÎÏÎÊÓÌÐÒ ÌÊ ÙÔÌÒÍ ÒÉËË Ñ× ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÒÎØÎÒ ÌË ÔÌàÔÒ× ËÌàÊÌäÙÐÊÓÞ
ôÉÕÎØÎÏâ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÓÉ ÚÉÓÔÎÏË ÔÐØÌÊà ÒÉÕÎÏ ÐÊÍ ÍÌðÎÏÎÊÓÌÐÒ ÌÊ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×Ñ× ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÌÊ ÊÉÏÓÔÛÎÐËÓÎÏÊ ÿÌÑ×Ð ú¿î ÚÎÍÌÜÚ è@ ÎØÎÏ ÑÉÏÊ ÙÔÌÒÍÏÎÊì ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÌË
ËÌÚÌÒÐÏÞ åÔÌË ËÓÜÍ× ÌÊÍÌÙÐÓÎË ÓÔÐÓ ÔÌàÔ ÖÐÏÌÓ× ÐÊÍ ÔÌàÔ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÚÉØÎ ÌÊ ÓÔÎ
ËÐÚÎ ÍÌÏÎÙÓÌÉÊ è�ÔÜ×ÐÊ ø ßÎÉàÏÐÓÌÐË ¾çççì ÐÊÍ ÉÊÎ ËÎÓ ÉÝ ÍÐÓÐ ÔÐË ÑÎÎÊ ÓÐñÎÊÝÏÉÚ Ð ôÉÜËÎÔÉÒÍ õÐÚÖÒÎ õÜÏØÎ× ÌÊ �ÏÐ:ÌÒ ÌÊ ¾çêëÞ ßÎÓÐÌÒË ÐÏÎ àÌØÎÊ ÌÊ õÐËÓÏ×è¾ççëìÞ �ÓÔÎÏ ÓÕÉ ËÎÓ ÉÝ ËÐÚÖÒÎ ÍÐÓÐ ÕÎÏÎ ÙÉÒÒÎÙÓÎÍ ÜÊÍÎÏ Ð õÜÏØÎ× ÎÊÓÌÓÒÎÍ D9ðÎÙÓ
ÉÝ ÑÏÎÐËÓÝÎÎÍÌÊà ÉÊ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÌÊ áÉÏÓÔ þÜÏÐÒ ãÊÍÌÐE ÌÊ ¾ççî ÐÊÍ Dù ßÎÚÉàÏÐÖÔÌÙ
ËÜÏØÎ× ÉÊ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌÊ ÏÜÏÐÒ áÎÖÐÒF ù õÓÜÍ× ÉÝ öÐÒÖÐ ÐÊÍ þÜÖÐÊÍÎÔÌ
ßÌËÓÏÌÙÓËE ÌÊ ¿üüüÞ åÔÎ ÍÎÓÐÌÒË ÉÝ ÓÔÎËÎ ÓÕÉ ËÎÓ ÉÝ ÍÐÓÐ ÐÏÎ àÌØÎÊ ÌÊ õÏÌØÐËÓÐØÐè¿üü¾ìÞ

åÔÎ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ Ñ× ÓÔÎ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ
ÚÉÚÎÊÓ ÐÊÍ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍÞ åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ ØÐÒÜÎË ÉÝ ÍÌðÎÏÎÊÓ
ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË ÐÏÎ àÌØÎÊ ÌÊ ÓÐÑÒÎË ¾ ÓÉ & ÝÉÏ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËÞ
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åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ α ÐÏÎ üÞúëîúâ üÞ¿¾úçâ üÞ¿@êú ÐÊÍ üÞúîëü ÝÉÏ ãÊÍÌÐâ áÎÖÐÒâáÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ðâ ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×Þ ãÓ ÏÎÖÏÎËÎÊÓË ÓÔÐÓ ÓÔÎ ÖÏÉÛÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÎïÖÎÏÌÎÊÙÌÊà Ð ÙÔÌÒÍ ÒÉËË ÕÐË ÝÉÜÊÍ ËÒÌàÔÓÒ× ÔÌàÔÎÏ ÌÊ ãÊÍÌÐèüÞúëîúì ÓÔÐÊ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ð èüÞúîëüìâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ èüÞ¿@êúì ÐÊÍ áÎÖÐÒèÞ¿¾úçìÞ åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÉÝ β ÐÏÎ üÞîêîëâ üÞëî¿êâ üÞ@î@ü ÐÊÍ üÞ@ê&@â ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×â ÝÉÏãÊÍÌÐâ áÎÖÐÒâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×ÐÞ ãÓ ÚÎÐÊË ÓÔÐÓ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉÏÛÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÔÐØÌÊà ÉÊÒ× ÉÊÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔ ÕÐË ÝÉÜÊÍ àÏÎÐÓÎÏ ÝÉÏ áÎÖÐÒ èüÞëî¿ëìÐË ÙÉÚÖÐÏÎÍ ÓÉ ÉÓÔÎÏ ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ ØÐÒÜÎË ÝÉÏ ÓÔÎ ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÉÝ ËÜÙÛÙÎËË ÉÝ ÍÎÐÓÔ Ö ÐÏÎ üÞîêêçâ üÞ@¿îëâ üÞ@&çü ÐÊÍ üÞ@@úü Ñ× ÓÔÎ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÚÎÊÓ
ÐÊÍ üÞ@ü¿¿â üÞë¾¾üâ üÞ@¾ëê ÐÊÍ üÞ@îç¿ Ñ× ÓÔÎ ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍâ ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×âÝÉÏ ÓÔÎ ÐÑÉØÎ ÚÎÊÓÌÉÊÎÍ ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ åÔÎ ÐØÎÏÐàÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔ ÖÎÏ ÝÐÚÌÒ×
αβ + (1 − β)α

[
(1−qN−1)
p(1−qN )

− Nq(N−1)

(1−qN )
+ 1

(1−qN )

] ÝÉÏ 9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìâ
áÎÖÐÒâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ð ÕÎÏÎ ÝÉÜÊÍ ÓÉ ÑÎ üÞ@úâ üÞúüâ üÞ&¾ÐÊÍ üÞîú ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×Þ åÔÌË ËÔÉÕ ÓÔÐÓâ ÉÊ ÐÊ ÐØÎÏÐàÎâ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ÔÌàÔÌÊ 9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìÞ åÔÎ ÎïÐÙÓ ØÐÏÌÐÊÙÎË ÉÝ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏË ÉÑÓÐÌÊÎÍÑ× ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍ ÚÎÓÔÉÍ ÐÏÎ ÐÒËÉ àÌØÎÊÞ ÝÉÏ 9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìâ
áÎÖÐÒâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ð ÕÎÏÎ ÝÉÜÊÍ ÓÉ ÑÎ üÞ@úâ üÞúüâ üÞ&¾ÐÊÍ üÞîú ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×Þ åÔÌË ËÔÉÕ ÓÔÐÓ ÉÊ ÐÊ ÐØÎÏÐàÎ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ÔÌàÔ ÌÊ
9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìÞ åÔÎ ÎïÐÙÓ ØÐÏÌÐÊÙÎË ÉÝ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏË ÉÑÓÐÌÊÎÍ Ñ×
ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍ ÚÎÓÔÉÍ ÐÏÎ ÐÒËÉ àÌØÎÊÞÈÔÐÊàÎË ÌÊ ÒÎØÎÒË ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÚÐ× ÑÎ ÐÓÓÏÌÑÜÓÎÍ ÓÉ ËÉÙÌÉÎÙÉÊÉÚÌÙ ÝÐÙÓÉÏË ËÜÙÔ
ÐË ÌÚÖÏÉØÎÚÎÊÓË ÌÊ ÖÏÌÚÐÏ× ÔÎÐÒÓÔ ÙÐÏÎ ËÎÏØÌÙÎËâ ÙÉÊÓÏÉÒ ÉÝ ÎÖÌÍÎÚÌÙËâ ÐØÐÌÒÐÑÌÒÌÓ×
ÉÝ ÔÎÐÒÓÔ ÙÐÏÎ ÝÐÙÌÒÌÓÌÎËâ ÐÊÍ ÕÌÓÔ ÓÔÎ ÌÚÖÏÉØÎÚÎÊÓ ÌÊ ÎÙÉÊÉÚÌÙ ÙÉÊÍÌÓÌÉÊ ÐÚÉÊàÒÉÕÎÏ ÖÐÏÌÓ× ÕÉÚÎÊâ ÓÔÎÏÎ ÌË Ð ÍÉÕÊÕÐÏÍ ËÔÌÝÓ ÌÊ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×Þ ôÉÕÎØÎÏ ÎÙÉÛÊÉÚÌÙ ÙÉÊÍÌÓÌÉÊ ÐÊÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÚÉØÎ ÌÊ ÓÔÎ ËÐÚÎ ÍÌÏÎÙÓÌÉÊ ÐÚÉÊà ÔÌàÔ ÖÐÏÌÓ×
ÕÉÚÎÊÞ ßÌðÎÏÎÊÓÌÐÒ ÌÚÖÐÙÓË ÉÝ ÐàÎ ÉÝ ÝÎÚÐÒÎ ËÖÉÜËÎ ÐÓ ÚÐÏÏÌÐàÎ ÐÏÎ ÉÑËÎÏØÎÍ
ÐÚÉÊà ÚÉÓÔÎÏË ÉÝ ÍÌðÎÏÎÊÓ ÖÐÏÌÓ× ÒÎØÎÒÞ

ù ÌÊóÐÓÎÍ àÎÉÚÎÓÏÌÙ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÝÉÏ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎ ÖÏÉØÌÍÎË Ð ËÜÌÓÐÑÒÎ ÍÎËÙÏÌÖÓÌÉÊ
ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÐÓ ÚÌÙÏÉ ÒÎØÎÒâ ÌÞÎÞ ÐÓ ÓÔÎ ÝÐÚÌÒ× ÒÎØÎÒ èåÐÑÒÎË ¾ ÓÉ &ìÞ åÔÎ ØÐÒÜÎÉÝ χ2 ÐÏÎ ÌÊËÌàÊÌäÙÐÊÓ ÐÓ î ÖÎÏÙÎÊÓ ÒÎØÎÒ ÉÝ ËÌàÊÌäÙÐÊÙÎ ÝÉÏ ÐÒÒ ËÎÓ ÉÝ ÍÐÓÐÞ åÔÎÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ äÓÓÎÍ ËÐÓÌËÝÐÙÓÉÏÌÒ× ÐÊÍ ÍÎËÙÏÌÑÎÍ ÓÔÎ ÖÐÓÓÎÏÊ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×ÓÉ ËÎØÎÏÐÒ ËÎÓË ÉÝ ËÐÚÖÒÎ ÍÐÓÐ ÌÊ ãÊÍÌÐÊ õÜÑÙÉÊÓÌÊÎÊÓËÞ
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jÄ 1%2Ç)Æk(%2

CÏÉÚ ÓÔÎ ÐÑÉØÎ ÍÌËÙÜËËÌÉÊ ÉÝ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÏÎÒÐÓÎÍ ÕÌÓÔ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌÓ ÌË
ÙÉÊÙÒÜÍÎÍ ÓÔÐÓ ÌÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÐÏÎ ËÓÌÒÒ ÔÌàÔÎÏ ÌÊ ßÎØÎÒÉÖÌÊà ÙÉÜÊÓÏÌÎËÒÌñÎ ãÊÍÌÐâ áÎÖÐÒâ áÛ9 �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÛ9 ÿÌÑ×Ð ÐË ËÔÉÕÊ ÌÊ åÐÑÒÎË ¾ ÓÉ &Þ ÈÔÐÊàÎË ÌÊÓÔÎ ÒÎØÎÒ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ÍÌÏÎÙÓÒ× ÉÏ ÌÊÍÌÏÎÙÓÒ× ÐËËÉÙÌÐÓÎÍ ÕÌÓÔ ËÉÙÌÉÎÙÉÊÉÚÌÙÝÐÙÓÉÏË ÖÏÎØÐÌÒÌÊà ÌÊ ÓÔÐÓ ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ

åÉ ÉØÎÏÙÉÚÎ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ËÖÏÎÐÍ ÉÝ ÎÍÜÙÐÓÌÉÊ ÌË äÏËÓ ÐÊÍ ÝÉÏÎÚÉËÓ ÎËËÎÊÛÓÌÐÒ ÝÐÙÓÉÏÞ �× ÌÚÖÐÏÓÌÊà ÎÍÜÙÐÓÌÉÊ ÓÉ ÓÔÎ ÖÐÏÎÊÓË ÐÊÍ ÝÐÚÌÒ× ÚÎÚÑÎÏË ÓÔÎ× ÕÌÒÒÑÎ ÙÉÊËÙÌÉÜË ÐÊÍ ÐÕÐÏÎ ÓÉ ÓÔÎ ÔÎÐÒÓÔ ÉÝ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍÞ åÉ ñÎÎÖ ÓÔÎÌÏ ÙÔÌÒÍ ÔÎÐÒÓÔ× ÐÊÍ
ËÉÜÊÍ ÓÔÎ× ÕÌÒÒ ÝÉÒÒÉÕ ÓÔÎ ÐÍØÌÙÎ ÉÝ ÓÔÎ ÍÉÙÓÉÏË ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÍÐÓÎ ÕÔÎÊ ÓÔÎ ÚÉÓÔÎÏ ÌË
ÙÉÊÙÎÌØÎÍÞ öÐÏÎÊÓË ÕÌÒÒ ÐÍÔÎÏÎ ÓÔÎ ÓÌÚÎ ËÙÔÎÍÜÒÎ ÓÉ ØÐÙÙÌÊÐÓÎ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÓÉ ÙÉÊÓÏÉÒÍÌðÎÏÎÊÓ ÍÌËÎÐËÎËÞ åÔÎ× ÕÌÒÒ ÐÒËÉ ÙÐÏÎ ÝÉÏ Ô×àÌÎÊÌÙ ÐÓÚÉËÖÔÎÏÎ ÐÊÍ ÙÒÎÐÊÊÎËËÞ÷ÎÎÖÌÊà ÐÒÒ ØÌÎÕÖÉÌÊÓËâ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÌË ÐÊ ÎËËÎÊÓÌÐÒ ÓÉÉÒ ÝÉÏ ÖÏÎÍÌÙÓÌÊàÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÒÎØÎÒ ÉÝ ÐÊ× ÙÉÜÊÓÏ× ÐÊÍ ÌÓ ÙÐÊ ÑÎ ÜËÎÍ ÐË ÐÊ ÌÊÍÌÙÐÓÉÏ ÉÝ àÉÉÍÔÎÐÒÓÔ ÙÉÊÍÌÓÌÉÊ ÉÝ ÓÔÎ ËÉÙÌÎÓ×Þ

"Çl2%m).-n.4.2*

åÔÎ ÐÜÓÔÉÏË ÐÏÎ ØÎÏ× ÓÔÐÊñÝÜÒ ÓÉ ÏÎÝÎÏÎÎË ÝÉÏ ÓÔÎÌÏ ØÐÒÜÐÑÒÎ ËÜààÎËÓÌÉÊËÞ
[opqrsrtuv w xyru tp z{{| } ~qp���tuv trqrp�s�p tp z{{|]

�./.$.2Ç.k

ùÏÊÉÒÍâ �Þ ÈÞ è¾ççúìâ �öÐÏÎÓÉ ßÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊËæâ ����������� ������������� �Þ
�ÔÜ×ÐÊâ ÷Þ ÈÞ ø ßÎÉàÏÐÓÌÐËâ þÞ è¾çççìâ ��Ê Ð öÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× íÉÍÎÒ ÝÉÏ ÈÔÌÒÍ íÉÏÛÓÐÒÌÓ× öÐÓÓÎÏÊ ÌÊ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ðæâ ������� ������� �� ���������� �������è¿¾ìâ úú�úêÞ
�ÏÐËËâ 'Þ è¾ççî�ìâ ù õÌÚÖÒÎ ÐÖÖÏÉïÌÚÐÓÌÉÊ ÝÉÏ ÓÔÎ ÓÌÚÎ ÿÉÙÐÓÌÉÊ ÉÝ 9ËÓÌÚÐÓÎË

ÉÝ ÈÔÌÒÍ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÝÏÉÚ öÏÉÖÉÏÓÌÉÊË ÍÎÐÍ Ñ× ÐàÎ ÉÝ íÉÓÔÎÏâ �� �ùÍØÐÊÙÎË ÌÊ
íÎÓÔÉÍË ÝÉÏ 9ËÓÌÚÐÓÌÊà CÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÝÏÉÚ ÿÌÚÌÓÎÍ ÐÊÍ ßÎÝÎÙÓÌØÎ
ßÐÓÐæâ ÿÉÊÍÉÊ õÙÔÉÉÒ ÉÝ ô×àÌÎÊÎ ÐÊÍ åÏÉÖÌÙÐÒ íÎÍÌÙÌÊÎâ ÿÉÊÍÉÊâ ÖÖÞ ¾�¾@Þ

�ÏÐËËâ'Þ è¾ççî�ìâ åÔÎ ßÎÏÌØÐÓÌØÎ ÉÝ ÿÌÝÎ åÐÑÒÎË ÝÏÉÚ þÎÓÏÉËÖÎÙÓÌØÎ 9ËÓÌÚÐÓÎË ÉÝÈÔÌÒÍ ÐÊÍ ùÍÜÒÓ íÉÏÓÐÒÌÓ×â �� �ùÍØÐÊÙÎË ÌÊ ÚÎÓÔÉÍË ÝÉÏ ÎËÓÌÚÐÓÌÊà ÝÎÏÓÌÒÌÓ×
ÐÊÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÝÏÉÚ ÒÌÚÌÓÎÍ ÐÊÍ ÍÎÝÎÙÓÌØÎ ÍÐÓÐæâ ÿÉÊÍÉÊ õÙÔÉÉÒ ÉÝ ô×àÌÎÊÎÐÊÍ åÏÉÖÌÙÐÒ íÎÍÌÙÌÊÎâ ÿÉÊÍÉÊÞ

ÈÔÐÜÔÐÊâ þÞ ÷Þ è¾ççëìâ �ûÏÐÍÜÐÓÌÉÊ ÉÝ ãÊÝÐÊÓ ßÎÐÓÔË Ñ× ùàÎæâ ���������� �����
 è¿@ìâ ¿@¾�¿ë&Þ

ûÉÒÍÑÒÐÓÓâ öÞ �Þ è¾çêçìâ �íÉÏÓÐÒÌÓ× Ñ× õÉÙÌÐÒ ÈÒÐËËâ ¾çë¾Ûêîæâ ���������� ������èî@ìâ @�¾îÞ
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ôÎÒÌàÚÐÊâ ÿÞ ø öÉÒÒÐÏÍâ ýÞ ôÞ è¾çêüìâ �ùàÎ öÐÓÓÎÏÊ ÉÝ íÉÏÓÐÒÌÓ×æâ ������� �� ��¡
������� �� ¢�������� è¾¾ëìâ &ç�êüÞ

ôÌÒÒâ ùÞ ûÞ ø ßÎØÌÍâ ôÞ öÞ è¾çêçìâ íÎÐËÜÏÌÊà ÈÔÌÒÍ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÌÊ ÓÔÎ åÔÌÏÍ'ÉÏÒÍâ
�� áÞ õÉÜÏÙÎË ø áÞ ùÖÖÏÉÐÙÔÎËâ ÎÍËâ �ãéõõö öÏÉÙÎÎÍÌÊà ÉÝ ãÊÓÎÏÊÐÓÌÉÊÐÒÈÉÊÝÎÏÎÊÙÎæâ áÎÕ ßÎÒÔÌâ ãÊÍÌÐÞ

÷ÐÑÌÏâ íÞ ø ùÚÌÏâ þÞ è¾ççúìâ �CÐÙÓÉÏË ãÊóÜÎÊÙÌÊà ÈÔÌÒÍ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÌÊ �ÐÊàÒÐÍÎËÔ
ÐÊÍ åÔÎÌÏ ãÚÖÒÌÙÐÓÌÉÊË ÝÉÏ ÓÔÎ áÐÓÌÉÊÐÒ ôÎÐÒÓÔ öÏÉàÏÐÚÚÎæâ ¢���¡����£����������� ������� ¤èúìâ ú¾�&@Þ

÷Î×äÓâ áÞ è¾çëëìâ ¢������ ¥����������� ����������â ýÉÔÊ 'ÌÒÎ×â áÎÕ ¦ÉÏñâéÊÌÓÎÍ õÓÐÓÎËÞ
÷ÏÌËÔÊÐÊâ öÞ ø ýÌÊâ ¦Þ è¾ççúìâ �ù õÓÐÓÌËÓÌÙÐÒ íÉÍÎÒ ÉÝ ãÊÝÐÊÓ íÉÏÓÐÒÌÓ×æâ����������� §§è¿ìâ @ë�ë¾Þ
öÐÓÔÐñâ ÷Þ �Þâ öÐÊÍÎ×â ùÞ ø íÌËÔÏÐâ éÞ õÞ è¾çç¾ìâ ��Ê 9ËÓÌÚÐÓÌÊà ÙÜÏÏÎÊÓ ÿÎØÎÒË

ÉÝ CÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ ÈÔÌÒÍ íÉÏÓÐÒÌÓ× ÝÏÉÚ ÓÔÎ ßÐÓÐ ÉÊ �ÖÎÊ �ÌÏÓÔ ãÊÓÎÏØÐÒ ÐÊÍ
õÜÏØÌØÐÒ õÓÐÓÜË ÉÝ ÓÔÎ ÒÐËÓ ÈÔÌÒÍæâ ����������� ¨è¾ìâ ¾î�¿&Þ

öÏÎËÓÉÊâ õÞ ôÞ ø öÐÒÒÉÊÌâ ùÞ è¾çëëìâ �CÌÊÎÛåÜÊÌÊà �ÏÐËË å×ÖÎ íÉÏÓÐÒÌÓ× 9ËÓÌÚÐÓÎË
ÕÌÓÔ ßÐÓÐ ÉÊ ùàÎË ÉÝ õÜÏØÌØÌÊà ÈÔÌÒÍÏÎÊæâ ���������� ©������� �� ��� ª�����«������ è¾üìÞ

þÉÊÐÒÍâ ßÞ ÿÞ ø ÿÐÕÏÎÊÙÎâ þÞ ÈÞ è¾çç¿ìâ �íÉÍÎÒÌÊà ÐÊÍ CÉÏÎÙÐËÓÌÊà éÞõÞ íÉÏÓÐÒÛÌÓ×æâ ������� �� ¢������� ����������� ¢����������� èêëìâ @îç�@ëîÞ
õÐËÓÏ×â áÞ è¾ççëìâ �ù áÎËÓÎÍ CÏÐÌÒÓ× íÉÍÎÒ ÝÉÏ õÜÏØÌØÐÒ ßÐÓÐâ ÕÌÓÔ ÐÊ ùÖÖÒÌÙÐÓÌÉÊÓÉ ÓÔÎ õÓÜÍ× ÉÝ ÈÔÌÒÍ õÜÏØÌØÐÒ ÌÊ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒæâ ������� �� ��� ¢�������

����������� ¢���������� ¨ Þ
õÏÌØÐËÓÐØÐâ õÞ è¿üü¾ìâ õÉÚÎ íÐÓÔÎÚÐÓÌÙÐÒ íÉÍÎÒË ÌÊ ßÎÚÉàÏÐÖÔ× ÐÊÍ åÔÎÌÏ ùÖÛÖÒÌÙÐÓÌÉÊâ ßÉÙÓÉÏÐÒ ÓÔÎËÌËâ �ÐÊÐÏÐË ôÌÊÍÜ éÊÌØÎÏËÌÓ×â ¬ÐÏÐÊÐËÌâ ãÊÍÌÐÞ
åÔÌÎÒÎâ öÞ áÞ è¾çë¿ìâ ��Ê íÐÓÔÎÚÐÓÌÙÐÒ CÉÏÚÜÒÐ ÓÉ 9ïÖÏÎËË ÓÔÎ þÐÓÎ ÉÝ íÉÏÓÐÒÌÓ×

åÔÏÉÜàÔÉÜÓ ÓÔÎ 'ÔÉÒÎ ÉÝ ÿÌÝÎæâ ������� �� ��������� �� ¢�������� è¾@ìâ ú¾úÞ
éáã è¾çêëìâ ��� ����� �� ��� ����®� �̄������Þ
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