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STABILITE DES SOLUTIONS
PERIODIQUES OU ANTI-PERIODIQUES
DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS

DAAD ABOU SALEH

Recommended by J.P. Dias

Abstract: We consider the non linear differential system in R?
W (1) + ku(t) (u(t)2 ¥ u(t)2) “u(t) = ha (1)
V' (t) + ku(t) (u(t)2 + v(t>2) —Mo(t) = hat) .

In order to study the stability of anti-periodic solutions of this system, a result of Lia-
pounov in the stability theory of autonomous nonlinear ODE is enlarged to diffenrentials
systems of the form u' = F(t,u) in the Hilbert space framework with finite dimension.
On the other hand, a result of R.Bellman in the instability theory of autonomous non-
linear ODE is enlarged to diffenrentials systems where L, the linearized operator for F,

is a nonautonomous periodic operator.

1 — Introduction

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie, muni du produit scalaire

(.,.) et de norme associée ||.||. On considere I’équation d’évolution non autonome
suivante:
(1.1) U'(t) = F(t,U (1))

ot F: R*xH — H, de classe C! en U et uniformément différentiable en U par
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rapport & t. Soit W une solution de (1.1) appartenant & I’espace C*(R*, H) N
CY(R™, H). On souhaite étudier la stabilité de la solution W de (1.1). W est une
solution stable de (1.1) si pour tout € > 0, il existe §() tel que pour toute autre
solution Y de (1.1), la condition

1Yo — Woll < 6(e)
entraine
Sup;so [[Y' () = W(H)]| <& .
On peut ramener 1'étude de la stabilité de n’importe quelle solution de (1.1)
a la stabilité de la solution nulle de
(1.2) Z't)+ L) Z(t) +e(t, Z(t)) =0
avec
L(t) = —(Ow F(t, Z(1)))(Z(t))

et
e(t,Z) =o0(Z2)

uniformément en t lorsque Z — 0. Dans un certain nombre de cas que nous
allons décrire, la stabilité de la solution nulle de I’équation:

(1.3) Y'(t)+ L)Y (t) =0

est équivalente a la stabilité de la solution nulle de (1.2). Plus prégisément, con-
sidérons e: U C RTxH — H une fonction continue et localement Lipshitzienne
au voisinage de 0, L: H — H un opérateur linéaire autonome. Soit A I’ensemble
des valeurs propres de L. On rappelle les deux théoremes suivants:

Théoréme 1.1 (de Liapounov). On suppose que:

e VA€ A Re(\) > 0;

e Vn > 0,30, telque ||Z]|| < 6, alors ||e(t, Z2)|| < n|Z]|.

Alors la solution nulle de (1.2) est exponentiellement stable au sens suivant:
pour tout £ > 0, il existe §(g) tel que toute autre solution Y de (1.2) qui vérifie:

1Yo — Woll < 4(e)

entraine
Supgso [[Y (1) —W (@) <e.n
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Théoréme 1.2 (de Bellman). On suppose que:
e I\ e A Re(\) <0;
e Vn > 0,30, telque ||Z]|| < 6, alors ||e(t, Z2)|| < n||Z]|.

Alors la solution nulle de (1.2) est instable .i.e. il existe g > 0 tel que V§ > 0
il existe une solution Y de (1.2) qui vérifie:

1Yo — Wo| <6

et
Supiso [Y (1) =W (@)| > €0 -

Nous verrons plus loin que le résultat de stabilité de Liapounov se généralise
au cas ou L est un opérateur auto-adjoint dépendant du temps. D’autre part,
le résultat d’instabilité de Bellman se généralise au cas ou L est un opérateur
dépendant du temps de fagon périodique, sous une condition faisant intervenir la
matrice de monodromie du systeme cf [3] .

On applique ces résultats a une classe spéciale de systemes différentiels dans
RY de la forme

(1.4) U+ KUF(|U|II*) = AU = h

ot ||.|| est la norme euclidienne dans RY, f une fonction de R* — R continue
et non constante sur (0,+00), K, € R et h € C°(R,RY), T-anti-périodique.
Pour N = 2, Philippe Souplet a montré qu’il existe certains réels b, e,w tels que,
(1.4) admet au moins deux solutions distinctes

) _ b( Co.swt ) ’
— sinwt

Us(t) = <u2(t)> _ b( (14 ¢)coswt—esinwt ) ,

va(t) —ecoswt—(1 + ¢) sinwt
avec 9
K — —ZzEW ’
F(B2) = f[b2(1 + 22 + 2¢2)]
A= Kf(*) +w(l+2)
et

~(ha(t)\ [ B(Kf(b?*) — A)coswt — whsinwt
ht) = ( 1 ) N (—wbcoswt—b(Kf(b2) - ) sinwt) '
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On va étudier le cas ou f(s) = s. (1.4) s’écrit alors

4+ Ku(u?2+v®) - u=h
(15) { ( ) 1

v+ Kv(u? +v%) — Xv = hy

dans ce cas, on a

o= (i) = St

U(t) = (uQ(t)> = b( (1+5)COSWt—esinwt> |

va(t) —ecoswt — (1 +¢)sinwt

B w

T (te)’

w

A= te) + w(1+ 2¢)
et
h(t) = (hl(t)> _ ( (kb3 — \b) cos wt — whsin wt ) '
ho(t) —wbcoswt — (kb3 — \b) sin wt
L’objet principal de ce travail est I’étude de la stabilité des solutions U et Us.

On montre dans la suite que la solution U; est stable pour € € | — 1, —%[ et est
instable pour € € ] — 0o, —3[U]0, +00[. De méme la solution Us est stable pour

£ €] — 0o, —1[ et est instable pour € € ]—3,0].

2 — Généralisation du théoréme de Liapounov sur la stabilité asymp-
totique

2.1. Linéarisation

On considere I'équation
(2.6) U'(t)=F(t,U(t)) .
On souhaite linéariser (2.6) au voisinage de la solution W. Pour cela, on pose:
Y=W+Z

alors Z vérifie
(2.7) Z'(t) = (Ow F(t, W (1))(Z(1)) +n(t, Z(t))
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n(t, Z(t)) = o(Z(t))

uniformément en t.

En effet, soit Y une solution de (2.6), en faisant un développement limité &
l'ordre 1 de F, on a

W)+ Z/(t) = F(LY (8)) = F(t, W (£)) + w F(t, W () (Z(1)) +n(t, Z(1))
or W est une solution de (2.6), donc
W(t) = F(t,W(2))
d’ou le résultat.
On pose

L(t) = —dw F(t, W(1)))
et
5(t? Z(t)) = _77<t7 Z(t))
(2.7) s’écrit
(2.8) Z't)+ L) Z(t) +e(t, Z(t)) =0

et le systeme linéarisé de (2.6) s’écrit

(2.9) Y'(t)+ L)Y (t) =0 .

2.2. Le cas non autonome

On considere I'équation
(2.10) Z'(t)+ L) Z(t) +e(t, Z(t)) =0

ot L(t) : H — H Vt € RT, de classe C° en t, uniformément différentiable en W
par rapport At et e : RTxH — H.

Théoréme 2.3. On suppose que:

(1) lle(t, Z) < A Z®) pour [ Z]| < n;
(2) (L(H)Z(), Z(1)) = BIIZ()||* avec B > 7.
Alors la solution nulle de (2.10) est stable.
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Avant de montrer ce résultat on a besoin du lemme suivant

Lemme 2.1. On suppose qu’il existe une fonction ¢ : [0,T] — R qui vérifie
(1) ¢>0;
(2) ¢(0) <m;

(3) ¢ est absolument continue;
(4) ¢' < —e¢ p.p. sur {p(t) < n}.

Alors, on a le résultat suivant

o(t) < ¢(0)exp(—et) Vtel0,T].

Démonstration du lemme: Puisque ¢(0) < 7, alors il existe § > 0 tel que:
¢(t) < n pour tout t € [0, 6], par continuité de ¢. Introduisons

T = Sup{5 >0, p(t)<n, t€ [0,5]}

et montrons que
T =o00.

Supposons que
T<oo ie ¢(T)=n
alors
o(t) <n pour te[0,T]
en particulier, en intégrant
¢’ < —e¢
et en faisant tendre t vers T', on a

O(T) < ¢(0) exp(—eT) <1,
d’ol1 une contradiction. m
Démonstration du théoréme: Calculons
O(lllI*) = =2 L(t)(z, 2) + (e(t, 2), 2) -
D’apres les hypotheses
ae(ll=)1%) < =2B1217 + 29=l>  Vll=ll <.

On pose
e=2(8-7).
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D’apres le lemme 2.1, on a
12(0)]1* < [[2(0)]|* exp(—et) .

Par suite la solution zero de (2.10) est exponentiellement stable. m

2.3. Le cas autoadjoint

(2.11) Z't)+ L) Z(t) +e(t, Z(t)) =0
ott L(t) : H — H ¥Vt € Rt est un opérateur auto-adjoint de classe C° en t et
e:RYxH — H telle que

e(t, Z(t)) = o(£(1))

lorsque Z — 0 uniformément en t.

On pose
v(L(t)) = iI(}f{(L(t)U 0), lU]* =1} .

Théoréme 2.4. S’il existe vy > 0 tel que v(L(t)) > vy > 0 Vt > 0, alors
0 est une solution exponentiellement stable de (2.11).

Démonstration: Ce théoréme est un cas particulier du théoreme 2.3 car

ceci implique

(L) Z(t), Z(t) = 2l Z(B)]?

donc pour

1zl <n

assez petit on peut utiliser le théoréme 2.3. n
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3 — Généralisation du théoréme de Bellman sur l’'instabilité

3.1. Rappel

On considere le systeme linéaire homogene suivant
(3.12) Y = Aty

ot A(t+T) = A(t) pour T > 0 et A: R — M(nxn) qui dépend de ¢t d’une
fagon continue.
On appelle matrice de monodromie de (3.12) la matrice non singuliere C' qui
vérifie:
Yt+T)=Y(t)C

ou Y (t) est la matrice fondamentale solution de (3.12).

On appelle nombres caractéristiques de (3.12) les valeurs propres de la matrice
de monodromie C. C vérifie la relation suivante: C' = exp(BT) ou B est une
matrice constante. Si p est une valeur propre de C, alors p = exp(A\T') ou A est
une valeur propre de B. L’existence d’une telle matrice B est démontrée dans [4]
page 120.

3.2. Le cas périodique

On considere d’abord 1’équation
(3.13) Z'(t) = A(t)Z(t) +e(t, Z(t))

oit A: Rt — M(nxn) est un opérateur dépendant du temps d’une facon C*,
périodique i.e. A(t+T) = A(t) pour T > 0 et ¢ : Rt xH — H vérifie

e(t,z) = o(z)
uniformément en t lorsque z — 0.

On considere le systeme linéarisé de (3.13) suivant:

(3.14) Y'(t) = A(t) Y (t) .
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Théoréme 3.5. Il existe une matrice P(t) périodique, C! et inversible pour
tout t, telle que si Z est une solution de (3.13), alors Y (t) = P~(t)Z(t) vérifie

(3.15) Y'(t) = BY (t) + n(t, Y (t))

ou B est une matrice constante et

Démonstration: On sait d’apres [4], qu’il existe P(¢) et une matrice con-
stante B telle que

VtecR  B=P l(t)A(t) P(t) — P7\(t) P'(t)

on a

donc

Z'(t) = PO)Y'(t)+ P'(t) Y(t)

on multiplie & gauche 1’égalité par P~1(t)

Pt Z'(t) = PY(t) P(t)Y'(t) + P~ (t) P'(t) Y (t)
= P Yt AW P)Y (t) + P~1(t) e(t, P(t) Y (1))
d’olt
Y'(t) = (P7H(1) A(t) P(t) - P~(t) P'(1)) Y (1)
+P () e(t, P(t) Y (1))
B = P7Y(#)A(t) P(t) — P~(t) P'(t) ,
donc
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On pose
n(t, Y (1) = P~ (1) e(t, P() Y (1))

on a

In@Y ) _ 1P~ @, Z@)]
DG UM O]
P O Z @) e, Z(0)]
- 1P~ (OIHZ @)1

or

lim ||e(t, 2)|| =0
z—0
uniformément en t, d’ou

Int )l

——— =0.n
Iyl

lim Sup;cr
y—0

Proposition 3.1. Supposons que B possede n valeurs propres: pi,...,pn,
comptées avec leur ordre de multiplicité. Alors on a le résultat suivant

(3.16) ;pi _ T/O tr(A(s)) ds

ou T est la période de A.

Démonstration: Soit p1,...,u, les nombres caractéristiques de (3.14) corres-
pondants a la période T de A et définis par

p1; = exp(piT)

d’apres [4], on a: § .
gui = exp(/o tr(A(s))ds)

puisque

1
Pi =T In(pi)

on en déduit (3.16). m
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Corollaire 3.1. Si la somme des valeurs propres de B est positive, alors la
solution nulle de (3.13) est instable. C’est en particulier le cas si

T
/0 tr(A(s))ds > 0 .

Démonstration: Sila somme des valeurs propres est positive, alors il existe
au moins une valeur propre positive de B. D’apres le résultat de Bellman dans
[1], la solution nulle de (3.15) est instable. On en déduit que la solution nulle est
aussi instable pour (3.13) grace au théoreéme 3.5. u

4 — Application & un systeme différentiel particulier

4.1. Introduction

On considere une classe spéciale de systemes différentiels dans RY de la forme
(4.17) U+ KUF(|U|I*) = AU = h

ol .|| est la norme euclidienne dans RY, f une fonction de R* — R non constante
sur (0,+00), K,A € R et h € C®°(R,RY), T-anti-périodique. Pour N = 2,
Philippe Souplet a montré qu’il existe certains réels b, e, w tels que

0= (010 =4 )

Us(t) = (“2(t)> _ b( (14 ¢) coswt—esinwt )

—ecoswt—(1 + ¢) sinwt
sont solutions de (3.17) avec:

—2cw

K= :
FB2) = F[B2(1+ 26 + 2¢2)]

A= Kf(0%) +w(l+2)

~(ha(t)\ [ B(Kf(b?*) — A)coswt — whsinwt
ht) = ( 1 ) N (—wbcoswt—b(Kf(bz) - ) sinwt) '
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On va étudier le cas ou f(s) = s. (4.17) s’écrit

u' + Ku(u? +v%) — du=h

(4.18) ( ) '
v 4+ Ko(u? +v%) — M = hy

dans ce cas, on a

(4.19) K= m ,
(4.20) A= ﬁ +w(l+2)

= (1) =4 Snme)

v = (1) = e e )
et

h(t) = (hl(t)> _ ( (kb3 — \b) cos wt — whsin wt ) '

—wbcoswt — (kb3 — \b) sinwt

4.2. Calcul des valeurs propres

On s’intéresse a la stabilité des solutions anti-périodiques U; et Us du systeme
(4.18) qui s’écrit sous la forme

U'(t) = F(t.U(t))
F(t,U®t) = —K|U@®)|PU(t) + AU () + h(t) .

Soit Q = (f;) une solution anti-périodique quelconque de (4.18) avec U = Q+2.

Au voisinage de €, on a
Z(t) = OuF (¢, Q())(2(t)) + O(z) = 0,

donc le systeme linéarisé de (4.18) s’écrit

(4.21) y'(t) + L(t)y(t) =0
L(t) = =0y F(t, Q(t))
ou encore L K(3¢2 N w2) . 2¢¢
a 291 K(@By?+¢%) =X ) -
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Proposition 4.2. Au voisinage de la solution

(4.22) UL (t) = (252) - b(_czisnwi) .

Les valeurs propres de L sont constantes et données par:
a; = -\ + Kb?

et

as = —\+ 3Kb> .

Démonstration: On remplace dans la matrice L, ¢ et 1 par les coordonnées

de Uy. La matrice s’écrit
L Kb?(cos 2wt +2) — A —Kb? sin 2wt
B —Kb? sin 2wt Kb?(—cos2wt +2) — A

Les valeurs propres de la matrice L sont les racines du polynéme det(L(t) — o)
ott I est la matrice identité dans R2.

det(L(t) — al) = (2Kb*> — X —a)* = K?b* = 0
équivaut a
(BKb* —X—a) (Kb* —A—a) = 0.
Cette égalité est vérifiée si et seulement si
a=oa =-\+ Kb?
ou

a=as:=—-\+3Kb . u

Proposition 4.3. Au voisinage de la solution

(4.23) Us(t) = (“2(t)> _ b( (14 ¢)coswt —esinwt ) ‘

va(t) —ecoswt — (1 +¢)sinwt

Les valeurs propres de L sont constantes et données par

Br = —A+C+ Kb\ /4e2(1+¢)? + (1 + 2¢)?2

et

By = _>\+C—Kb2\/452(1+e)2+(1+25)2
avec
C = 2Kb2{(1+5)2+52] .
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Démonstration: On remplace dans la matrice L respectivement ¢ et 1 par
ua(t) et vo(t). La matrice L s'écrit

Calculons A(t), B(t) et D(t)
A(t) = K(36° +47%) = A
2 2
= KbQ{B[(l + &) coswt — esinwt} + {—5coswt —(1+¢) sinwt] } - A

= Kb*{ 3(1+¢)? } cos® wt + [(1 +e)?+ 352} sin? wt

= Kb*|(1+ 2¢) cos 2wt — 2¢(1 + ¢) sin 2wt + 2(1 + €)? +252} -,

—4e(1 +5) smwtcoswt} A
B(t) = sz[ 2e(1 + ) cos 2wt — (1 4 2¢) sin2wt}

D(t) = Kb*|—(1 + 2¢) cos 2wt + 2¢(1 + ¢) sin 2wt 4 2(1 —1—5)24—252} —A.

Les valeurs propres de L sont les racines du polynome det(L(t) — 31) ou I est
la matrice identité dans R? et

Al — qer A =8 B(®)
det(L(t) — BI) = det ( B(t) D(t) - ﬁ)
= (40 =8) (20) =) - 51

Posons
C = 2Kb?|(1+e)*+ %
C' = Kb?[(1+422) cos 2wt — 2¢(1 + £) sin 2wt | |
alors
det(L(t) — BI) = (C+C" =X —B)(C—C' —\—B) — B(t)
doit

det(L(t) — BI) = (C — A —B)> = C"* = B(t)

2
c”? 4 B%(t) = K?b* [(1 + 2¢) cos 2wt — 2¢(1 + ¢) sin 2wt}

2
+ K2 [25(1 + ¢£) cos 2wt + (1 4 2¢) sin 2wt]
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En effectuant ce calcul, on trouve que:
C”%+ BA(t) = K*'|(1+2)% + 463 (1 +¢)?] .
D’ou

det(L(t) = BI) = (C = A= B)? = K2b*[(1+26)? + 4e%(1 + ¢)?]

a pour zéros (31 et [fo comme annoncées. m

4.3. Etude des parametres

K et A\ étant fixés, on peut exprimer b et w en fonction de €. En effet, d’apres
(4.19) et (4.20)

A
4.24 b=
(424 iJK[l—l—(l—i—s)(l—i—Ze)]
et
(4.25) w = K\ (1+¢)

L++e)(1+2)]

Pour K et A fixés, il existe deux couples (b,w) et (—b,w). Pour le premier
couple (b,w), il existe un terme forgant h et donc deux solutions distinctes qui
sont Uy et Usy. Pour le deuxieéme couple (—b,w) le terme forgant h est transformé
en —h et les solutions Uy et Uy en —U; et —Us. Or la matrice L reste inchangée
quand on remplace U; par —U;, donc les questions de stabilité et d’instabilité
restent inchangées en remplacant b par —b. Donc on peut se restreindre & b > 0.

Sans perdre de généralité, on va supposer que K = X = 1, cas auquel on peut
se ramener par changement d’échelle de temps et par une homothétie sur (u,v).
Le systeme s’écrit dans ce cas

u +u(u? +0?) —u = Iy
(4.26)

v +o(u? +v?) —v = hy
et les parametres b et w s’expriment en fonction de e par:

1+e¢
1+ (14+2)(1+¢)

w =

t
© 1

b= Vit(+20)(1+e)
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ou aussi
1

V2243 +2

Pour ¢ fixé, il existe un unique b, un unique w et donc un unique terme forcant

h pour lequel le systeme possede deux solutions anti-périodiques distinctes.

Proposition 4.4. (4.18) posséde deux solutions antipériodiques distinctes si
et seulement si K et A ont méme signe.

Démonstration: Si K et A ont méme signe, les formules précédentes don-
nent deux solutions distinctes. Supposons que K et A sont de signes contraires et
montrons que (4.18) ne peut pas avoir deux solutions antipériodiques distinctes.
(4.18) s’écrit

U+GU)=h

avec G le gradient de la fonction suivante

flu,v) = %(u2+v2)2 — %(uQ—i-vQ) )

Supposons que U; et Us soient deux solutions périodiques de (4.18) alors Uy
vérifie

U/ +G(U) =h

et Uy vérifie
UQ, + G(UQ) =h )

d’ou

U — Uy + G(Uy) — G(U2) = 0

on multiplie la derniére égalité par U; — Us, on obtient

(Ull — Uzl, U, — U2) + (G(Ul) — G(UQ), U, — UQ) =0,

T UL = U2 T
/0 atw dt +/0 (G() — G(U2), Uy~ Ua) dt = 0.

Puisque G est strictement monotone des que KA < 0 et |K| + |A| # 0, on en
déduit que Uy = Us. n
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4.4. Etude de la stabilité de la solution U;
Proposition 4.5. Sie €] —1, —%[, alors la solution Uy est stable.

Démonstration: La plus petite valeur propre de L est :
a=—1+0b

ou encore 1

a=—-1+ .
1+ (1+42¢)(1+¢)

Ce qui équivaut a:
. 262 + 3+ 1
2624 3e+2°

En factorisant le numérateur on trouve

2(e+ 3)(e+1)
2e2 4+ 3¢ +2

Donc o > 0 si et seulement siec €] —1,—3[. u
Proposition 4.6. Si e € |—00, —3[U]0, +00[, alors la solution Uy est instable.

Démonstration: La matrice L est périodique de période m, ses valeurs
propres vérifient

1 ™
a1+ ay = 7[‘/0 tr(L(s))ds .

Or
tr(L(s)) = 4b*> — 2 .
Donc | o
a1 +ag = 7/ (4b* — 2) ds
™Jo
ou encore

a1+a2:4b2—2,

4
al +ag = -2,
T T T 0+ 20)(1+¢)
ot — 2e(2e + 3)
L e P

Donc o + az < 0 si et seulement si € € | — 00, —2[U]0, +00].
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Interprétation

Lorsque ||| — o0, on a: b — 0, et donc Uy est “petite”. C’est donc la partie
linéaire, instable, qui domine. n

4.5. Etude de la stabilité de la solution U,
Proposition 4.7. Sie € | — 0o, —1], alors la solution U est stable.

Démonstration: La plus petite valeur propre est

g = —1+2b2[(1 +¢)? +52} —bz\/452(1+€)2+ (1+2¢)2.

Posons
P=—1+22[(142)?+¢

Q = b2\ /4e2(1 +€)? + (1 + 22)2
et
6=P-Q.
On remarque que @ est toujours positive. Cherchons le signe de P
2[(1+2)? + ¢
2e2 +3e+2

P=-1+

En réduisant au méme dénominateur, on trouve

B 2e2 + ¢
2243427

D’ou P est positive si et seulement si
g€]—o00,—1]U[0, 400

et P est négative si et seulement si

e€]-3,0
On va considérer € € ] — 0o, —3] U [0, +00] car sinon P est négative dans cet

intervalle et parsuite (3 est aussi négative. Cherchons pour quelles valeurs de ¢,
0 est positive. B > 0 est équivalent a

P > B2\/4e2(1 + )2 + (1 + 2¢)2
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ou encore, en élevant les deux termes au carré

262 +e 2 1 2, ) )
_ - 4e4(1 1+2 .
<2€2+36+2> ><262+3€+2> {E( +e) + 1+ 5)}

Cette inégalité est vérifiée si et seulement si
43 + 7 +4e+1 < 0.

Posons
N() = 43+ 7€ +4e +1.

On remarque que € = —1 est une racine de V.
Dans ce cas, N s’écrit

NE)=(e+1)(4e? +3e+1).

Dire que 3 > 0 équivaut a N(e) < 0 lorsque P > 0. m
Proposition 4.8. Si ¢ € ]—%,O[, la solution U, est instable.

Démonstration: La matrice L est périodique de période m, la somme de
ses valeurs propres vérifient

B+ B = %/Owtr(L(s)) ds

or
tr(L(s)) = 4b> [(1 +e)? +52} —2,
donc 1
pr+ P2 = ;/0 (4172[(1 +¢)? —|—E2} —2) ds
Oou encore

B1+ B2 = 4b2[(1+5)2 +52} —2.
On remplace b par son expression en fonction de €, on obtient

4
(14+2e)(1+¢)

51+ﬂ2=1+ {(1+5)2+52]—2.

En réduisant au méme dénominateur, on trouve

4e? + 2

61+ﬁz:252+35+2’

Donc 81 + B2 < 0 si et seulement si € € ]—%,0[. "
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