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CARACTÉRISATION DES
AUTOMORPHISMES D’UN GROUPE ABÉLIEN
AYANT LA PROPRIÉTÉ DE L’EXTENSION

S. Abdelalim et H. Essannouni

Presented by P. Malliavin

Abstract: In this paper we show that an automorphism α of an abelian group A

can be extented to an automorphism of any abelian group which contains A as subgroup

iff (α− idA)(A) or (α+ idA)(A) is a divisible subgroup of A. Then if A is reduced, idA

and −idA are the only automorphisms of A which have the extension property.

1 – Introduction and results

Dans [6] P.E. Schupp caractérise les automorphismes intérieurs d’un groupe

G de la manière suivante: si α est un automorphisme de G alors α est intérieur

ssi pour tout groupe H contenant G comme sous groupe, α se prolonge en un

automorphisme deH. En particulier siG est abélien alors idG est le seul automor-

phisme de G qui posséde la propriété de l’extension. Dans [5] M.R. Pettet montre

aussi que dans certaines classes de groupes finis les automorphismes intérieurs

sont caractérisés par la propriété de l’extension. Dans [3] M. Dugas et R. Gobel

donnent une autre preuve du résultat de Schupp. Dans [1] L. BenYakoub montre

que le résultat de Schupp n’est pas valable en général pour les algébres sur anneau

commutatif. On peut se demander si la propriété de l’extension caractérise aussi

les dérivations intérieures dans les algébres associatives. Dans [2] L. BenYakoub

et M.P. Malliavin montrent que c’est le cas pour certaines algébres quantiques.

Dans ce papier nous montrons qu’un automorphisme α d’un groupe abélien

A se prolonge en un automorphisme dans tout groupe abélien B, contenant A
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comme sous groupe ssi (α− idA)(A) ou (α+ idA)(A) est un sous groupe divisible

de A. En particulier si A est réduit alors idA et −idA sont les seuls automor-

phismes de A qui possédent la propriété de l’extension (dans la categorie des

groupes abéliens).

Tous les groupes que nous considérons dans la suite sont abéliens et nous

adoptons les notations de [4].

Soit C une classe de groupe abélien et soit A ∈ C nous voulons caractériser les

automorphismes α de A ayant la propriété suivante:

(E) Pour tout groupe B ∈ C et tout monomorphisme λ : A −→ B, il existe

un automorphisme α̃ de B rendant le diagramme suivant:

A
λ
−→ B

α ↓ ↓ α̃

A
λ
−→ B

commutatif.

Les classes de groupes abéliens que nous considérons sont (Ab): la classe de

tous les groupes abéliens, (Ab)t: la classe des groupes abéliens de torsion et (Ab)p:

la classe des p-groupes abéliens (p nombre premier).

Remarque 1.1. Si A est divisible alors tous les automorphismes de A possé-

dent la propriété (E) relativement à n’importe quelle classe contenant A.

Remarque 1.2. Désignons par C l’une des classe (Ab), (Ab)t ou (Ab)p.

Soient A ∈ C, D le sous-groupe divisible maximal de A, α un auotomorphisme de

A et α l’automorphisme de A/D induit par α. Il est facile de voir que α vérifie

(E) relativement à C. Donc pour l’etude de la propriété (E), on peut supposer

A réduit (i.e. D = 0).

2 – Caratérisation des automorphismes ayant la propriété de l’exten-

sion dans la classe des p-groupes abéliens

Proposition 2.1. Soient p un nombre premier et A un p-groupe abélien

réduit. Les seuls automorphismes de A qui vérifient (E) relativement à (Ab)p
sont πidA où π est un nombre p-adique inversible.

Preuve: Soit α un automorphisme de A vérifiant (E) relativement à (Ab)p.
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Soit x ∈ A tel que 〈x〉 est un facteur direct de A. Soient E un p-groupe

divisible contenant x et A0 un sous groupe de A tel que 〈x〉 ⊕ A0 = A. Il existe

α̃ ∈ Aut(E ⊕ A0) tel que α̃(a) = α(a) pour tout a ∈ A. Comme α̃(E) ⊆ E, car

A0 est réduit alors α(x) = α̃(x) = kx, k ∈ Z.
A présent soit B un sous groupe de base de A. B =

⊕

n≥1
Bn avec pour tout

n ≥ 1, Bn = 0 ou Bn est somme directe de groupes cycliques finis chacun d’ordre

pn. Fixons n ≥ 1 avec Bn 6= 0. Bn =
⊕

i∈I

〈xi〉 tel que o(xi) = pn, ∀i ∈ I. Comme

Bn est un facteur direct de A (voir 32.4[4]). D’aprés ce qui précéde α(xi) = mixi,

mi ∈ Z. Soit (i, j) ∈ I2 avec i 6= j, on peut écrire 〈xi〉 ⊕ Ai = A avec xj ∈ Ai.

Il est facile de voir que 〈xi + xj〉 ⊕ Ai = A donc α(xi + xj) = m(xi + xj) =⇒

pn | mi−mj . Il existe alors kn ∈ Z tel que α(b) = knb, ∀b ∈ Bn. Soit (m,n) ∈ N2

avec 1 ≤ m < n, comme Bm ⊕ Bn est un facteur direct de A (32.4[4]) alors on

peut voir facilement que pm | kn − km.

Soit π le nombre p-adique défini par la suite (kn)n≥0 (avec k0 = 0 et kn = kn−1

si Bn = 0). On a α(b) = πb, pour tout b ∈ B et comme A est réduit alors

α = π idA (34.1[4]).

On en déduit facilement les deux corollaires suivants.

Corollaire 2.1. Soit A un p-groupe abélien. les deux propriétés suivantes

sont équivalentes:

(i) ∀α ∈ Aut(A), α vérifie (E) dans (Ab)p.

(ii) A = D ⊕ 〈x〉 où D est un p-groupe divisible.

Corollaire 2.2. Supposons que A est un groupe de torsion réduit et α un

automorphisme de A alors les deux propriétés suivantes sont equivalentes:

(i) α vérifie (E) dans (Ab)t.

(ii) La restriction de α à toute p-composante de A est la multiplication par

un nombre p-adique inversible.

3 – Caractérisation des automorphismes ayant la propriété de l’exten-

sion dans la classe des groupes abéliens

Lemme 3.1. Supposons S =
⊕

n≥1
〈xn〉 avec pour tout n ≥ 1, o(xn) = qn

4

(q ≥ 2). Il existe un groupe abélien H contenant S comme sous groupe et pour

tout γ ∈ Aut(H) il existe ε ∈ {−1, 1} et N ∈ N∗ tel que qn4−nγ(xn) = ε qn
4−n xn,

∀n ≥ N .
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Preuve: Considérons le produit direct
∏

n≥1
〈xn〉 et désignons par fk :

∏

n≥1
〈xn〉 →

〈xk〉, la projection canonique (k ≥ 1). Pour m ≥ 1, on définit l’élement em de
∏

n≥1
〈xn〉 par

fn(em) =

{

0 si n < m

qn
4−m4

xn si n ≥ m .

On vérifie directement que o(em) = qm
4

, xm = em − q(m+1)4−m4

em+1 et
∑

m≥1
〈em〉 =

⊕

m≥1
〈em〉. Aussi pour m ≥ 1 et ξ une application de N dans {0, 1}, on

définit l’élement h(m, ξ) de
∏

n≥1
〈xn〉 par

fn(h(m, ξ)) =

{

0 si n < m

ξ(n) qn−m+(n−1)4 xn si n ≥ m .

On a pour r ≥m: h(m, ξ) = (
r
∑

n=m
ξ(n) qn−m+(n−1)4xn) + qr+1−mh(r + 1, ξ).

Soit H le sous groupe de
∏

n≥1
〈xn〉 engendré par la partie {em/m ≥ 1} ∪

{h(m, ξ)/m ≥ 1 et ξ ∈ {o, 1}N}. Soit γ ∈ Aut(H). Montrons dans un pre-

mier temps qu’il existe N0 ≥ 1 tel que:

(1) n > m ≥ N0 =⇒ fn(q
m4−mγ(xm)) = 0 .

Si non, on peut trouver deux suites (mk)k≥1 et (nk)k≥1 telles que: pour tout

k ≥ 1, mk < nk, n
4
k < mk+1 et fnk

(qm
4
k
−mkγ(xmk

)) 6= 0.

Soit λ : N → {0, 1} définie par λ(n) = 1 si n ∈ {mk/k ≥ 1} et λ(n) = 0 si non.

On peut écrire qtγ(h(1, λ)) = qt
a
∑

i=1
bi h(m, ξi) où t ≥ 0, m ≥ 1, b1, ..., ba ∈ Z

et ξ1, ..., ξa ∈ {0, 1}
N. On pose pour n ≥ 1, θ(n) = n4 − (n − 1)4 − n. ∀k ≥ 1,

qθ(mk)+1h(1, λ) = qθ(mk)+1[(
mk+1−1

∑

n=1
λ(n) qn−1+(n−1)4xn) + qmk+1−1h(mk+1, λ)] ∈

qn
4
kH car θ(mk) + 1 + n − 1 + (n − 1)4 ≥ n4 pour mk ≥ n ≥ 1, λ(n) = 0

pour mk+1 > n > mk et θ(mk) + mk+1 ≥ n4
k. Donc pour k assez grand

fnk
(qθ(mk)+1γ(h(1, λ)))=fnk

(qθ(mk)+1
a
∑

i=1
bi h(m, ξi))=0 et par la suite qθ(nk)−θ(mk)

divise v(nk) où v(n) =
a
∑

i=1
bi ξi(n). Comme l’ensemble {v(n)/n ∈ N} est fini et

θ(nk)−θ(mk) ≥ nk alors il existe k1 ≥ 1 tel que v(nk) = 0, ∀k ≥ k1. D’autre part

qθ(mk)−mk+1h(1, λ)−qm
4
k
−mkxmk

∈ qn
4
kH =⇒ fnk

(qθ(mk)−mk+1
a
∑

i=1
bih(m, ξi)) 6= 0

pour k assez grand. Il existe alors k2 ≥ 1 tel que v(nk) 6= 0, ∀k ≥ k2 ce qui est

absurde.
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Ainsi il existe N0 ∈ N tel que:

qn
4−n γ(xn) = rn q

n4−n xn , ∀n ≥ N0

où les rn ∈ Z. Comme T (H) =
⊕

n≥1
〈en〉 (T (H) étant la partie de torsion de H)

et k4 ≤ n4 − n si k < n alors qn
4−n γ(en) ∈ qn

4−n(
⊕

k≥n

〈ek〉). Fixons m ≥ N0 et

posons pour n ≥ m, qn
4−m γ(en) = qn

4−m
j(n)
∑

k=n
tn,k ek avec qn

4−m tn,j(n) ej(n) 6= 0.

Soit (un)n≥m la suite définit par:

un =

{

0 si j(n) = n

j(n) si j(n) > n .

Comme qn
4−mγ(xn) = rnq

n4−mxn si n ≥ m et xn = en−q
(n+1)4−n4

en+1, il est

facile de voir que un ≥ un+1, ∀n ≥ m. Il existe alors Mm ∈ N, Mm ≥ m, tel que

un = 0, ∀n ≥Mm (car un 6= 0 =⇒ un > n). On vient de prouver que ∀m ≥ N0 il

existe Mm ≥ m tel que: qn
4−mγ(en) ∈ qn

4−m〈en〉, ∀n ≥Mm On peut en déduire

que qm | rn+1 − rn pour tout m ≥ N0 et tout n ≥Mm.

A présent soit δ : N → {0, 1} telle que δ(n) = 1, ∀n ∈ N. On peut écrire:

qt
′

γ(h(1, δ)) = qt
′ b
∑

j=1
cjh(m

′

, ξj) oú t
′

, b,m
′

∈N∗, c1, ..., cb ∈ Z et ξ1, ..., ξb∈{0, 1}
N.

On a qθ(n)−n+1h(1, δ)−qn
4−nxn∈q

n4

H donc pour n assez grand qn
4−nfn(γ(xn))=

qθ(n)−n+1fn(
b

∑

j=1
cj h(m

′
, ξj)). Il existe alors N1∈ N tel que qn+m

′
−1 | qm

′
−1rn −

w(n), ∀n ≥ N1, oú w(n) =
b

∑

j=1
cj ξj(n). D’aprés ce qui précéde on peut en déduire

que si d ∈ Z est tel que l’ensemble {n ∈ N/w(n+ 1)− w(n) = d} est infini alors

qm | d, ∀m ≥ N0 et par la suite d = 0. L’ensemble {w(n + 1) − w(n)/n ∈ N}
étant fini, il existe alors v ∈ Z et N ∈ N∗ tel que w(n) = qm

′
−1v, ∀n ≥ N . Ainsi

on a qn
4−nγ(xn) = vqn

4−nxn, ∀n ≥ N . De même il existe N
′

∈ N∗ et v
′

∈ Z tel

que: qn
4−nγ−1(xn) = v

′

qn
4−nxn, ∀n ≥ N

′

. On a alors vv
′

= 1 et par la suite

v = 1 ou v = −1.

Lemme 3.2. Supposons que G est un groupe cyclique fini d’ordre q alors

sont équivalentes:

(i) α vérifie (E) dans (Ab).

(ii) α = εidG où ε ∈ {−1, 1}.
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Preuve: (i)=⇒(ii). Posons G = 〈g〉 avec o(g) = q, on peut supposer q ≥ 3.

Soit α un automorphisme de G vérifiant (E) dans (Ab). Considérons le groupe

libre L = Z(N) =
⊕

n≥0
Z zn et soit K le sous groupe de L engendré par la partie

{qz0}∪{q
n4

zn− z0/n ≥ 1}. On pose A = L/K et yn = zn+K, n ≥ 0. On vérifie

directement que: A/〈y0〉 =
⊕

n≥1
〈xn〉 où xn = yn + 〈y0〉. On a aussi o(y0) = q et

pour tout n ≥ 1, qn
4

yn = y0 et o(xn) = qn
4

. Soit H le groupe du lemme 3.1.

Il existe un diagramme commutatif de la forme ([4], 24.6)

0 −→ G
λ
′

−→ A
s
−→ A/〈y0〉 −→ 0

‖ ↓ φ ↓ i

0 −→ G
λ
−→ B

µ
−→ H −→ 0

où λ
′
(g) = y0, s la surjection canonique et i l’injection canonique. Il existe

α̃ ∈ Aut(B) pour lequel le diagramme suivant est commutatif:

G
λ
−→ B

α ↓ ↓ α̃

G
λ
−→ B

L’application γ : H −→ H définie par γ(µ(b)) = µ(α̃(b)) (b ∈ B) est un auto-

morphisme de H. D’aprés le lemme 3.1, il existe N ∈ N∗ et ε ∈ {−1, 1} tel

que qn
4−nγ(xn) = εqn

4−nxn, ∀n ≥ N . Soit n ≥ N , qn
4−nγ(xn) = ε qn

4−nxn
=⇒ qn

4−nµ(α̃φ(yn)) = ε qn
4−nµφ(yn) =⇒ qn

4−n(α̃ φ(yn) − ε φ(yn)) ∈ λ(G) =⇒

qn
4

(α̃ φ(yn) − ε φ(yn)) ∈ qnλ(G) = 0 =⇒ α̃ φ(qn
4

yn) = ε φ(qn
4

yn) =⇒ α̃ φ(y0) =

ε φ(y0) =⇒ α̃ λ(g) = ε λ(g) =⇒ α(g) = εg.

(ii)=⇒(i). Evident.

Lemme 3.3. Soient A un groupe abélien et αun automorphisme de A

vérifiant (E) dans (Ab). Si A = A1 ⊕ A2 avec α(A1) = A1 et α(A2) = A2 alors

la restriction de α à Ai (i = 1, 2) vérifie aussi (E) dans (Ab).

Preuve: Soient α1 la restriction de α à A1 et λ : A1 −→ B un monomor-

phisme. L’application µ : A −→ B ⊕ A2 définie par µ(a1 + a2) = λ(a1) + a2

(ai ∈ Ai) est un monorphisme, il existe alors α̃ ∈ Aut(B ⊕A2) tel que α̃µ = µα.

Si on pose pour b ∈ B, α∗(b) = fα̃(b) où f : B ⊕ A2 −→ B est la projection

canonique alors α∗ ∈ Aut(B) et α∗λ = λα1.
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Lemme 3.4. Supposons que A est un groupe abélien borné et α un auto-

morphisme de A vérifiant (E) dans (Ab). Alors α = ε idA avec ε = −1 ou ε = 1.

Preuve: Comme dans le début de la preuve de la proposition 2.1, on peut

prouver que si 〈a〉 est un facteur direct de A (a ∈ A) alors α(a) ∈ 〈a〉. Il existe

x ∈ A tel que 〈x〉⊕B = A et o(x).A = 0 voir (8.4 et 33.1 [4]). D’aprés les lemmes

3.2 et 3.3 α(x) = ε x, ε ∈ {−1,+1}. Il est alors facile de voir que α(b) = ε b,

∀b ∈ B. Ainsi α = ε idA.

Lemme 3.5. Soient A un groupe abélien, B un sous-groupe de A et α

un automorphisme de A vérifiant (E) dans la classe (Ab). Si α(B) = B alors

l’automorphisme de A/B induit par α vérifie aussi (E) dans (Ab).

Preuve: Posons A = A/B, a = a+ B et α(a) = α(a). Soit η : A −→ C un

monomorphisme, il existe un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

de la forme ([4] 24.6):

0 −→ B −→ A −→ A −→ 0
‖ ↓ φ ↓ η

0 −→ B
λ
−→ E

µ
−→ C −→ 0

Comme φ est un monomorphisme, il existe α̃ un automorphisme de E pour lequel

le diagramme suivant commute:

A
φ
−→ E

α ↓ ↓ α̃

A
φ
−→ E

Si on pose α∗(µ(x)) = µ(α̃(x)) pour x ∈ E, α∗ est automorphisme de C et

α∗η = η α.

Théorème 3.1. Soient A un groupe abélien et α ∈ Aut(A). Les propriétés

suivantes sont équivalentes:

(i) Pour tout groupe abélien B et tout monomorphisme λ : A −→ B il existe

α̃ ∈ Aut(B) tel que le diagramme

A
λ
−→ E

α ↓ ↓ α̃

A
λ
−→ E

commute.

(ii) (α+ idA)(A) ou (α− idA)(A) est un sous groupe divisible de A.
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Preuve: (i)=⇒(ii) On peut supposer A réduit d’aprés le Lemme 3.4,

on peut aussi supposer A non borné. ∀n ∈ N∗, il existe εn ∈ {−1, 1} tel que

(α + εn idA)(A) ⊆ nA (lemmes 3.5 et 3.4). On peut facilement en déduire qu’il

existe ε ∈ {−1, 1} tel que (α+ε idA)(A) ⊆ A1. Posons ρ = α+ε idA. Si 〈x〉 est un

facteur direct de A alors ρ(x) ∈ 〈x〉 (voir le début de la preuve de la proposition

2.1) et par la suite ρ(x) = 0. Soit p un nombre premier et B est un p-sous groupe

de base de A, on peut écrire B = B0 ⊕ C avec B0 =
⊕

Z et C un p-sous groupe

de base de T = T (A) (la partie de torsion de A). D’aprés ce qui précéde ρ(T ) est

une image homomorphe de T/C donc ρ(T ) est p-divisible. Ainsi ρ(T ) = 0. Soit

D =
⋂

n≥1
(T + nA), D/T = (A/T )1 est le sous groupe divisible maximal de A/T .

Donc A/T = D/T ⊕R/T où T ≤ R ≤ A et R/T est réduit. Comme ρ(T ) = 0

alors l’application ρ : A/T −→ A1 telle que: ρ(a + T ) = ρ(a) est bien définie.

ρ(D/T ) est un sous groupe divisible de A1 donc ρ(D/T ) = 0 c’est à dire ρ(D) = 0.

Posons C = A/D alors C ∼= (A/T )/(D/T ) ∼= R/T donc C est réduit sans torsion,

soit C
′
l’envellope injective de C, C

′
est aussi sans torsion car T (C

′
) ∩ C = 0

donc T (C
′
) = 0. D’aprés ([4] 24.6) il existe un diagramme commutatif dont les

lignes sont exactes de la forme:

0 −→ D −→ A −→ C −→ 0
‖ ↓ ↓

0 −→ D −→ A
′

−→ C
′

−→ 0

On regarde A comme un sous groupe de A
′
. Soit D

′
le sous groupe maximal de

A
′
. Montons que D ∩D

′
est divisible. Soit x ∈ D ∩D

′
et n ∈ N, il existe y ∈ D

′

tel que x = ny. Dans le groupe A
′
/D, x + D

′
= n(y + D) = 0 ce qui implique

y +D = 0 (C
′
est sans torsion) et par la suite y ∈ D. Donc D ∩D

′
= 0 car A

est réduit.

Soit γ un automorphisme de A
′
tel que γ(a)=α(a), ∀∈A. Posons δ = γ+ε idA′

comme δ(D) = 0 alors δ(A
′
) est une image homomorphe de A

′
/D qui divisible

donc δ(A
′

) ⊆ D
′

. Finalement ρ(A) ⊆ δ(A
′

) ⊆ D
′

et ρ(A) ⊆ A1 ⊆ D et par la

suite ρ(A) ⊆ D
′

∩D = 0. Ainsi α = ε idA.
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