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EXISTENCE GLOBALE ET STABILISATION INTERNE
NON LINÉAIRE D’UN SYSTÈME D’ÉLASTICITÉ

A. Guesmia

Résumé: Dans ce travail, on étudier l’existence, l’unicité et la stabilisation de la

solution d’un système d’élasticité par un feedback interne non linéaire, on applique la

théorie du semi-groupe non linéaire et des inégalités d’intégrales.

1 – Introduction

Soit Ω un ouvert borné non vide dans Rn (n = 1, 2, ...) de frontière Γ de classe

C2 et soit aijkl, i, j, k, l = 1, ..., n un ensemble des fonctions dans W 1,∞(Ω) tel

que

aijkl = aklij = ajikl sur Ω

et vérifie pour un nombre α > 0 la condition d’ellipticité suivante

(1.1) aijkl εij εkl ≥ α εij εij sur Ω

pour tout tenseur symétrique εij . Soit gi : R → R, i = 1, ..., n un ensemble des

fonctions continues et croissantes tel que gi(0) = 0. (Tout indice ouvert désigne

la répétition de cet indice de 1 à n et tout indice répeté dans le produit désigne

la somme sur cet indice de 1 à n).

Pour une fonction donnée u = (u1, ..., un) : Ω→ Rn posons

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) , σij = aijkl εkl sur Ω ,

où ui,j = ∂ui
∂xj

et uj,i =
∂uj
∂xi

. En cas de nécéssité de précision on note εij(u) et

σij(u) au lieu de εij , σij .
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Considérons le système

(1.2)























u′′i − σij,j + gi(u
′
i) = 0 dans Ω× R+,

ui = 0 sur Γ× R+,
ui(0) = u0i et u′i(0) = u1i dans Ω,

i = 1, ..., n ,

où R+ = [0,+∞), ′ = ∂
∂t

et σij,j =
∑

j
∂σij
∂xj

. Définissons l’énergie de la solution

par la formule

(1.3) E(t) =
1

2

∫

Ω
(u′i u

′
i + σij εij) dx , t ∈ R+ ,

on remarque que E est une fonction positive et on a

(1.4) E′(t) = −

∫

Ω
u′i gi(u

′
i) dx ≤ 0

(remarquer que x gi(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R); alors l’énergie est décroissante.

Le but de ce travail est de montrer l’existence, l’unicité de la solution et

d’obtenir la stabilité du système (1.2) sous des conditions convenables sur les

fonctions gi.

On suppose qu’il existe une constante c > 0 telle que

(1.5) |gi(x)| ≤ c (1 + |x|) ∀x ∈ R .

On définit trois espaces de Hilbert H, V et W par

H = (L2(Ω))n , ‖u‖2H =

∫

Ω
ui ui dx ,

V = (H1
0 (Ω))

n , ‖u‖2V =

∫

Ω
σij εij dx

où H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ} (d’après (1.1) et l’inégalité de Korn, on

constate que cette expression définit une norme sur V ) et

W = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))

n ,

∫

Ω
(∆ui∆ui + σij εij) dx .

On identifie H avec son dual H ′ on obtient

W ⊂ V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′ ⊂W ′

avec injection compact et dense.
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On a le résultat d’existence et d’unicité suivant

Théorème 1.1. Supposons que les conditions (1.1) et (1.5) sont satisfaites.

Pour toute donnée initiale (u0, u1) ∈ V ×H, le système (1.2) admet une solution

(au sens faible) unique u vérifie

u ∈ C(R+;V ) ∩ C1(R+;H) .

Si z est une autre solution du (1.2) correspondant à (z0, z1) ∈ V ×H, alors

la fonction

E(u− z; t) :=
1

2

∫

Ω

(

|u′ − z′|2 + σij(u− z) εij(u− z)
)

dx , t ∈ R+ ,

est décroissante.

Le deuxième résultat de ce théorème implique que, premièrement, on a l’esti-

mation suivante

‖E(u− z)‖L∞(R+) ≤ E(u− z; 0) .

Deuxièmment, on choisit z = 0 (c’est possible car gi(0) = 0) on obtient la

décroissance d’énergie de la solution.

Pour la régularité de la solution on a le

Théorème 1.2. Supposons que (1.1) et (1.5) sont satisfaites. Soit

(1.6) (u0, u1) ∈W × V et gi(u
1
i ) ∈ L2(Ω) .

Alors la solution u (dite forte) du système (1.2) vérifie

(1.7) u′ ∈ L∞(R+;V ) , u′′ ∈ L∞(R+;H) .

Si de plus gi est globalement Lipschitz, alors on a

(1.8) u ∈ L∞(R+;W ) , g(u′) (:=(g1(u
′
1), ..., gn(u

′
n))) ∈ L∞(R+, H) .

On étudie maintenant la stabilité du système (1.2) sous des conditions con-

venables sur les fonctions gi. On suppose que pour des constantes p, q ∈ [1,+∞)

et des constantes positives c1, c2, c3, c4 on a

(1.9) c1 |x|
p ≤ |gi(x)| ≤ c2 |x|

1

p si |x| ≤ 1 ,

(1.10) c3 |x| ≤ |gi(x)| si |x| > 1 ,

(1.11) |gi(x)| ≤ c4 |x|
q si |x| > 1

et

(1.12) q ≤
n+ 2

n− 2
si n ≥ 3 .
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On remarque que, si l’inégalité (1.9) (resp. (1.10) et (1.11)) est satisfaite pour

un voisinage de 0 (resp. de ±∞), alors elle est satisfaite (peut-être pour des

constantes ci différentes) pour |x| ≤ 1 (resp. |x| > 1).

Théorème 1.3. Supposons que les conditions (1.1), (1.9)–(1.12) sont satis-

faites. Alors toute solution faible du système (1.2) vérifie

(1.13) E(t) ≤ c t
−2

p−1 ∀ t > 0 si p > 1

et

(1.14) E(t) ≤ E(0) e1−ωt ∀ t > 0 si p = 1 ,

où c est une constante positive qui dépend de l’énergie initiale E(0) et ω est une

constante positive indépendante de la donnée initiale.

La condition (1.10) implique que gi n’est pas borné, le théorème suivant mon-

tre que les estimations (1.13) et (1.14) restent vraies pour les solutions fortes du

système (1.2) même si gi est borné.

Théorème 1.4. On suppose que les conditions (1.1), (1.9), (1.11) et (1.12)

sont satisfaites avec

(1.15)















p ≥ 1 si n = 1,

p > 1 si n = 2,

p ≥
n

2
si n ≥ 3 .

Alors toute solution forte du système (1.2) vérifie les estimations (1.13) et (1.14)

pour des constantes positives c et ω dépendant de la solution u.

On va démontrer les Théorèmes 1.1 et 1.2 par l’application de la théorie des

semi-groupes non linéaires [2], [3] (voir aussi [4], [9]). La démonstration des

estimations de stabilité est basée sur des inégalités d’intégrales appliquées dans

[5], [9], [11], [14] dans l’étude de léquation des ondes et dans [10] dans l’étude du

système de Petrovsky.

2 – L’existence et l’unicité de la solution

Soient

Gi(t) =

∫ t

0
gi(s) ds , t ∈ R

et

ϕi(v) =

∫

Ω
Gi(v(x)) dx , v ∈ H1

0 (Ω) .
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La fonction ϕ : V → ]−∞,+∞[ (remarquer que 0 ≤ Gi(x) ≤ x gi(x), ∀x ∈ R et

utiliser (1.5)) définie par

ϕ(v) =
n
∑

i=1

ϕi(vi)

est une fonction propre, s.c.i, convexe et son sous-differentiel B := ∂ϕ : V → V ′

est un opérateur maximal monotone.

On prend l’application de dualité A : V → V ′, on va écrire le système (1.2)

sous la forme

(2.1)















u′′i +Ai ui +Bi u
′
i = 0 dans R+,

ui(0) = u0i et u′i(0) = u1i ,

i = 1, ..., n .

On remarque premièrement que la condition au bord dans (1.2) est notée dans

la définition de V. De plus, pour u ∈ W on a Ai ui = −σij,j(u). En effet, soit

v ∈ V on a

〈Au, v〉V ′,V = (u, v)V =

∫

Ω
aijkl εkl(u) εij(v) dx =

∫

Ω
σij(u) vi,j dx

=

∫

Γ
σij(u) vi νj dΓ−

∫

Ω
σij,j(u) vi dx = −

∫

Ω
σij,j(u) vi dx

= 〈−σij,j(u), v〉H = 〈−σij,j(u), v〉H′,H = 〈−σij,j(u), v〉V ′,V

d’où Ai ui = −σij,j(u).

Finalement, on peut vérifier que l’application

〈Bu, v〉V ′,V =

∫

Ω
gi(ui) vi dx , u, v ∈ V

et bien définie. En effet, utilisons (1.5) et l’injection V ⊂ H

∣

∣

∣

∫

Ω
gi(ui) vi dx

∣

∣

∣ ≤

∫

Ω

(

∑

i

|gi(ui)|
) (

∑

i

|vi|
)

dx

≤ c′
(

∫

Ω

∑

i

g2i (ui) dx
)

1

2
(

∫

Ω

∑

i

v2i dx
)

1

2

≤ c′
(

∫

Ω

∑

i

(1 + |ui|)
2 dx

)
1

2 ‖v‖H

≤ c′
(

∫

Ω

∑

i

(2 + 2u2i ) dx
)

1

2 ‖v‖V

≤ c′(1 + ‖u‖2H)
1

2 ‖v‖V ≤ c′(1 + ‖u‖V ) ‖v‖V < +∞
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où c′ > 0 dépendant seulement de Ω et de la constante c donnée par (1.5). Alors

on multiplie l’équation dans (1.2) par v ∈ V et par intégration par parties sur Ω

on obtient

〈u′′ +Au+Bu′, v〉V ′,V = 0 dans R+

d’où (2.1).

On pose

u′ = z , U = (u, z) et AU = (−z, Au+Bz) ,

on peut aussi écrire le système (1.2) sous la forme

(2.2) U ′ +AU = 0 dans R+ , U(0) = (u0, u1) .

On définit l’espace de Hilbert H = V × H et on considère l’opérateur A défini

dans H tel que

D(A) =
{

U = (u, z) ∈ V × V : Au+Bz ∈ H
}

.

Lemme 2.1. A est un opérateur maximal monotone dans H.

Démonstration: La croissance de gi donne la monotonicité de A. En effet,

pour U, Ũ ∈ D(A) on a

〈AU −AŨ , U − Ũ〉H = 〈z̃ − z, u− ũ〉V + 〈Au−Aũ+Bz −Bz̃, z − z̃〉H

= −〈z − z̃, u− ũ〉V + 〈Au−Aũ+Bz −Bz̃, z − z̃〉V ′,V

= 〈Bz −Bz̃, z − z̃〉V ′,V

=

∫

Ω

(

gi(zi)− gi(z̃i)
)

(zi − z̃i) dx ≥ 0 .

On montre maintenant que l’opérateur I +A est surjectif. Soit (u0, z0) ∈ H,

on cherche (u, z) ∈ D(A) tel que (I +A)(u, z) = (u0, z0), c’est à dire

u = z + u0 et z +Az +Bz = z0 −Au0 .

Donc il suffit de montrer que I + A + B : V → V ′ est surjectif et on prend

u = z + u0 et z ∈ V tel que (I + A + B)(z) = z0 − Au0. Soit f ∈ V ′, on pose

F : V → R définie par

F (u) =
1

2
‖u‖2H +

1

2
‖u‖2V +

n
∑

i=1

∫

Ω
Gi(ui) dx− 〈f, u〉V ′,V .
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La fonction (voir (1.5) et remarquer que 0 ≤ Gi(x) ≤ x gi(x), ∀x ∈ R) F est

définie, continue, différentiable et on a

F ′(u)v =
〈

(I +A+B)u− f, v
〉

V ′,V
, ∀u, v ∈ V .

De plus, la monotonocité de gi implique la convexité de F . Et comme F (v)→ +∞

quand ‖v‖V → +∞ (car F (v) ≥ ( 12‖v‖V − ‖f‖
′
V ) ‖v‖V ) alors F ataind son

minimum dans un point u. Donc F ′(u) = 0 c’est à dire (I +A+B)u = f .

On applique la théorie des semi-groupes non linéaires et on trouve le Théorème

1.1 et la première partie du Théorème 1.2.

La deuxième partie du Théorème 1.2 se déduit à partir du lemme suivant

Lemme 2.2. On supose que la condition (1.1) est vérifiée et gi est glob-

alement Lipschitz, alors D(A) = W × V et il existe une constante c > 0 telle

que

(2.3) ‖u‖W ≤ c
(

‖Au+Bz‖H + ‖z‖V
)

∀ (u, z) ∈ D(A) .

Les propriétés (1.7), (2.1) impliquent que u′ ∈ L∞(R+;V ) et Au + Bu′ ∈

L∞(R+;H). Comme gi est globalement Lipschitz et d’après (2.3) on obtient

(1.8).

Démonstration du Lemme 2.2: On montre premièrement que W × V =

D(A). Soit (u, z) ∈ W × V ; il faut montrer que Au + Bz ∈ H. Or u ∈ W

implique que Au = σij,j(u) ∈ H, il suffit donc de vérifier l’estimation

(2.4) |〈Bz, v〉V ′,V | ≤ c′ ‖v‖H , ∀ v ∈ V ,

pour une constante c′. Comme gi est globalement Lipschitz donc on a

|〈Bz, v〉V ′,V | =
∣

∣

∣

∫

Ω
gi(zi) vi dx

∣

∣

∣

≤
(

∫

Ω
gi(zi) gi(zi) dx

)
1

2
(

∫

Ω
vi vi dx

)
1

2

≤ c
(

∫

Ω
zi zi dx

)
1

2 ‖v‖H

≤ ‖z‖V ‖v‖H .

D’où (2.4). D’autre part, soit (u, z) ∈ D(A) c’est à dire u, z ∈ V et Au+Bz ∈ H,

il faut montrer que u ∈W . Comme Au+Bz ∈ H alors on fixe v ∈ V on obtient

〈Au+Bz, v〉V ′,V = 〈Au+Bz, v〉H ,
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et par suite
∫

Ω
aijkl εkl(u) εij(v) dx =

∫

Ω
f.v dx

où f = Au+Bz− g(z). Alors f ∈ H. En effet, on a Au+Bz ∈ H par hypothèse

et comme gi est globalement Lipschitz on a

‖g(z)‖2H =

∫

Ω
gi(zi) gi(zi) dx ≤ c

∫

Ω
zi zi dx ≤ c ‖z‖2V <∞ .

Donc on applique la théorie de la régularité et on conclut que u ∈W et

‖u‖W ≤ c1 ‖f‖H ≤ c1

(

‖Au+Bz‖H + ‖g(z)‖H
)

≤ c2

(

‖Au+Bz‖H + ‖z‖V
)

d’où (2.3). La démonstration du Lemme 2.2 est terminée.

3 – Démonstration du Théorème 1.3

On va montrer les estimations (1.13) et (1.14) pour les solutions fortes. Par des

arguments de densité (voir Lemme 2.2 et Komornik [10] pour plusieurs details),

le résultat se généralise pour les solutions faibles.

Lemme 3.1. La fonction E : R+ → R+ est décroissante, localement absolu-

ment continue et

(3.1)

∫ T

S

∫

Ω
u′i gi(u

′
i) dx dt = E(S)− E(T ) ≤ E(S)

pour tout 0 ≤ S < T <∞.

Démonstration: On fixe 0 ≤ S < T <∞, on conclut d’après (1.2) et (1.3)

que

0 =

∫ T

S

∫

Ω

(

u′′i − σij,j + gi(u
′
i)
)

u′i dx dt

=

∫ T

S

∫

Ω

(

u′′i u
′
i + σij u

′
i,j + u′i gi(u

′
i)
)

dx dt

= E(T )− E(S) +

∫ T

S

∫

Ω
u′i gi(u

′
i) dx dt

i.e.

(3.2) E(S)− E(T ) =

∫ T

S

∫

Ω
u′i gi(u

′
i) dx dt , 0 ≤ S < T <∞ .
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La deuxième partie de (3.2) est positive par hypothèse sur gi; alors E est décrois-

sante. L’identité (3.2) implique aussi que E est localement absolument continue

et comme E est positive alors (3.1) est satisfaite.

Lemme 3.2. On a

(3.3)

2

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt = −
[

E
p−1

2 (t)

∫

Ω
ui u

′
i dx

]T

S

+
p− 1

2

∫ T

S
E

p−3

2 (t)E′(t)

∫

Ω
ui u

′
i dx dt

+

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω

(

2u′i u
′
i − ui gi(u

′
i)
)

dx dt

pour tout 0 ≤ S < T <∞.

Démonstration: On a

0 =

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
ui

(

u′′i − σij,j + gi(u
′
i)
)

dx dt

=
[

E
p−1

2 (t)

∫

Ω
ui u

′
i dx

]T

S
−
p− 1

2

∫ T

S
E

p−3

2 (t)E′(t)

∫

Ω
ui u

′
i dx dt

+

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω

(

−u′i u
′
i + σij ui,j + ui gi(u

′
i)
)

dx dt .

On utilise la définition du l’énergie et on obtient (3.3).

Lemme 3.3. On a

(3.4) 2

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt ≤ cE
p+1

2 (S) +

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω

(

2u′i u
′
i − ui gi(u

′
i)
)

dx dt

pour tout 0 ≤ S < T <∞.

A partir de ce lemme, c désigne une constante positive indépendante de

(u0, u1), S et de T .

Démonstration: On utilise l’inégalité de Korn, la condition au bord dans

(1.2) et on obtient

∣

∣

∣E
p−1

2 (t)

∫

Ω
ui u

′
i dx

∣

∣

∣ ≤
1

2
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
(ui ui + u′i u

′
i) dx

≤ cE
p−1

2 (t)

∫

Ω
(u′i u

′
i + σij εij) dx ≤ cE

p+1

2 (t) .
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(On utilise la décroissance de E). Alors

−
[

E
p−1

2 (t)

∫

Ω
ui u

′
i dx

]T

S
≤ cE

p+1

2 (S) + cE
p+1

2 (T ) ≤ cE
p+1

2 (S) .

D’autre part, et de la même manière on a

p− 1

2

∫ T

S
E

p−3

2 (t)E′(t)

∫

Ω
ui u

′
i dx dt ≤

≤ c

∫ T

S
E

p−3

2 (t) (−E′(t))

∫

Ω
(u′i u

′
i + σij εij) dx dt

≤ c

∫ T

S
E

p−1

2 (t) (−E′(t)) dt ≤ c[E
p+1

2 (t)]ST ≤ cE
p+1

2 (S) .

On utilise ces deux estimations dans (3.3) et on trouve (3.4).

Lemme 3.4. Pour tout ε > 0 il existe une constante c(ε) > 0 telle que

(3.5) 2

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
u′i u

′
i dx dt ≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt+ c(ε)E(S) + cE
p+1

2 (S)

pour tout 0 ≤ S < T <∞.

Démonstration: On fixe t ∈ R+, soient (comme dans [14])

(3.6) Ω+i =
{

x ∈ Ω: |u′i| > 1
}

et Ω−
i =

{

x ∈ Ω: |u′i| ≤ 1
}

.

On utilise (1.9), (1.10) et on obtient
∫

Ω
u′i u

′
i dx =

∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx+

∫

Ω−
i

u′i u
′
i dx ≤ c

∫

Ω+

i

u′i gi(u
′
i) dx+

∫

Ω−
i

(u′i)
2

p+1 (u′i)
2p

p+1 dx

≤ −cE′(t) + c

∫

Ω−
i

(u′i gi(u
′
i))

2

p+1 dx ≤ −cE′(t) + c
(

∫

Ω
u′i gi(u

′
i) dx

)
2

p+1

= −cE′(t) + c(−E′(t))
2

p+1 ,

et par suite

2

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
u′i u

′
i dx dt ≤ −c

∫ T

S
E

p−1

2 (t)E′(t) dt+c

∫ T

S
E

p−1

2 (t) (−E′(t))
2

p+1 dt .

Par l’utilisation de l’inégalité de Young sur le dernier terme on obtient

2

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
u′i u

′
i dx dt ≤ c[E

p+1

2 (t)]ST − c(ε)

∫ T

S
E′(t) dt+ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt

≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 dt+ c(ε)E(S) + cE
p+1

2 (S) .
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D’où l’inégalité (3.5).

Lemme 3.5. Pour tout ε > 0 il existe une constante c(ε) > 0 telle que

(3.7)
∣

∣

∣

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
ui gi(u

′
i) dx dt

∣

∣

∣ ≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt+ c(ε)E(S)

pour tout 0 ≤ S < T <∞.

Démonstration: On définit Ω+i et Ω−
i par (3.6). On utilise l’inégalité de

Hölder, l’inégalité de Young et on trouve
∣

∣

∣

∫

Ω
ui gi(u

′
i) dx

∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣

∫

Ω+

i

ui gi(u
′
i) dx

∣

∣

∣+
∣

∣

∣

∫

Ω−
i

ui gi(u
′
i) dx

∣

∣

∣ ≤

≤
(

∫

Ω+

i

|ui|
q+1 dx

)
1

q+1
(

∫

Ω+

i

|gi(u
′
i)|

q+1

q dx
)

q

q+1 +
ε1

2

∫

Ω−
i

ui ui dx+c(ε1)

∫

Ω−
i

g2i (u
′
i) dx

(ε1 > 0). On utilise (1.9), (1.11), l’inégalité de Young et l’injection de Sobolev

(voir (1.12))

V ⊂ (Lq+1(Ω))n ,

on a
∣

∣

∣

∫

Ω
ui gi(u

′
i) dx

∣

∣

∣ ≤ ε1E
q+1

2 (t) + c(ε1)

∫

Ω+

i

u′i gi(u
′
i) dx+ ε1E(t) + c(ε1) (−E

′(t))
2

p+1

≤ ε1

(

E
q+1

2 (t) + E(t)
)

+ c(ε1)
(

(−E′(t))
2

p+1 − E′(t)
)

,

et par suite

∣

∣

∣

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
ui gi(u

′
i) dx dt

∣

∣

∣ ≤

≤ ε1

∫ T

S

(

E
p+q

2 (t)+E
p+1

2 (t)
)

dt+c(ε1) [E
p+1

2 (t)]ST+c(ε1)

∫ T

S
(−E′(t))

2

p+1 E
p−1

2 (t) dt .

On utilise l’inégalité de Young sur le dernier terme, l’inégalité triviale p+q ≥ p+1

et on arrive à (pour ε > 0)

∣

∣

∣

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
ui gi(u

′
i) dx

∣

∣

∣ ≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt+ c(ε)E(S) .

D’où (3.7).

Lemme 3.6. L’énergie E vérifie l’estimation

(3.8)

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt ≤ cE(S)

pour tout 0 ≤ S < T <∞.
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Démonstration: Il suffit d’utiliser (3.5), (3.7) dans (3.4) avec ε = 1
2 , la

décroissance de E et d’obtenir directement (3.8).

Le Lemme 3.1 et 3.6 impliquent que E : R+ → R+ est une fonction décroissante

qui vérifie l’inégalité

∫ ∞

t
E

p+1

2 (s) ds ≤ cE(t) , ∀ t ∈ R+ .

Alors on obtient les estimations (1.13)–(1.14) par l’application de la proposition

suivante

Proposition 3.7. Soit E : R+ → R+ une fonction décroissante qui vérifie

pour deux constantes α ≥ 0 et c > 0 l’inégalité

∫ ∞

t
Eα+1(s) ds ≤ cEα(0)E(t) , ∀ t ∈ R+ .

Alors on a

E(t) ≤ E(0)

(

c+ α t

c+ α c

)
−1

α

, ∀ t ∈ R+ si α > 0

et

E(t) ≤ E(0) e1−
1

c
t , ∀ t ∈ R+ si α = 0 .

Pour la démonstration de cette proposition, voir Komornik [9].

4 – Démonstration du Théorème 1.4

On prend (u0, u1) ∈W×V tel que gi(u
1
i ) ∈ L2(Ω), donc la solution du système

(1.2) a la régularité (1.7). (Remarquer que dans ce théorème les constante c et ω

dépendent de la solution u ce qui ne nous permet pas de généraliser les estimations

(1.13) et (1.14) par des arguments de densité pour les solutions faibles).

Dans la démonstration du Théorème 1.3, les estimations (3.4) et (3.7) (remar-

quer que sont satisfaites sans la condition (1.10) et choisissons ε = 1 dans (3.7))

impliquent que

(4.1)

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt ≤ cE
p+1

2 (S) + cE(S) + 2

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω
u′i u

′
i dx dt .
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Donc il nous reste à majorer la dernière intégrale dans (4.1). Comme dans la

démonstration du Lemme 3.4, on a

(4.2)

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω−
i

u′i u
′
i dx dt ≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt+ c(ε)E(S)

pour tout ε > 0. D’autre part on a

Cas: n = 1. On observe que (1.9) et la décroissance de gi impliquent

inf{|gi(x)| : |x| ≥ 1} > 0. Alors on utilise (1.7), (3.1) et l’injection V ⊂

(H1(Ω))n ⊂ (L∞(Ω))n on obtient
∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx ≤ c

∫

Ω+

i

|u′i|u
′
i gi(u

′
i) dx

≤ c ‖u′‖(L∞(Ω))n(−E
′(t)) ≤ −cE′(t) ,

et par suite

(4.3)

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx dt ≤ −c

∫ T

S
E

p−1

2 (t)E′(t) dt ≤ cE
p+1

2 (S) .

Cas: n ≥ 2. On a

(4.4)

∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx ≤ c

∫

Ω+

i

|u′i|
2p

p+1 (u′i gi(u
′
i))

2

p+1 dx

≤ c
(

∫

Ω
|u′i|

2p

p−1 dx
)
p−1

p+1
(

∫

Ω
u′i gi(u

′
i) dx

)
2

p+1

≤ c ‖u′‖
2p

p+1

(L
2p
p−1 (Ω))n

(−E′(t))
2

p+1 .

Par (1.7) et l’injection (voir (1.15))

V ⊂ (H1(Ω))n ⊂ (L
2p

p−1 (Ω))n

on conclut à partir de (4.4)
∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx ≤ c(−E′(t))

2

p+1 ,

par l’utilisation de l’inégalité de Young on trouve

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx dt ≤ c

∫ T

S
E

p−1

2 (t) (−E′(t))
2

p+1 dt

≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt− c(ε)

∫ T

S
E′(t) dt ,
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donc

(4.5)

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx dt ≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt+ c(ε)E(S) .

Les inégalités (4.3) et (4.5) impliquent pour tout n ∈ N∗

∫ T

S
E

p−1

2 (t)

∫

Ω+

i

u′i u
′
i dx dt ≤ ε

∫ T

S
E

p+1

2 (t) dt+ c(ε)E(S) + cE
p+1

2 (S) ,

on choisit ε = 1
6 dans cette inégalité et dans (4.2), on remplace ensuite dans

(4.1) et on obtient (3.8). Ansi les estimation (1.13) et (1.14) se déduisent par

l’application de la proposition 3.7.

Remarque. Si les fonctions gi vérifient (1.9) pour p = 1 alors cette condition

est vérifiée pour tout p ≥ 1, on choisit p le plus petit nombre qui vérifie (1.15),

c’est à dire p = 1 si n = 1, p = 1 + 1
m
, m ∈ N∗ si n = 2 et p = n

2 si n ≥ 3.

On constate dans ce cas là que toute solution forte du système (1.2) vérifie

l’estimation (1.14) si n = 1,

E(t) ≤ c t−2m ∀ t ∈ R+, ∀m ∈ N∗ si n = 2

et

E(t) ≤ c t
−4

n−2 ∀ t ∈ R+ si n ≥ 3 .
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