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EXISTENCE GLOBALE ET STABILISATION INTERNE
NON LINEAIRE D’UN SYSTEME D’ELASTICITE

A. GUESMIA

Résumé: Dans ce travail, on étudier 'existence, 1'unicité et la stabilisation de la
solution d’'un systeme d’élasticité par un feedback interne non linéaire, on applique la

théorie du semi-groupe non linéaire et des inégalités d’intégrales.

1 — Introduction

Soit © un ouvert borné non vide dans R™ (n = 1,2, ...) de frontiere I" de classe
C? et soit aijkis 1,7,k,0 = 1,...,n un ensemble des fonctions dans Whoe(Q) tel
que
A5kl = Qklij = Qjikl  SUT Q
et vérifie pour un nombre « > 0 la condition d’ellipticité suivante
(1.1) Qijkl €ij €kl = €jj €5 sur §)

pour tout tenseur symétrique ;. Soit g;: R — R, ¢ = 1,...,n un ensemble des
fonctions continues et croissantes tel que ¢;(0) = 0. (Tout indice ouvert désigne
la répétition de cet indice de 1 a n et tout indice répeté dans le produit désigne
la somme sur cet indice de 1 & n).

Pour une fonction donnée u = (uq, ..., up): @ — R™ posons

gij = 5 (uij +uji),  oij = aguen  sur Q,
\ . Ouy o Ouyy s s ;.. 3
OU Uij = Fg, et uj;i = 5, En cas de nécéssité de précision on note €;;(u) et

aij(u) au lieu de Eijy Oij-
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Considérons le systeme

ul — o4+ gi(uf) =0 dans 2 x R,

(1.2) u; =0 sur I' x RT,
u;(0) = u? et u(0) =u} dans,
1=1,..,n,

N o do;; 7 . 7 . .
o RT = [0, +00), ' = 5 et oy = Zj Bz Définissons I’énergie de la solution

par la formule

1
(1.3) E(t): i/ﬂ(u;u;—i—aijaij)dm, teR* ,
on remarque que E est une fonction positive et on a
(1.4) E'(t) = —/Qu; gi(ul)dr <0

(remarquer que z g;(x) > 0 pour tout x € R); alors ’énergie est décroissante.

Le but de ce travail est de montrer I'existence, I'unicité de la solution et
d’obtenir la stabilité du systeme (1.2) sous des conditions convenables sur les
fonctions g;.

On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

(1.5) lgi(z)| <c(1+|z]) VxzeR.

On définit trois espaces de Hilbert H, V et W par

H= ()", |lul = /Q wuids |

V= (@), Nl = [ oy da

ot H} () = {v € HY(): v = 0 sur '} (d’apres (1.1) et I'inégalité de Korn, on
constate que cette expression définit une norme sur V) et

W= Q0 HQ) [ (B du o) do
Q
On identifie H avec son dual H’ on obtient
WcVcH=HcV cw

avec injection compact et dense.
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On a le résultat d’existence et d’unicité suivant

Théoréme 1.1. Supposons que les conditions (1.1) et (1.5) sont satisfaites.
Pour toute donnée initiale (u®,ul) € V' x H, le systéme (1.2) admet une solution
(au sens faible) unique u vérifie

we CRYV)NCHRT; H) .

Si z est une autre solution du (1.2) correspondant a (2°,2') € V x H, alors
la fonction

1
Eu—zt):= 3 / (|u’ — 2P+ o (u— 2) gij(u — z)) dr, teRT,
Q
est décroissante.
Le deuxieme résultat de ce théoreme implique que, premierement, on a ’esti-
mation suivante
[E(u— 2)||peom+y < E(u—2;0) .
Deuxiemment, on choisit z = 0 (c’est possible car g;(0) = 0) on obtient la

décroissance d’énergie de la solution.
Pour la régularité de la solution on a le

Théoréme 1.2. Supposons que (1.1) et (1.5) sont satisfaites. Soit
(1.6) WO, ut ) eW xV et gi(ul) € LAQ).
Alors la solution u (dite forte) du systéeme (1.2) vérifie
(1.7) u' € L°RT;V), "€ LR H).

Si de plus g; est globalement Lipschitz, alors on a

(1.8) u€ LYRYW),  g() (=(g1(u1), s gn(uy))) € L= (RT, H) .

On étudie maintenant la stabilité du systéeme (1.2) sous des conditions con-
venables sur les fonctions g;. On suppose que pour des constantes p, g € [1, +00)
et des constantes positives ¢, ¢cs, c3, ¢4 on a

(1.9) alal < lgi@) < calolr i fo[ <1,
(1.10) c3lz| <lgi(z)| st |z[>1,
(1.11) lgi(x)] < eqlz|? si|z]>1

et

(1.12) <2 a3

n —
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On remarque que, si 'inégalité (1.9) (resp. (1.10) et (1.11)) est satisfaite pour
un voisinage de 0 (resp. de +£00), alors elle est satisfaite (peut-étre pour des
constantes ¢; différentes) pour |z| <1 (resp. |z| > 1).

Théoréme 1.3. Supposons que les conditions (1.1), (1.9)—(1.12) sont satis-
faites. Alors toute solution faible du systéme (1.2) vérifie

(1.13) E(t) <cti1 ¥i>0 sip>1
et
(1.14) E(t) < E(0)e™ Vt>0 sip=1,

ol ¢ est une constante positive qui dépend de I’énergie initiale E(0) et w est une
constante positive indépendante de la donnée initiale.

La condition (1.10) implique que g; n’est pas borné, le théoreme suivant mon-
tre que les estimations (1.13) et (1.14) restent vraies pour les solutions fortes du
systéme (1.2) méme si g; est borné.

Théoréme 1.4. On suppose que les conditions (1.1), (1.9), (1.11) et (1.12)

sont satisfaites avec

p>1 sin=1,
(1'15) p>1 sin=2,

P> " sin >3.

2

Alors toute solution forte du systeme (1.2) vérifie les estimations (1.13) et (1.14)
pour des constantes positives ¢ et w dépendant de la solution u.

On va démontrer les Théoremes 1.1 et 1.2 par 'application de la théorie des
semi-groupes non linéaires [2], [3] (voir aussi [4], [9]). La démonstration des
estimations de stabilité est basée sur des inégalités d’intégrales appliquées dans
[5], [9], [11], [14] dans I’étude de léquation des ondes et dans [10] dans ’étude du
systeme de Petrovsky.

2 — L’existence et 1’unicité de la solution

Soient .
Gi(t):/o gi(s)ds, teR
et
wi(v) = /QGl-(v(x))d:r, v e Hy(Q) .
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La fonction ¢: V — | — 00, +00[ (remarquer que 0 < G;(z) < zg;(z), Vx € R et
utiliser (1.5)) définie par

n

o(v) = pi(v)

i=1
est une fonction propre, s.c.i, convexe et son sous-differentiel B:=d¢: V — V'
est un opérateur maximal monotone.
On prend Dapplication de dualité A: V — V', on va écrire le systeme (1.2)
sous la forme

uf + Aju; + Biu, =0 dans RT,
(2.1) u; (0) = u et ui(0) =u,

(2

1=1,...,n.

On remarque premierement que la condition au bord dans (1.2) est notée dans
la définition de V. De plus, pour u € W on a A;u; = —oy;j(u). En effet, soit
veVona

(Au,v)yyry = (u,v)y = /Qaijkl eri(u) gij(v) de = /Qaij(u) v; 5 dx

— . ; .dp_/ oy o d :_/ i s d
/Faj(u)v v; Qam(u)v x Qcr],](u)v x
= (=04, (w),v)n = (=045 (w), V) i g = (—0ij;(u), v)vv

d’ou AZ U; = —aij,j(u).
Finalement, on peut vérifier que 'application

(Bu,v)yry = / gi(u)vidr, wu,veV
Q

et bien définie. En effet, utilisons (1.5) et I'injection V' C H
| otwvids] < [ (Slawol) (Sloi) do
1 1
c’(/Q;gf(uz) da:)2 (/Q;vizd:cy
1
“(f S+ fud)?de) ol
1
“(f 2+ 2udn)’ ol

1
< [lullF)2 lvllv < ¢+ Jlully) oy < +oo

IN

IN

IN
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ou ¢ > 0 dépendant seulement de €2 et de la constante ¢ donnée par (1.5). Alors
on multiplie I’équation dans (1.2) par v € V et par intégration par parties sur {2
on obtient

(" + Au+ Bu', v)yry =0 dans R*

d’ou (2.1).
On pose

W=z, U=(uz2 e AU = (-2, Au+ Bz),
on peut aussi écrire le systeme (1.2) sous la forme
(2.2) U+ AU =0 dans RT, U(0) = (u°,u') .

On définit 'espace de Hilbert H = V x H et on considere 'opérateur A défini
dans ‘H tel que

D(A) ={U = (u,2) €V xV: Au+ Bz H} .

Lemme 2.1. A est un opérateur maximal monotone dans H.

Démonstration: La croissance de g; donne la monotonicité de A. En effet,
pour U,U € D(A) on a

(AU — AU, U = U)y = (2 — 2z, u — @)y + (Au— Ali+ Bz — BZ, z — Z) g
—<z—,§ u—1U)y + (Au— Au+ Bz — BZ, 2 — Z)yr v
(Bz — Bz, z—z>V/V

On montre maintenant que l'opérateur I + A est surjectif. Soit (u?,2%) € H,
on cherche (u,z) € D(A) tel que (I +.A)(u,z) = (u’, 2°), c’est & dire

u=z+u’ et z+Az+Bz=2"— Au
Donc il suffit de montrer que I + A+ B: V — V' est surjectif et on prend

u=z+u’et z €V tel que (I + A+ B)(z) = 2° — Au®. Soit f € V', on pose
F: V — R définie par

1 1 -
F(u) = 5 lully + 5l + 3 | Gitw) do = (fu)vry
i=1
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La fonction (voir (1.5) et remarquer que 0 < G;(z) < zgi(x), Vo € R) F est
définie, continue, différentiable et on a

F’(u)v:<(I+A+B)uff,v> , Yu,veV.

vV
De plus, la monotonocité de g; implique la convexité de F'. Et comme F'(v) — 400

quand [[v]|y — 400 (car F(v) > (3|lv]lv — |Iflli,) lv]lv) alors F ataind son

minimum dans un point u. Donc F'(u) =0 c’est a dire (I + A+ B)u = f.

On applique la théorie des semi-groupes non linéaires et on trouve le Théoreme
1.1 et la premiere partie du Théoreme 1.2.

La deuxieme partie du Théoreme 1.2 se déduit a partir du lemme suivant

Lemme 2.2. On supose que la condition (1.1) est vérifiée et g; est glob-
alement Lipschitz, alors D(A) = W x V et il existe une constante ¢ > 0 telle
que

(2.3) lullw < e(llAu+ Bzllm + |2[v) ¥ (u,2) € D(A) .

Les propriétés (1.7), (2.1) impliquent que v’ € L>®(R™;V) et Au + Bu' €
L>°(R*; H). Comme g; est globalement Lipschitz et d’apres (2.3) on obtient
(1.8).

Démonstration du Lemme 2.2: On montre premierement que W x V =
D(A). Soit (u,z) € W x V; il faut montrer que Au + Bz € H. Oru € W
implique que Au = 05 j(u) € H, il suffit donc de vérifier I’estimation

(2.4) |(Bz,v)yrv| < dvllg, VYveV,

pour une constante ¢’. Comme g; est globalement Lipschitz donc on a

|(Bz,v)y'v| = ‘/Qgi(zi)vi dx‘

< (/Qgi(zi)gi(zi)dxf (/ﬂ Uw”h)%

1
< c(/ Zi % d:c) 2 ||| &
Q

< [lzllv lloll -

D’ou (2.4). D’autre part, soit (u, z) € D(A) c'est adireu,z € V et Au+Bz € H,
il faut montrer que ©u € W. Comme Au + Bz € H alors on fixe v € V' on obtient

(Au+ Bz, v)yy = (Au+ Bz, v)g
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et par suite
/ Qijkl 514:1(“) 51']'(’1)) dx = / fudr
Q Q

ou f = Au+ Bz —g(z). Alors f € H. En effet, on a Au+ Bz € H par hypothese
et comme g; est globalement Lipschitz on a

MMM%=Lm%MwwMSCA%%MSdM@<W-
Donc on applique la théorie de la régularité et on conclut que u € W et
lullw < ev [ £l < e (14w + Bzl + 9(=)lli) < ea(|Au + Bz|lu + |2llv)

d’ott (2.3). La démonstration du Lemme 2.2 est terminée. n

3 — Démonstration du Théoréme 1.3

On va montrer les estimations (1.13) et (1.14) pour les solutions fortes. Par des
arguments de densité (voir Lemme 2.2 et Komornik [10] pour plusieurs details),
le résultat se généralise pour les solutions faibles.

Lemme 3.1. La fonction E: RT™ — R™ est décroissante, localement absolu-
ment continue et

T

(3.) [ [ wigitut) dode = E(S) - B(T) < E(S)
s Ja

pour tout 0 < § < T < o0.

Démonstration: On fixe 0 < .S < T < oo, on conclut d’apres (1.2) et (1.3)

que
T " /)) ! da dt
< Q( 4.5 1 9i( U
T
:/ /(u;’ufi+0¢ju;j+u§gi(u;)) dx dt
S JQ ’
T
:E(T)—E(S)+/ /u;gi<u;)dxdt
S JO
l.e.

(3.2) E(S)—E(T):/ST/Qu;gi(u;)dmdt, 0<S<T<oo.
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La deuxiéme partie de (3.2) est positive par hypothese sur g;; alors E est décrois-
sante. L’identité (3.2) implique aussi que E est localement absolument continue
et comme E est positive alors (3.1) est satisfaite. m

Lemme 3.2. On a
T _ T
2/ EPTH(t)dt:—[EpTl(t)/ wid, de
S Q S
p—1 T b3 / /
(3.3) —1—?/ E— (t)E(t)/ u; u; da dt
S Q
T _
—i—/S E%(t)/g@u;u; —uzgl(u;)) dx dt
pour tout 0 < 5 < T < o0.
Démonstration: On a

T p—1 Vi /
0:/5 E (t)/Qul(uz — Oij,j —|—g,~(ui)> dx dt

_ T -1 T -
= {EpTl(t)/ ulu;daz} S Est(t)E/(t)/ w; u, da dt
Q 2 Q

S s
T p—1 ’o /
—i—/s E = (t) /Q<—uZ wy + 045 Wi 5 + u gz(uz)> da dt .
On utilise la définition du I’énergie et on obtient (3.3). u

Lemme 3.3. On a

T T _
(3.4) 2/3 ES (1) dtch”%l(SH/S EpTl(t)/Q(ngu;—ul-gi(u;))dxdt
pour tout 0 < § <T < .

A partir de ce lemme, ¢ désigne une constante positive indépendante de
(u®,ul), S et de T.

Démonstration: On utilise I'inégalité de Korn, la condition au bord dans
(1.2) et on obtient

. 1
’ETl(t)/QuzU;dx' < §ETl(t)/ﬂ(“lul+“;“;)dx

p+1

SCE%(t)/(u;u;+Uzjslj)d$SCET(t) .
Q
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(On utilise la décroissance de E). Alors

1

—[Ep%(t)/guZ uj dx}z < CEPTH(S) +cE 2 (T)<cEz (9).

D’autre part, et de la méme maniere on a

—1 /T -
P T B ) E’(t)/ i, da dt <
2 Js Q

T _
< c/ B (1) (—E'(t))/(u;uHaH e) da dt
S Q

1)
AN
o
]
&

T pa , pt1
<o B0 (-FW®)dt < BT 1)
5
On utilise ces deux estimations dans (3.3) et on trouve (3.4). n

Lemme 3.4. Pour tout € > 0 il existe une constante c(e) > 0 telle que

p+1

T pa . T o1 pl
(3.5) 2/5 fo (t)/Quiuidxdtge/S E" (1) dt + c(e) E(S) + c E™ (S)
pour tout 0 < 5 < T < o0.

Démonstration: On fixe ¢t € RT, soient (comme dans [14])
(2

(3.6) Qf ={zeQ:lujl>1} et 0 ={zeQ: | <1},

On utilise (1.9), (1.10) et on obtient

/u;u;dx:/ u;uéda:—{—/ uéu;dxgc/ u;gl(ué)dx—i—/ (uh) P (u}) P41 dx
Q QF Q; Qf Q

2
< —cE'(t)+ c/ (u] gz(u;))zﬁ dr < —cE'(t) + c(/ u gi(ul) de‘) re
Q- Q
= —cE'(t) + o(—E'(t) 7T
et par suite
T b1 1ol T _p1 / T o1 ’ 2
2/ ot (t)/uiuidmdtg—c/ ot (t)E(t)dt+c/ BT (1) (—E' ()77 dt .
S Q S S
Par 'utilisation de I'inégalité de Young sur le dernier terme on obtient

T _ T T
Q/S E%(t)/gu;u;dxdtgc[E”T“(t)]:%—c(e)/S E'(t) dt—i—e/s EY (1) dt

T
< e/ B dt + c(e) E(S) + c B (S) .
S
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D’otu I'inégalité (3.5). m
Lemme 3.5. Pour tout € > 0 il existe une constante c(e) > 0 telle que
T p—1 T p+1
(3.7) \/ ET(t)/ i gi(ut) de | < e/ E(t) dt + c(e) E(S)
S Q S
pour tout 0 < 5 < T < o0.

Démonstration: On définit Q" et Q; par (3.6). On utilise l'inégalité de
Holder, I'inégalité de Young et on trouve

’/Quigi(ué)dx‘ < ‘/m Uz‘gi(ué)dﬂf‘ + ‘/Q_ uigi(ug)dx‘ <

1 q+1 9 _ €1
< (f ittt de) ([ o) de) T+ [ wuidareten) [ g?ud) do

(61 > 0). On utilise (1.9), (1.11), 'inégalité de Young et l'injection de Sobolev
(voir (1.12))
V. (L))",

on a

2

‘/Qu gi(uf) dg;] <a BT () +cla) /mu; gl dz + e1 E(t) + oler) (—E' (£) 71
<a(BS 1)+ B() ;6(61) (B —E®) .
et par suite
[ B2 [ watdy ] <
<a /ST( B () +E™F (1)) di-+c(e) [E*F ()] +c(er) /ST(_ [T

On utilise I'inégalité de Young sur le dernier terme, I'inégalité triviale p+q > p+1
et on arrive a (pour € > 0)

T p—1 T p+1
\/ ET(t)/ i gi(uf) da §e/ B (1) dt + c(e) E(S) .
S Q S
D’ou (3.7). m
Lemme 3.6. L’énergie E vérifie I'estimation
T
(3.8) / E" (1) dt < ¢ E(S)
S

pour tout 0 < § < T < oo.
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Démonstration: 11 suffit d’utiliser (3.5), (3.7) dans (3.4) avec € = 1, la
décroissance de E et d’obtenir directement (3.8). m

Le Lemme 3.1 et 3.6 impliquent que E: R™ — RT est une fonction décroissante
qui vérifie I'inégalité

/ E" (s)ds < cE(t), VteRT.
t

Alors on obtient les estimations (1.13)—(1.14) par 'application de la proposition
suivante

Proposition 3.7. Soit E: Rt — R™ une fonction décroissante qui vérifie
pour deux constantes « > 0 et ¢ > 0 I'inégalité

/ Bt (s)ds < cE*(0) E(t), ViteRT.
t

Alors on a

c+at
ct+oac

—1
E(t)gE(O)( ) VtERT sia>0

et
E(t) < E0)er ¢, VteR" sia=0.

Pour la démonstration de cette proposition, voir Komornik [9].

4 — Démonstration du Théoréme 1.4

On prend (ug,u;) € WxV tel que g;(u}) € L?(2), donc la solution du systeme
(1.2) a la régularité (1.7). (Remarquer que dans ce théoreme les constante c et w
dépendent de la solution u ce qui ne nous permet pas de généraliser les estimations
(1.13) et (1.14) par des arguments de densité pour les solutions faibles).

Dans la démonstration du Théoreme 1.3, les estimations (3.4) et (3.7) (remar-
quer que sont satisfaites sans la condition (1.10) et choisissons € = 1 dans (3.7))
impliquent que

T T _
(4.1) / E”T“(t)dtchL?(chE(S)m/ E%(t)/u;u;dxdt.
S S Q
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Donc il nous reste a majorer la derniére intégrale dans (4.1). Comme dans la
démonstration du Lemme 3.4, on a

T p—1 T pt1
(4.2) /S B (1) /Q i drdt < e /S B () dt + c(e) B(S)
pour tout € > 0. D’autre part on a

Cas: n = 1. On observe que (1.9) et la décroissance de g; impliquent
inf{|g;(x)| : |z| > 1} > 0. Alors on utilise (1.7), (3.1) et linjection V C
(HY(Q))" C (L>=())" on obtient

/Q+ w,up doe < c/ﬂ+ g |l gi(uy) dz

k3

< [t (poe(yn (—E'(t)) < —cE'(t)
et par suite

T p—1 T p—1
(4.3) / ET(t)/+u§ o dz dt < —c/ B (0) E'(t)dt < cES(S) .
s o s

Cas: n>2. On a

/! / 2_171 /! / Ll
o il dr < c - |z [ P31 (g gi(uz)) P77 do
1 i . - o
(4.4) < c(/Q g =1 dm) rH (/Q uj g; (uf) dx) e
2p 2

el |7y, (=E®)FT

(LT (@)n

Par (1.7) et 'injection (voir (1.15))

2p

V C(HN Q)" C (LT ()"
on conclut & partir de (4.4)
!/ / 2
/ w; uy dr < c(—E'(t))rH |
QF
par 'utilisation de I’inégalité de Young on trouve

T p—1 7 T p—1 / 2
/ B (t)/ uiuidxdtgc/ B (1) (—E'(1))75 dt
S QFf s

i

T i1 r_
ge/s foe: (t)dt—c(e)/s E'(t)dt |
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donc
T p—1 T p+1

(4.5) / ET(t)/ i da dt < e/ B (1) dt + c(e) E(S) .
s Qf S

Les inégalités (4.3) et (4.5) impliquent pour tout n € N*

T B T
/ Epz_l(t)/+UQUdedt§€/ E*5 (1) dt + (o) E(S) + ¢ B (S) ,
S Q; S

on choisit e =  dans cette inégalité et dans (4.2), on remplace ensuite dans
(4.1) et on obtient (3.8). Ansi les estimation (1.13) et (1.14) se déduisent par
I’application de la proposition 3.7. n

Remarque. Siles fonctions g; vérifient (1.9) pour p = 1 alors cette condition

est vérifiée pour tout p > 1, on choisit p le plus petit nombre qui vérifie (1.15),
cest adire p=1sin=1, p = 1+%, meN"sin=2et p=7sin>3.
On constate dans ce cas la que toute solution forte du systéeme (1.2) vérifie

Pestimation (1.14) si n = 1,

BEt)<ct™ VteR"Y, VmeN sin=2
et

—4

E(t)<ctn-2 VteR" sin>3.
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