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I — Preliminaires

On étudie le comportement d’un couplage “ondes—advection”. On montre
que méme si I’équation des ondes n’est pas initialement amortie, ce couplage est
dans certains cas asymptotiquement stable. Ce systéme est par contre exponen-
tiellement stable si ’équation des ondes est amortie et une estimation du taux
de décroissance est proposée. Cet exemple ne rentre pas dans le cadre étudié
dans [A-B-T] du fait du caractére non autoadjoint de 'opérateur d’advection
(noter aussi que cet opérateur n’est pas de résolvante compacte en dimension
supérieure & un). Le comportement asymptotique est cependant similaire & celui
d’un couplage “ondes—chaleur” par un opérateur borné (voir [A-B]).

Soit 2 un ouvert borné simplement connexe de R™ de frontiere lipschitzienne,
C? par morceaux. Soit d un champ de vecteurs défini dans un voisinage de Q
a valeurs dans R” et de classe C'!'. On note I' la frontiere de €2, v la normale
unitaire extérieure a 2. On définit

ry = {x el d(z).v(z) > 0}
r_ = {a: el; d(z).v(z) < 0}

Iy = {x el; dz).v(z) = O} .

Dans ce qui suit on fait I’hypothese (H) suivante:

i) divd > 0;
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ii) 3T > 0tel que Vz € Q, Ixg € Ty et s € (0,T) tels que la solution de

dx
i d(x)
z(0) = xg

vérifie z(s) = z.

Remarque. L’ypothese (H) est trivialement vérifiée si d est un champ
constant.
On considere le systeme

Uy = Au—aus +bw dans Q x RT,
wy = d.Vw —buy dans Q x RT,
(1) u=0 sur I' x RT,
w=0 sur 'y x R,
u(z,0) = up(z), w(z,0)=ui(z), w(zr,0)=wo(zr) dansQ,

ott a € L*>®(Q) avec a > 0 p.p. dans Q, b € WH(Q). Dans toute la suite on

posera
X = H}(Q) x L*(Q) x L*(Q)

que 'on munit du produit scalaire

ul [f
<[v] , [Z]>:/Q(Vu.Vf+v.g+w.h)dac.

w

| - || désigne la norme induite sur X et |- | la norme dans L?(©2). On définit sur

0 I 0
A=A —-a b
0 —-b dV

D(A) = (HX(Q) N H§(9)) x HY(Q) x W(Q)

X lopérateur

de domaine

ou

W(Q) = {w € L*(Q); d.Vwe L*(Q) et w =0 sur F+} .

D’aprés [Bal, si w € L?(Q) et d.Vw € L?*(2) alors la trace w|r, est bien définie
dans L2 (T'y) et ainsi W(Q) est bien défini. Il n'est pas difficile de voir que
(—A,D(A)) est maximal monotone. Il définit donc un semi-groupe (S(t))¢>0, de
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contractions sur X. D’aprés le théoreme de Hille—Yosida, pour tout (ug, v, wo) €
D(A), le systéeme

Y'(t) = AY (¢),

uo
Vo |,
Wo

admet une unique solution Y € C([0, +-oc[, D(A))NCL([0, +oo[, X). De plus pour
tout (ug, v, wp) € X (2) admet une unique solution faible Y dans C([0, +-o00[, X)
(voir [P]). On a le résultat de régularité suivant:

(2)

Proposition 1. Pour tout Yy € X, la solution Y = S(t) Yy du syteme (2)
est telle que

V—dvwe L*(RT xT_)

avec
(3) V=dvwlage ) < [Yol? -
Preuve: SiY; € D(A), alors
d 2 2 1 2 1 . 2
SIYOIR =2|-1VavP + 5 [ Juf @v)dy - 5 |Vdivdul
dt 2 Jr_ 2
ainsi
t 1 t 1 t
Wity @ =2| [IavP dses [ [ ol (~dv)dydses [ |Vaivdupas),
0 0JI_ 0

d’ott (3) pour Yy € D(A). Par densité, on a le résultat pour Yy € X. n

IT — Stabilité

Le systeme (2), avec A générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contrac-
tions, est dit exponentiellement stable s’il existe deux constantes w > 0et M > 1
telles que

(4) IS < Me™t vt>0.
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Remarque. La propriété (4) équivaut a ’existence d’un opérateur P unique
€ L(X) positif et auto-adjoint tel que

(5) Re(PAY,Y) = —||Y|? VY € D(A)

(voir [P-Z] ou [Z)]).

L’hypothese (H) fait que l'opérateur (d.V,W(2)) est générateur d’un semi-
groupe exponentiellement stable. On va expliciter I'opérateur P dans ce cas
particulier.

Proposition 2. La solution de I'équation de Lyapunov (5) associée a
Popérateur (d.V, W (Q)) est I'unique opérateur P € L(L*(Q)), autoadjoint, posi-
tif, défini par

(Pu)(@) = k(@) w(z), ze€Q, welX(Q),
ou k € W*(9),
W*(Q) = {k € L*(Q); d.Vk € L*(Q), klr_ =0}
est I'unique solution du probléme

div(kd) =1 dans ,
(©) { (kd)

k=0 sur I'_ .
De plus k est positif sur 2.

Preuve: On remarque d’abord que le domaine de l'opérateur adjoint de
(d.Vw, W(Q)) est W*(Q). Les hypotheses faites sur d font que 0 appartient & la
résolvante de (d.Vw, W (£2)) donc a la résolvante de son adjoint, d’ou l'existence
et 'unicité de k € W*(Q) solution de (6). La positivité de k est une conséquence
directe du fait que sur chaque trajectoire (x(t)) issue de I'_ la solution k a comme
expression

k(a(t)) = e~ Jo (@iv i) ar /t i @ivaGa(r)dr g
0

Comme ces trajectoires couvrent €, k est positif sur Q.
D’autre part

2(Pd.Vw,w) 2(q) = 2/Qk(d.Vw) wdr = —/Qdiv(kd) w?dr = —|w|? .

D’ou la proposition. n
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Remarque. Dans le cas unidimensionnel, I’équation (6) donne
kE(x)d(z)=x+c.

Comme d'(z) > 0, deux cas se présentent:
i) d(0)d(1) > 0. Alors:
—sid(0) >0. Onal'_ = {0} et donc k(0) = 0. Ce qui donne
x

—si d(0) < 0. Dans ce cas d(1) < 0, donc I'_ = {1} et k(1) = 0. Ce qui
implique
z—1

k(x) = i)

ii) d(0)d(1) < 0. Cette condition avec I’hypothese que d’ est non négative
impose que d(0) < 0 et d(1) > 0. Ceci entraine que I'_ est vide, ce qui
est contraire a ’hypothese (H). On remarquera que dans ce cas, la norme
L?(£2) de la solution de I’équation d’avection

w; = d.Vw
weWw

est conservée.
Dans la suite, P désignera 'opérateur défini par la Proposition 2.
Le résultat principal est le suivant:

Théoréme 3.

1) S’il existe ag > 0 tel que a > ayg, il existe w > 0 et M > 1 tels que

IS(t)]| < Me ™" Vt>0.

2) Sidivd > 0 p.p. sur et si supp(a)Usupp(b) est d’intérieur non vide, alors
(S(t))e>0 est asymptotiquement stable: pour tout Yy € X,

Jim [1S() Yol =0

Démonstration:



340 F. AMMAR KHODJA, A. BENABDALLAH et D. TENIOU

1) La démonstration de 1) est basée sur le lemme suivant:

Lemme 4. Pour e1,e9 > 0 suffisament petits, la fonction

1
Peres(t) = =Y (@))? + 61/ Pwwdz + 52/ uvdx
2 Q Q
(ot Y est solution forte du systéme (2)) est telle que
1) < 0 —Cl(e1,e2)t V>0
Perez(t) < peyen(0) € =Y,

ott C'(e1,e2) est un nombre positif indépendant de Y.

Preuve:
d / / 2 /
—Pe (1) = (YY) +251/ Pw'vdzx + e2|v| +52/ uv dx
dat Q Q
on a
(YY) = —/ av’dr — / (div d) w? dz + w?(d.v)dl
Q Q r_
2/Pw’wdx: —|w\2—/ P(bv) wdx
Q
et
/uv'd:c: —|Vu|2—/ auvdx—i—/ bubw dx ,
Q Q
comme . .
[ Pooywds] < JIPI b o + Sl |
Q 2 2
1
/Qauvdx‘ < alal?, | Vul® + @\UP ,
1
/ buwvdz‘ < alb|?, | Vul? + —|w]?,
0 4o
ou ¢y est la constante de Poincaré, | - | désigne la norme dans L>(2) et « est

un nombre positif arbitraire. Comme
divd >0, dv <0 surT'_ e a>ayg>0

on a
d
TPerea(t) < o acd(lal’ + bl%) — 1] [Vul?

e 1y T [T
[ SIPIR b+ a1 1) — oo o+ [ 52 = o
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On choisit alors a assez petit pour que le coefficient de |Vu|? soit négatif.
Puis on choisit e5 pour que celui de |v|? soit négatif et on termine par le choix de
g1 tel que le coefficient de |w|? soit encore négatif. On obtient alors

@ 4 peralt) < —Dler, ) [Y O

Par ailleurs

1 g2 €2
perea IV +max (2201 P2, 23 2))
< Dlen,e) [Y O

(8)

Il s’ensuit

d D(e1,¢€2)

(9) apa,&(t) < _m p€1,52(t) = _0(61762) p51’52(t) ’

D’ou la décroissance exponentielle de pg, -, (t). Comme, de plus

1 €9 €9
parealt) = YOI (5 — max (221 |1PI, 2 b )

D(e1,e2) [Y (1)

(10)

ou 2(61,52) est une constante positive pour €1 et €9 suffisamente petits, la
décroissance exponentielle de p¢, ., (t) et les inégalités (9)—(10) donnent la premiere
partie du théoreme. m

2) Pour montrer la stabilité asymptotique de (S(¢)), on procede comme dans
Dafermos [D]. On a d’abord

Lemme 5. L’orbite de tout Y € D(A),
Y(Yo) = {S(t) Yo, ¢ >0}

est faiblement relativement compacte dans X. De plus, la projection de ~y(Yp)
sur H}(Q) x L?(2) x {0} est relativement compacte.

Preuve: Comme Yy € D(A), v(Yp) € D(A). 1 suffit donc de montrer que
~v(Yy) est bornée dans D(A) pour la norme du graphe. En dérivant par rapport
a t les deux premieres équations de (1), on obtient

{vtt—Av:bwt—avt,

Wt — det =-b V¢ .
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Apres multiplication de la premiere équation par v; et de la seconde par wy, et
apres intégration par parties on obtient

d
=l + [Vof? + w?) = / e |? dov dT — Vv d duwy |2 — |vaul? <0 .
I

On en déduit que (v(t,-));>0 est bornée dans Hg (), il s’ensuit que (Au(t, -))i>o
est borné dans L%(Q2). De la méme maniére, comme (wy(t,-))>0 est borné dans
L%(Q), on en déduit que (d.Vw(t,-))i>o est borné dans L?(€2). Donc v(Yp) est
bornée dans D(A) muni de la norme du graphe. La projection de 7(Yp) sur
H} () x L*(Q) x {0} étant continue et bornée sur (H2(Q)NHE(Q)) x H () x {0},
on a le résultat. m

Par ailleurs, U(Y (t)) = ||V (¢)||? est une fonction de Lyapunov semi-continue
inférieurement. Le théoreme du a Ball [B], cité dans [D], implique que pour tout
Yy et tout Y appartenant & w(Yp), 'ensemble w — limite de Yp, on a:

V(S Y) = (7).

Donc:

Sw(s)Y) =

1
< \\/divdw|2—|—§/ wl? dov — |Vav]2 =0
I_

“ w(t,) =0 dans  =supp(divd), Vt>0,
v(t,-) =0 dans supp(a), Vt>0,
de la deuxieme équation de (1), on déduit que
v(t,) =0 dans supp(b), Vt>0.
Comme O = supp(a) U supp(b) est d’intérieur non vide, on a
uy — Au =0 dans €,
ut(t,z) =0 VaxeO,
u=20 sur Rt x T,
a pour unique solution v = 0 dans 2. Donc
w(Yo) = {0} ¥Yp e D(A)
ainsi quand t tend vers U'infini, on a
u(-,t) — 0 dans H}(Q) fort,
v(-,t) — 0 dans L%(Q) fort,
w(-,t) =0 dans L?(Q) faible,

~— ~—
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mais

wy —d.Vw = —buy

et (d.V,W()) est exponentiellement stable. On déduit donc, d’apres Pazy [P],
théoreme 4.4, p.119, que

w(-,t) — 0 dans L*(Q) fort
et ceci implique la stabilité asymptotique. m

On définit
o(A) =inf{w € R; IM > 1, S| < Me“' Ve >0} .

De la démonstration du théoréme précédent, on déduit immédiatement 1’estima-
tion:

Corollaire 6. S’il existe ag > 0 tel que a > ag p.p. dans €2, alors
w(A) < —C(El, 62)

ott C(e1,¢e2) est la constante définie dans le Lemme 4.
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