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EQUATIONS DIFFERENTIELLES A RETARD
PAR LA METHODE D’EXTRAPOLATION

L. MANIAR

Abstract: In this work we use extrapolation method to study retarded differential
equations. We give some results for the existence and the continuous dependence with
respect to the initial data.

1 — Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse a résoudre par la méthode d’extrapolation
I’équation différentielle & retard suivante:

d
Salt) = Ly + (1)

xo=p € C:=C([-r,0;R"),

(NRDE)

ou L est un opérateur linéaire borné de C' a valeurs dans R™.

Indiquons ici que Clément et al. (cf. [3], [4] and [5]) ont developpé une méthode,
la perturbation par dualité, basée sur la notion d’espace “soleil” élaborée par Hille
et Phillips [8], qui a été appliquée pour étudier 1’équation différentielle & retard
(NRDE).

L’équation (NRDE) a été aussi étudiée par M. Adimy [1], en utilisant la
notion des semi-groupes intégrés introduite par W. Arendt [2].

La théorie d’extrapolation a été introduite par Da Prato—Grisvard [6] et Nagel
[10]. Elle a été ensuite utilisée pour plusieurs propositions (cf. [11], [12], [15] et
14]).
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2 — Préliminaires

Soient (X, -||) un espace de Banach et A un opérateur linéaire sur X a
domaine D(A).

L’opérateur A est dit opérateur de Hille—Yosida s’il existe des constantes w € R
et M > 1 telles que |w, +o00[ C p(A) (ou p(A) est I'ensemble résolvant de A) et

|1 =) < VA>w, VYneN.

(A—w)r’
Si la constante w peut étre choisie < 0, A est dit de type négatif.

D(A) n’est pas forcément dense dans X. Si on note par X sa fermeture dans
X ie. Xo:=D(A), alors d’aprés le théoreme de Hille-Phillips, on a le résultat
suivant (cf. [8], Thm. 12.2.9).

Proposition 1. Soit A un opérateur de Hille—Yosida sur X. Alors, la part
Ay de A dans Xy donnée par

D(Ao) = {z € D(A): Az € X}, Aoz = Az, Vae D(Ay),

engendre un Cy-semi-groupe (Tp(t))i>0 sur Xo. De plus p(A) C p(Ap) et pour
tout A € p(A), (A — Ag)~! est la restriction de (\I — A)~! dans X.

Pour définir la notion d’extrapolation, on suppose sans perdre de généralité
que A est un opérateur de Hille-Yosida de type négatif sur X.
On munit ’espace Xg d’une nouvelle norme définie par

|z||-1 = | Ag x|, pour z€ X, .

Le complété de (Xo, | - ||-1) s’appelle espace d’extrapolation de X associé a Ag
et sera noté par (X_q, - [|-1)-
Comme pour tout x € X et pour chaque ¢t > 0, nous avons

[To®<|_, =457 7ot =]

= | 7o) 45" 2| < Mije] -1

alors l'opérateur Ty(t) peut étre prolongé d’une fagon unique en un opérateur
linéaire borné dans X_;. Ce prolongement est un Cy-semi-groupe sur X_; noté
(T—1(t))e>0 et appelé le semi-groupe d’extrapolation de (Ty(t))s>0-

L’espace d’origine X est compris entre les espaces Xg et X_; (cf.[11], Thm.1.7).
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Proposition 2. Soit A un opérateur de Hille-Yosida de type négatif sur X.
Pour la norme définie sur X par

lz|l-1 = A7 2], VzeX,

Xy est un sous espace dense dans Y = (X, || -||-1). Donc 'espace d’extrapolation
X_1 est aussi le complété de Y et X s’injecte dans X _1.
De plus A_; est une extension de A sur X_1 et (A_1)7'X = D(A).

Le lemme suivant (cf. [11], Prop. 2.1) est essentiel pour la suite.

Lemme 3. Pour f € L _(0,+00; X) et t > 0, soit

¢
(T4 % F)(t) = /0 T \(t— ) f(s)ds ,
alors les propriétés suivantes sont vérifiées
i) (T—1 * f)(t) € Xo,
i) [(T-1 % £)@O) < M|l fllpr(0,:x), M1 est indépendante de f et t,
i) lim, (71 % £)(0)]| = 0.

Terminons ce paragraphe par un résultat de la perturbation d’un opérateur
de Hille-Yosida, par un opérateur linéaire borné de Xy dans X (cf. [13]).

Proposition 4. Soit A un opérateur de Hille—Yosida sur X et B: Xog — X
un opérateur linéaire borné. Alors la part de A + B dans X engendre un
Co-semi-groupe (TP (t))i>0 sur Xo. De plus, (TP (t))i>0 vérifie la formule de
Duhamel suivante

TE(t) = To(t) + /OtT_l(t _ O BTP(t)ds, Vt>0.

3 — Application aux équations différentielles a retard

Considérons ’équation différentielles a retard suivante

d
To=@E C )

ou L € L(C,R™) et f: [0,400][ — R™ continue.
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Soit (T'(t))g>0 le semi-groupe solution de I’équation & retard homogene sui-
vante

d
(RDE) { at"
SCOZC,OEC,

(t):L.’Et, t20,

et de générateur 'opérateur A donné par
D(A) = {p € C([-r,0,R"): ¢'(0) = Ly} ,
Ap=¢', VeeD(A).

Pour résoudre ’équation (NRDE) et en particulier (RDFE), nous allons lui
associer un probleme de Cauchy dans ’espace de Banach X :=R" x C, muni de

la norme

n n

It + 19, v () ex.

g g

ou
lgllc:= sup |g(7)|
—r<r<

et |- | est la norme euclidienne de R".

Le probleme de Cauchy associé a I’équation (NRDE) dans X est

%<uZQZZA<J5)+<fg»’ t20,

() = (5)

ou A est 'opérateur défini sur X par

(NACP)

0 L-—9

(1) A=<0 g_>, D(A) = {0} x €,
dr

avec 0, est I'opérateur défini par

5o p:i=¢'(0), pour tout p € C.

La premiére remarque, qu’on peut faire sur 'opérateur A, est qu’il est & domaine

non dense. Plus précisément on a D(A) = {0} x C. Nous allons montrer que A
est un opérateur de Hille—Yosida et nous avons le lemme principal suivant

Lemme 5. L’opérateur A défini par (1) est un opérateur de Hille—Yosida.
Et pour tout A > ||L||, on a

(AI—A)”(Z):(;)”), V(ZDEX et ne N
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ou

on = (A= A) "+ (M = A7 (M AT () )

Preuve: Pour A\ > ||L]| et (Z) € X, 'équation

()1

admet une solution (g) dans {0} x C! donnée par

0
0(0) = e p(0) +/ MO p(s)ds, -r<6<0,
o

©(0) = ATT(N) [¢(0) + L(/O A=) 4p(s) ds)] +A7 )7 .
Par suite
00) =h(0)+ M ANy, —r<6<0,

h(0):=eM A () [w(o) +L(/06A<'—S> Wb(s) ds)} +/006A<9—8> W(s)ds, —r<0<0.

On peut vérifier facilement que h est continiment dérivable sur [—r,0] et en
utilisant la définition de A(\), on montre aisément que h’'(0) = Lh. C’est a dire
h € D(ApL). De plus, pour tout 6 € [—r,0], on a

d
(M- E) h(0) = 1(0) .
D’ot,

o=\ —-A) Y+ ANy .
Le résultat est obtenu par itérations. m

Puisque 'opérateur A est un opérateur de Hille-Yosida alors, d’apres Propo-
sition 1, la part (A)g de A dans Xo:=D(A) = {0} x C donnée par

dr

engendre un Cp-semi-groupe sur {0} x C. De plus, d’apres un résultat dans ([11],

o=y #)=(3 %) om0 xfocct a0 1o},

p. 33), ce semi-groupe est donné explicitement par ((I 0 )) .
0 T@®))/)i>0
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4 — Equations différentielles a retard homogeénes

Dans ce paragraphe, nous appliquons le résultat de la Proposition 4, pour
établir une formule de la variation de la constante qui permet d’exprimer le semi-
groupe solution (T'(t)):>0 de I'équation différentielle & retard homogene

d

—uz(t) =Lz, t>0,
(RDE) < dt

o=@,

comme perturbation du semi-groupe donné explicitement par

<To<t>so><f>={¢(t+7)’ sit+7 <0,

©»(0), sit+7>0,

solution de I’équation a retard “triviale” suivante

d

—x(t)=0, t>0,
(RDE), « dt

o =¥,

et dont le générateur est
D(Ao) = {p e C: ¢ (0) =0}, Agp=¢, pour ¢ € D(A) .

Remarquons d’abord que I'opérateur A peut s’écrire sous la forme A = Ag+B,

ou B: :<8 g) et Ag est 'opérateur défini sur X par
0 —d
®) Ao:=<0 d>, D(Ag) =0} x €'
dr

Autrement dit, 'opérateur A est une perturbation de Ag par 'opérateur B linéaire
borné de Xo:=D(A) = D(Ag) = {0} x C dans X.
Pour atteindre 'objectif de ce paragraphe, nous avons besoin du résultat

suivant, qui est une conséquence immédiate du Lemme 5:

Corollaire 6. L’opérateur Ag défini par (2) est un opérateur de Hille—Yosida.
En plus, pour tout A > 0, on a

w-ar () -(0), (1) e
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ou

w(0) = %e’\a[zp(o) +n] + /90 A=) p(s)ds, —r<6<0.

Il est simple de voir comme pour A que la part (Ag)o de Ag dans Xy = {0} xC
est donnée par

0 O
(Ao)o = (0 dd ) = <8 £0> , D((Ao)o) = {0} x {¢€ C': ¢/(0) :0} ,

et engendre le Cy-semi-groupe <(I 0 )) dans Xy = {0} x C.
0 To(t)/ />0
En notant par (Tp-1(t))t>0 le Cp-semi-groupe d’extrapolation de

0 To(t)
suivante:

®) (T(i))@) - <To(?f)so> +/otT0’_l(t_S) <L(Té5)¢))vdsé C et Vt>0
@ © =

((I 0 >) , nous avons, d’apres Proposition 4, la formule de Duhamel
>0

En utilisant cette formule, nous avons le résultat principal suivant:

Théoreme 1. Soit ¢ € C. Alors on a:

t
T(t) ¢ =To(0) ¢+ (1 = A) | To(t—9) () LT () ) ds, Ve =0,
ot e(-) est la fonction définie sur [—r,0] par

e()(0) =€, VOe[-r0.

Preuve: D’apres le Corollaire 6, en particulier pour A =1, on a

- ()=(3,): e

Par suite la formule de Duhamel (3) devient

<T(S) 90) - (TO((Q) @) " /ot Toa(t =) (I = Ad) <e(-)L2”(S) 90) ds

0 0
= () + (1= 0-) [ 7ot =5) () 27(5) ) s

0

(4)
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Posons, pour tout 7 € [—r, 0]

h(t, ) ::/Ot To(t — 5) (e()L(T(s) ) ) () ds, Y120

En utilisant la définition du semi-groupe (7y(t))¢>0, pour 7 € [—r, 0], nous avons

t+7 t
/0 LT g)ds+ [ T LT(s) @) ds, sittr>0
h(t,7) = T
t
/ TS L(T(s) @) ds, sit+7<0.
0

Par suite, il aisé de voir que

h(t,") € C et agh(t,o):o, V>0,
T

i.e.,

h(t,)) € D(Ag), Vt>0.

Ce qui est équivalent a

<h(0 )ED((AO)O), VE>0,

t,-)
et donc
) (I (Ao | ’ _
U ot = 9) (e L (s) ) |
0
(6) -

(I — Ap) /Ot To(t — s) (e(.) L(T(s) @)ds

Par conséquent, d’apres (4) et (6), on a le résultat du théoreme. u

5 — Equations différentielles a retard non-homogenes

Dans ce paragraphe, nous appliquons la méthode d’extrapolation au probleme
de Cauchy, associé a I’équation (NRDE) dans X :=R" x C, suivant

5t<u?t>) :A<u?t>) - (fét)> 20

() =(2)

(NACP)
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pour montrer 'existence et la dépendance continue par rapport aux parametres
de la solution de ’équation a retard suivante

(wrpg) | &= Let O, t20

o =@,

ou L € LIC,R™) et f: [0,400] — R™, continue.

Notons par (T-1(t))t>0 le semi-groupe d’extrapolation du semi-groupe
<<I 0 )) , engendré par la part de A dans Xy = {0} x C.

0 T(@)))is0

La solution forte, pour tout ¢ € C et f € C(]0,+oo[,R™), du probleme
de Cauchy (NACP) est donnée par la formule de la variation de la constante
suivante (cf. [11])

@) <u(<)t>> = <T(?)<P> *fot“(ts)(fés))ds’ 20

Pour expliciter la deuxieme composante de la solution forte du probleme de
Cauchy (NACP), nous avons besoin du lemme fondamental suivant:

Lemme 7. Soient ¢ € C et f € C([0,400[,R"™). Alors, pour tout A > || L],
on a

g(t,-)::/OtT(t—s) (X AT (W) f(s)) ds € D(4), Vt>0.

Preuve: Pour tout 7 € [—r,0], on a
ot +71), si—r<t+7<0,

(TWe)(r) = 0(0) +/Ot+T L(T(s)p)ds, sit+7>0,

ce qui nous permet d’expliciter g(¢,7), pour tout 7 € [—r, 0], par

(8) / o AN f(s)ds + / "Nt A7) f(s)ds +
0 t+17  pt417—5 il

g(t,7) = —i—/o /0 L(T(U)(e)"A_l()\) f(s))) do ds, sit+71>0,
/t AT ATL(N) f(s) ds, sit+7<0.

0



110 L. MANIAR

Puisque f est continue sur [0, 4o0[, alors ¢(t,-) est dérivable sur [—r, 0] et

t+7
/ L(T( 47— 5) (AN £(s) ) ds +
0 t
(9) ig(t,r) =1 AT AT f(s) ds, sit+7>0,
t
)\/0 AT ATL(N) f(s) ds, ift+7<0.

Par suite g(¢,-) est continiment dérivable sur [—r, 0] et

0

i.e.,

g(t,) € D(A), Vi>0.

Ce qui acheve la démonstration. n

En utilisant la formule de la variation de la constante (7) et le lemme précédent,
on a

Théoréme 2. Soient ¢ € C et f € C([0,+00[,R™). Alors, la deuxiéme
composante de la solution forte de (N ACP) est donnée, pour tout X > || L||, par

t
(10)  u(t) = T(t) o+ (M — A)/ T(t—s) (A AN F(s)) ds, V120
0
En plus, u vérifie la propriété de translation

(11) u(t)(r) = {SO(t—l-T), Sior<tir<0,

u(t+7)(0), sit+7>0.

Preuve: D’apres Lemme 5, on a

. 0 .
(M — A) 1(3) _ <eA,A1(A)n>, WneR" ot WA |L].

La formule de la variation de la constante (7) devient

(uir) = (29) * [t 0r-a(,, A1 76)) %
N (T(?)SO> A= (A)-) / tT(t - s)(e’\'OA_l(/\) f(s))ds

0
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D’apres le lemme précédent, on a

0

/otT(t B S)(ex A7) f(S))ds € D((A)), Vt=0,

et donc

0
/0 T(t —5)(M A7) £(5))ds

0
(A — A) /O t T(t—s) (M ATHN) f(s))ds

(12) (M — (A)_1)

Par conséquent
¢
(13)  w(t) = T(t) o + (I — A)/ Tt —s) (& AN f()) ds. V20,
0
En explicitant u(t)(7), pour tout 7 € [—r,0], a partir de (13), (8) et (9), la
propriété de translation, s’en déduit alors aisément. n
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 3. Soient ¢ € C et f € C([0,400[,R™). Alors, ’équation
(NRDE) admet une solution unique x donnée par

u(t)(0), >0,
(t) =
So(t)a te [_Ta 0] ’
ol u est la deuxiéme composante de la solution forte de (NACP) donnée par la

formule (13).
En plus la solution de I'équation (NRDE) satisfait I'estimation

t
ool < 33 gl + [ eI 5 (s) s, w0
Inversement, si  est la solution de (NRDE), pour o€ C et f € C(]0,+0c0[,R"™),

alors la fonction (2), définie par u(t) = x¢, Vt > 0, u(0) = ¢ est la solution forte
du probléeme de Cauchy (NACP).
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Preuve: A partir de (13), (8) et (9), on a

u(t)(0) = pl0) + [ L(T(s)ehds + [ A7 fs) ds
1A 0/0 L(T(0) (e A7) £(5))) dor ds
_ /0 L(T(t— )(X AN £(s)) ) ds |

et en utilisant (8), on montre que

%g(t, )= d%g(t, J+eMATIN (), VE>0.

D’apres (13) et les deux dernieres équations, nous montrons facilement que (t)(0)
est dérivable et vérifie

d
S 000) = Lu(t) + f(t), t=0.

Par suite, la propriété de translation (11) implique que la fonction z définie sur
[—7, +00] par
u(t)(0), sit >0,
sy = (MO0, s
o(t), site[-r0],

vérifie I’égalité suivante

xr=u(t), Vt>0.

D’ou x est I'unique solution de I’équation différentielle a retard non-homogene
(NRDE).

Pour lestimation, il suffit d’utiliser le fait que x; = wu(t), 'estimation expo-
nentielle satisfaite par (7'(t))¢>0 et Lemme 3.

Inversement, soit x la solution de I’équation a retard (NRDE). Nous avons
montré ci dessus que le probleme de Cauchy (NACP) admet une solution forte
unique u, qui satisfait ’équation (NRDE) et la propriété de translation (11).

Alors, par unicité de la solution de 1’équation (NRDE), on conclut que
u(t) = xy.

Par conséquent la fonction <5§t) est la solution forte du probleme de Cauchy
(NACP). n
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