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EQUATIONS ELLIPTIQUES SEMI LINEAIRES DANS
DES DOMAINES NON BORNES DE R"

B. KHODJA

Résumé: Soit f une fonction numérique continue, localement lipschitzienne vérifiant
f£(0) = 0. On consideére le probléme

®) {—Au—!—f(u):() u € H2(Q) N L>(Q),

Bu=0 sur I,
avec Bu = u (condition de Dirichlet) ou Bu = u,, (condition de Neumann). On montre
que si

Q=1R?x G ou G est un ouvert quelconque de RY

ou bien
Q un ouvert de RY (N >2),

vérifiant 3y € R”, x constant tel que (n,x) > 0 sur I et F(u) >0 (*).
Le probleme (P) n’admet que la solution nulle.
On a le méme résultat si:

Q= {(xl,xg,...,a:N) cRY | 21 > ‘P(xz,...,xN)}
ol
D(x9,....,xN) = o3|z + ... +on|zN]¥, a>1 et 0, €R

et
F(u) < cla)u f(u) (7).
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(") F(u)= [ f(s)ds.
. 4a—3+N
( )C(a):§7a—l+N'
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Abstract: Let f be a locally lipschitz continuous function verifying f(0) = 0. We
consider the problem
®) {—Au—!—f(u):O u € H?(Q) N L>(Q),

Bu=0 onl',

with Bu = u (Dirichlet’s condition) or Bu = u, (Neumann’s condition). We show that
if
Q =1R? x G where G is an open set of RY

or
Q is an open set of RY (N >2) |
verifying 3y € R™, x constant (n,x) >0 on I and F(u) > 0 (*).
The (P) problem admits only the zero solution.
We have the same result if

Q= {(Jcl,xg,...,zN) eRY |z > @(xg,...,xN)}

with
O(zg,....,xN) = 02|z2|*+ ... + on|zNn|®, a>1 and o; € R
and
Fu) < c(a)u fu) ().
Introduction

Dans ce travail on étudie le caréctere trivial de la solution de certaines équa-
tions aux dérivées partielles non linéaires dans des ouverts non bornés de RY.

On considére une fonction numérique f continue, localement lipschitzienne
vérifiant

f(0)=0
de sorte que u = 0, soit une solution du probléme
—Au+ f(u) =0 wue€ H*(Q)NL>®),
{ Bu=20 sur I',

avec
soit Bu =u (condition de Dirichlet),

soit Bu = u, (condition de Neumann).

() Plu) = / 7(s) ds.
_ Ta—-3+N

(Mel)=5 TN
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Ce travail est partagé en 3 paragraphes:

Dans le paragraphe I, on établit par une méthode a la Pohozaev deux formules,
I'une concernant le probleme de Dirichlet, ’autre le probleme de Neumann.

Dans le paragraphe II, on montre que si @ € RY (N > 2) est un ouvert étoilé
borné ou non et f est une non linéarité qui vérifie

Fu)>0 ot F(u):/ouf(s) ds |

le probleme de Dirichlet n’admet que la solution nulle.

Dans le paragraphe III, on étudie le probleme de Neumann et on montre que
si:

e f est comme dans le paragraphe II et Q un ouvert de R™ (N > 2), vérifiant

Jx e RY,  x constant tel que (n,x) > 0sur I,

ou
Q=R?>xG ou G est un ouvert quelconque de R" .

o flu)=clu tu+pu,c>0et pcRet

Q= {($1,$2, >$N) € IR'N| Ty > q)(x% 7'%']\/)} )

D(xg,...,xN) = oo|x2|* + ... + on|zN|*, a>1 et ;€ R.

Le probléeme de Neumann n’admet que la solution nulle.

0 — Notations et rappel sur la formule de Green
Soit @ ¢ RY (N > 2) un ouvert & frontiere réguliere T
Notons par = = (x1,x2, ..., zN) le point générique de €2 et par:
n = (n1,n2,...,ny) la normale exterieure a I' |
ugi(x) = D;(x) les dérivées partielles de u par rapport a xi au point x ,
Uzizj(x) = Djj(x) les dérivées partielles secondes de u par rapport a x; x; ,
Vu(z) = (ug1, Ug2, ..., uzn) le gradient de u au point x ,

Au(z) = div(Vu(x)) le laplacien de u au point x .
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Formule d’integration par partie. Soient u(x) et v(x) deux fonctions de
H() (espace de Sobolev). Pour tout 1 <i < N, on a

(0.1) /umvdx:—/uvmdzn—l—/niuvds,
Q Q T

ou n;(x) = cos(n,x;) est le cosinus directeur de I’angle de la normale extérieure
a I' au point x avec 'axe x;.

Formule de Green. Pour v,u dans H'(Q), H?(Q) respectivement on a

(0.2) /QAuvdx = —/Q(Vu, Vo) d:c+/F(Vu, n)yvds .

I — Resultats generaux

Dans cette partie, on établit certains résultats qui vont nous servir dans toute
la suite.

Q désigne un ouvert de R & frontiere I' de classe C'.

Soit f une fonction numérique localement lipschitzienne, on pose pour tout s

réel: s
— [ #wyar

0
Pour u appartenant & H2(Q2) N L>(Q2), on considere I’équation:
(1.1) —Au+ f(u) =
Remarquons tout de suite que u € H?(Q) N L>®(2) et f(0) = 0 impliquent que:

F(u) € LY(Q) .
On a:

Proposition 1.1. Soit u € H?(2) N L>®(Q) une solution de (1.1) et (a;),
1 <i < N, des constantes réelles, alors on a:

(1.2) /Zaiuii— LS Va2 = Y 0 Fu) =
Q
- Zaszﬂz {]Vu|2 + 2F(u } /unZal TiUgi -

Donnons deux lemmes, I'un concernant le probléme de Dirichlet, I’autre le pro-
bleme Neumann.
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Lemme A. Dans le cas du probléeme de Dirichlet (u =0 surI'), on a:

02 _1 . 2 ) 2 _ ) _
(1.2) /Q E @i Ui — 5 E a;|Vul E a;|Vul E a; F(u) =
_—;/FE ainixi|Vu|2.

Lemme B. Pour le probleme de Neumann (u,, =0 sur I'), on a:

(1.4) /QZaiufm-—%ZaﬂVu\Q—ZaiF(u)—
:_;/FZainixi“VuF—FQF(u)}.

La formule (1.2) signifie qu’il existe une suite R,, — +o0o quand n — o0 telle
que

/QZaZ- uZ, — %ZaﬂVu\Q - ZaiF(u) =
1

= nETm—2AﬂBRnZainixi{|Vu|2 +2F(u)} —}—unZaixium .

Nous allons donner la démonstration de la proposition dans le cas ou €2 n’est pas
borné, le cas 2 borné est simple.

Démonstration: Désignons par Br(0) la boule dans IRY de centre 0 et de
rayon R > 0 et soit Qr = QN Bgr(0).
Multiplions I’équation (1.1) par a; z; uz;, puis intégrons sur g, on obtient:

| (8wt f(w) (a5 ) do = 0.
Qgr

Grace aux formules (0.1) et (0.2), le premier terme devient:

—Au(a; z;ug;) = VuV(a; x;ug;) — / Uy, A Tj Ugsg
Qpr Qr Tr
1
2 2
:/ a; uz; + = a; x; D;i|Vul —/ Uy, A Ti Ui
Qr 2 g

1 1
2 2 2
:/ a; uz; — = a;|Vul* + —/ a; n; x| Vul —/ UG Tj Ui -
Qr 2 2 Jrp r

R
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De méme pour le second terme, on obtient:

QRf(U)ail“ium':/ aiJUiDiF(U)Z—/ az-F(u)—i-/ a;n;x; F(u) .

Qr Qr Ir

D’ou:
2 1 2 1 2
(1.5) a; ug; — = a;|Vul® —a; F(u) + = a; n; x; {]Vu\ + 2F(u)} -
Qr 2 2 JrnBg

1

—/ Up, A Ti Ugi = — = ainixi{\VuP%—QF(u)}—i— Uy, Qi T Ui -
I'NBr 2 JonDBg QNDBR
Sur QN DBpg on a:
n; = ’x—z‘ (DBp désigne le bord de Bpg) .
T

Ainsi le second terme de (1.2) est majoré par:

3
AR) = Riai| [ SIVul’ +|F(w) .
QNDBgr
Notons que si 2 est borné, alors pour R assez grand, on a
QNDBr=0 et AR)=0.
Si Q est non borné, comme Vu € L*(Q) et F(u) € L*(9), on doit avoir:
+o0 3 9
/ dR 2Vl + |F(u)| < 400 .
0 QNDBgR 2

Par conséquent on peut toujours trouver une suite (R,,) telle que

On obtient (1.2) par combinaison linéaire.

Démonstration du Lemme A: u = 0 sur I entraine

/FF(u):O

et
Vu=u,n sur I
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ce qui donne
2 1 2 _ 1
1
= —5 aninil‘i‘VUF +Unzai$i Ugi
1 2
= / —5 <a$,n> ‘VU| ‘|’Un <am,Vu>
r
1 2 2
= | =5 {az.n) |Vul? + Jun|* {az, n)
r

1
:/f(ax,n>|Vu]2 .m
T2

Démonstration du Lemme B: Si u, = 0 sur I, la formule (1.1) donne
immédiatement (1.3). m

IT — Probléme de Dirichlet

On suppose €2 étoilé par rapport & I'origine avec une frontiere I' de classe C'!.
La fonction numérique f vérifie

(i) f(0)=0.
On considerele probleme de Dirichlet
2.1) {—Au+f(u) =0 ue H*Q)NLQ),

u=20 sur I' .

Notons, alors que
(x,n(z))y >0 sur I'.

D’autre part
we C(Q) car ue W2P(Q) pour tout p € 2,400 .
On ale
Théoréme 2.1. On suppose que f est telle que
(ii) F(u)>0.

Soit u € H?(Q) N L*°(§2) solution du probléme (2.0), alors u = 0.
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Avant de donner la démonstration, notons que M.J. Estéban et P.L. Lions ont
établi que si u est solution de

{ —Au = f(u) ue€C?Q),

2.1)
@1 u=20 sur I' ,

satisfaisant Vu € L2(Q), F(u) € L*(Q), lorsque € est un domaine connexe non
borné, tel que

IxeRY, [x[=1, (n(z),x(z)) >0 sur ', (n(z),x(z))#0,

necéssairement v = 0 voir [3].

Pour des domaines bornés, les équations du type (2.1) peuvent en général
posséder des solutions non triviales obtenues par bifurcation. Le Théoréeme 2.1
non seulement ne rentre pas dans le cadre du résultat de [3], mais en plus il donne
un résultat de trivialité pour des domaines bornés.

Démonstration: Appliquons la formule (1.3) avec a; = 1, on obtient
/ (N — 2) [Vul> + 2N F(u) + / (@,n) |Vul? = 0
Q r
N > 2, F(u) > 0 et Q étoilé impliquent que
(N —2)|Vu> +2N F(u) =0 p.p.sur €.
D’ou:
F(u)=0 sur Q.
Deux cas peuvent se présenter:
1) Soit u = cte = ap;
La condition au bord (v = 0 sur I') nous donne a = 0.

2) Soit u # cte.

Comme u € C(2), Im(u) est un intervalle de IR, posons
K = int{Im(u)} .

Alors, pour tout v € K,

Fv)=0 et %F(v)zo.



EQUATIONS ELLIPTIQUES SEMI LINEAIRES 465

Comme Im(u) C K, alors pour tout v € K, f(v) = 0. Autrement dit:
Pour tout z € Q, f(v(z)) =0.
Le probleme (2.1) se réduit a:

{ ~Au=0 ue H*Q)NL®),
u=>0 sur I' .

Ce nouveau probleme, n’admet que la solution nulle. n

Remarque 2.2. On obtiendrait un résultat simulaire, si on remplace (ii)
par:

(ii) Il exite p, p > § — =, tel que F(u) > puf(u).

Exemple 2.3: Comme fonction rentrant dans le cadre du Théoreme 2.1, on
peut prendre

fu) = u(u+ A)(u+B) avec AB> %(A2+B2) .

IIT — Probléme de Neumann

Soit @ ¢ RN (N > 2) un domaine connexe non borné vérifiant
(3.0) Ix € RY, x constant tel que (x,n(z)) >0 sur T .

On considere alors le probleme semi-linéaire

(3.1) {—Au—l—f(u)—o u € H?(Q) N L>®(9),
Up =0 sur I' .

Remarquons que 'analogue du résultat d’Esteban—Lions pour les problemes
de Neumann n’est pas vrai.
Berestycki, Gallouet et Kavian ont établi que le probleme

~Au—uwP+u=0, uc H*(R?

admet une solution radiale, voir [4].
Cette méme solution vérifie
—Au—uw+u=0 ue H?*(0,+c[xR),
up, =0 sur {0} x R .
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On a en tout cas le résultat suivant:

Théoreme 3.1. On suppose que f est comme dans le Théoréme 2.1.
Soit u € H?(Q) N L>®(Q) solution du probléeme (3.1), alors u = 0.

Démonstration: Comme dans la Proposition 1.1 multiplions ’équation
(3.1) par uy; et intégrons sur Qp, on obtient

1 T;
—nid |Vul? + 2F (u +/ L HVul? 4+ F(u +/ Up Ui = 0 .
/FmBR 2 {‘ | ( )} QNDBg 2|:c|{’ | ( )} QNDBg

Le second et le troisieme terme sont majorés par

R+2

B(R) :/ 22 Tl 1 2F ()]
QNDBr 2

Par conséquent
/ . {IVulP + 2F()} =0
r2
qui entraine
/(X,n> {]Vu|2 + 2F(u)} =0.
r
On déduit alors

{(x;n) {\VUP + 2F(u)} =0 pp.sur I'.

La formule (1.4) devient

/QZaiuii— %Zai]Vu\Q—ZaiF(u) =0.

On obtient finalement
/ (2= N) [Vul? — 2N F(u) =0 .
Q

Comme dans le Théoreme 2.1, le probleme (3.1) devient
~Au=0 u€ H*Q)NL®Q),
Up =0 sur I .

La multiplication par u donne

[ 1vut=o.
Q
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u est donc constante, mais comme u € H?(Q) N L>(Q2), on doit avoir

lim  wu(z)=0.
2€Q, |z|]—+o0

La constante est nulle et par conséquent u = 0. n

Exemple 3.2: Soit

Q= {(xl,xg, vy Tp) | T > @(xg,...,xn)} ,

ou
d: RV IR est de classe C! .

Le probléeme (3.1) n’admet que la solution nulle (prendre x = e; = (1,0, ...,0)).

Casde 2 = R?xG. Soit Q = R2x G ou G est un ouvert de RN & fronticre
de classe C1.

Pour le probleme

(3.3) {—Au—l—f(u)—o u € H2(Q)NL>®(Q),

Bu=20 sur [',

avec Bu défini comme précédemment.

On a:

Théoréme 3.3. Sion suppose que f est comme dans le Théoréme 2.1, alors
siu € H%(Q) N L®(Q) est solution de (3.3), u = 0.

Démonstration: Le probléme de Dirichlet méme dans le cas 2 = R X G est
traité dans le Théoreme 2.1.

Notons x = (1, Z2, ..., Tni2) le point générique de IR? x G et appliquons la
formule (1.3) avec a; = 0 pour ¢ > 3, on obtient

/Zaiuii—;Zai|Vu|2—ZaiF(u):O, 1<i<2.
Q

Prenons ensuite a; = as = 1, on obtient

1

Jj=3

/QF(u):O.

On déduit alors
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Donc
F(u)=0 p.p.sur Q.

On conclut, alors comme dans le Théoreme 2.1. n

Remarque 3.4. Si Q2 =R x G, le probleme de Neumann (3.1) est résolu,
lorsque G =10, 7[. Pour G quelconque le probléme est encore ouvert.

Cas de Q = {(x1,z,...,2x) € RY | 21 > oo|2a|* + ... + on|zn|*}, a € R,
« > 1 et o; des nombres réels.

Pour le probléeme de Neumann (3.1), on a

Théoréme 3.4. Soit f une fonction telle que

< la—3+ N

F S
e P

u f(u) .
Siu € H?(Q) N L>®(Q) est solution du probléme (3.1), alors u = 0.
Démonstration: Pour x = (z1,x2,....,25) € [ on a
1 (6 1 (64
Zaini:vi = (a1 — aag) o9 |zo|* + ... + s (a1 —aan)on |xn|®

0_*2 — 1 .
1+ (a09)? |z D + ..+ (aon)? oy |21

Choisissons alors
a) —oay = ... =oan .

La somme est nulle sur le bord et la formule (1.4) devient

Q

Uz — (ug+ ... +uly) —(@—1+N)F(u)=0.

2 2
Multiplions 1’équation (3.1) par 3705+N u, puis intégrons sur {2 on obtient
a—3+N a—3+N

Des formules (1.4)" et (1.4)” on déduit

(3.5) /Q(al)uilJr(a_:g;N)uf(u)(oz1+N)F(u):O.

Comme a > 1 et
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/Uilzo
Q

up1 =0 et  u=u(xg,x3,....,TN) .

on obtient
D’ou

Comme u € H?(f2), on doit avoir

/ |u|? :/ u?(z9, 3, ..., xN) dry dag - - - dry < +00 .
Q Q
Donc u=0.n

Exemple 3.6: Soit ¢ > 0, v > 1 et u un parametre réel. Le probleme

—Au+tclu tu=pu ue H*(Q)NL®N),
Up =0 sur I' |

n’admet que la solution nulle.

Démonstration:

_ C u
flu)=clul" ™ u—pu, FW%:7+1MM4—M—

D’ou

2a—1+N)F(u) — (a—3+ N)u f(u) =
:u2a—1—|—N—7(a—3—|—N)C

lu[ "7 — 2 u? .

v+1
Commea>leta—3+N=a—-—1+N—-2>0,si
> 1+ 1
T= a—3+ N
le résultat est immédiat.
Si
<l+—
TR T3TN
le principe de maximum nous assure que
\u|771§H, c#0.

C

Par conséquent,

—1+N - -3+ N —14+N)(1-
u2a + ’Y(a + )C‘u|'yfl_2uu2§u2 (Oé + )( V)VSO.
v+1 y+1




470 B. KHODJA

Exemple 3.7: Soit 7 tel que

a+1+N 4
l<y<domy gy *
STS 3 N a3+ N

et ¢ <0.
Le probleme

—Au+clu tu=0 wue H?*(Q)NL>®),
Bu=20 sur I' |

ne peut avoir de solutions dans l'espace H?(2) N L>°(£2) autre que zéro.
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