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LIMITE DE MODELES DE FLUIDES COMPRESSIBLES
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Abstract: We study in this paper the behaviour of the solution of the compressible

Navier-Stokes equations for low Mach number and incompressible initial data are shown

to be close to corresponding solutions of the equations for incompressible flow.

1 – Introduction

Le problème à étudier est le suivant:

(1)





ρ(v̇ + (v · ∇)v − b) = −∇p+ µ∆v + β∇ div v dans QT ,

ρ̇+ div(ρ v) = 0 dans QT ,

v = 0 sur ΣT ,

v(0) = v0 dans Ω,

ρ(0) = ρ0 dans Ω ,

où QT = (0, T ) × Ω, Ω est un ouvert borné régulier de IR3 de frontière Γ,

ΣT = (0, T ) × ∂Ω. Le système (1) décrit le mouvement d’un fluide compress-

ible visqueux. Dans (1) v est la vitesse du fluide, ρ est la densité du fluide, b la

force extérieure au fluide, p(ρ) est la pression. β = (ξ + 1/3µ) où µ et ξ sont les

coefficients de viscosité vérifiant que µ > 0 et ξ ≥ 0.

Ici

(v · ∇) v =
3∑

i=1

vi
∂v

∂xi
, v̇ =

∂v

∂t
, ρ̇ =

∂ρ

∂t
.
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On pose

ρ =
1

|Ω|

∫

Ω
ρ0(x) dx ,(2)

(|Ω| est la mesure de Ω)

ρ = σ + ρ ,(3)

m = min
x∈Ω

ρ0(x) ,(4)

M = max
x∈Ω

ρ0(x) .(5)

Il est évident que

0 < m ≤ ρ ≤M .

On utilise les espaces fonctionelles suivants: Hs(Ω), Lp((0, T );Hs(Ω)), Lp(Ω)

muni des normes notées respectivement ‖ · ‖s, [·]p,s,T , ‖ · ‖Lp , p ∈ IN, 1 ≤ p ≤ ∞,

s ∈ IN, 0 < T ≤ ∞. On prend en considération une famile de pressions pλ
indexées par λ, vérifiant: pλ(ρ) > 0, pλ ∈ C3(I),

(6) sup
ξ∈I(ρ)

|p′′λ(ξ)|+ sup
ξ∈I(ρ)

|p′′′λ (ξ)| ≤ c1 kλ ,

où I(ρ) = [ρ− l, ρ+ l], 0 < l ≤ ρ/2.

On pose

(7) kλ = p′λ(ρ) .

Notre travail consiste à étudier le comportement de la solution (vλ, ρλ) avec la

loi d’état pλ lorsque λ tend vers l’infini: c’est-à-dire prouver que pour ces modèles,

l’approximation d’incompressibilité est mathématiquement justifiée. Notons que

cela ne peut se faire que pour des données initiales et une force extérieure assez

petites. Cette question a été abordée par différents auteurs; Klainerman-Majda

[15] en 1979 ont montré la convergence de la solution locale (vλ, ρλ), (avec la

force extérieure b nulle) quand λ tend vers l’infini et ce pour une relation pλ(ρ)

particulière pλ(ρ) = λ2 p(ρ). A. Lagha [10] en 1979 a montré la convergence de la

solution globale (vλ, ρλ) pour une loi d’état linéaire pλ(ρ) = λ(ρ−ρ) (avec la force

extérieure nulle). H. Beirão da Veiga [2], [3], en 1987 a prouvé la convergence de

la solution d’un problème stationnaire et compressible pour de différents modèles

pλ(ρ). Le problème d’existence de solutions pour (1) a fait l’objet de beaucoup de

travaux récents. Matsumura-Nishida [12], [13], A. Valli [23], H. Fujita–Yashima

[7], H. Beirão da Veiga [2], [3], M. Padula [18] ainsi que R. Temam [21] pour le
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problème incompressible. Notre travail s’inspire de celui de A. Valli [23] pour

l’obtention d’estimations sur les inconnues vλ et ρλ du problème compressible et

de celui de H. Beirão da Veiga [2], [3] pour l’expression de la compressibilité. (3)

et (7) donnent

(8)
p′λ(ρλ) = p′λ(σλ + ρ) = kλ − wλ(σλ) ,

wλ(0) = 0 .

La condition (6) entraine donc

‖wλ(σλ)‖s ≤ c2 kλ ‖σλ‖s , 0 ≤ s ≤ 2 ,(9)

‖ẇλ(σλ)‖0 = c3 kλ ‖σ̇λ‖0 .(10)

λ étant l’inverse du nombre de Mach, kλ devra vérifier la relation

kλ →λ→∞ ∞ .

En utilisant les relations (3), (7) et (8), le problème (1) sera reécrit sous la forme

suivante

(11)





ρλ(v̇λ + (vλ · ∇)vλ − b) + kλ∇σλ =
= wλ(σλ)∇σλ + µ∆vλ + β∇ div vλ dans QT ,

σ̇λ + vλ · ∇σλ + σλ div vλ + ρ div vλ = 0 dans QT ,

vλ = 0 sur ΣT ,

vλ|t=0 = v0λ(x) dans Ω,

σλ|t=0 = σ0λ(x) dans Ω ,

où v0λ(x) = v0(x) + vλ(x), vérifiant que

‖vλ‖0 ≤
c

λ
et div v0 = 0 ,

c étant une constante indépendante de λ.

2 – Estimations indépendantes de λ

2.1. Introduction

Pour établir des estimations sur (vλ, ρλ) indépendantes de λ, on redémontre

l’existence de solutions pour (11). Ceci se fait en deux étapes: dans la première
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(voir Valli [23]), on montre l’existence d’un T ∗ > 0 tel que (11) admette une

unique solution (vλ, ρλ) sur (0, T
∗)× Ω vérifiant que

vλ ∈ L2((0, T ∗);H3) ∩ C0((0, T ∗);H2) ,

v̇λ ∈ L2((0, T ∗);H1) ∩ C0((0, T ∗);L2) ,

ρλ ∈ L2((0, T ∗);H2) , ρ̇λ ∈ C0((0, T ∗);H1) ,

où

T ∗ = f
(
Ω, ξ, µ, ρ, kλ, [b]∞,1,∞, [ḃ]∞,−1,∞, D

)
,

verifiant

‖v0λ‖22 + kλ ‖σ0λ‖22 ≤ D .

Dans la seconde étape, on établit des estimations a priori. On suppose que (11)

admet une unique solution (vλ, ρλ) sur (0, T ∗) × Ω (avec T ∗ positif quelconque)

dans les espaces de fonctions sus-cités. On montre alors que si

‖v0λ‖22 + kλ ‖σ0λ‖22 ≤ D ,

alors
1

kλ
‖vλ(T ∗)‖22 + ‖vλ(T ∗)‖21 + kλ ‖σλ(T ∗)‖22 ≤ D .

On applique les résultats de la première étape sur [T ∗, T ∗∗], où

T ∗∗ = f
(
Ω, ξ, µ, ρ, kλ, [b]∞,1,∞, [ḃ]∞,−1,∞, D

)
,

ce qui donne T ∗∗ = T ∗. Les constantes étant indépendantes de λ, cela montre

l’existence d’une solution (vλ, ρλ) de (11) uniformement bornée dans H1(QT ).

2.2. Existence locale

Théorème 2.2.1. Soient Ω de classe C3, pλ ∈ C3,

b ∈ L2loc(IR+;H1(Ω)) , ḃ ∈ L2loc(IR+;H−1(Ω)) ,

v0λ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) , ρ0λ ∈ H2(Ω) ,

0 < m ≤ ρ0λ(x) ≤M sur Ω .
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Alors il existe un T ∗ > 0 assez petit et une solution (vλ, ρλ) du problème (11) sur

(0, T ∗)× Ω vérifiant

vλ ∈ L2((0, T ∗);H3(Ω)) ∩ C0((0, T ∗);H2(Ω)) ,

v̇λ ∈ L2((0, T ∗);H1(Ω)) ∩ C0((0, T ∗);L2(Ω)) ,

ρλ ∈ C0((0, T ∗);H2(Ω)) , ρ̇λ ∈ C0((0, T ∗);H1(Ω)) ,

ρλ(t, x) > 0 sur QT ∗ .

Preuve: Le résultat du Théorème 2.2.1 d’existence locale, est dû à l’article

de Beirão da Veiga [4], où l’auteur montre l’existence d’une solution pour les

équations décrivant le mouvement d’un fluide non homogène visqueux incom-

pressible en présence de diffusion. On commencera par considérer les deux

problèmes suivants, le premier linéaire en vλ

(12)





ρ̃λ v̇λ +Avλ = F dans QT ,

vλ = 0 dans ΣT ,

vλ(0) = v0λ dans Ω ,

où A = −µ∆− β∇ div et F = −kλ∇σ̃λ+wλ(σ̃λ) · ∇σ̃λ− ρ̃λ(vλ · ∇)vλ+ ρ̃λ · b ρ̃λ
et F sont deux fonctions connues. Le second est linéaire en σλ

(13)

{
σ̇λ + ṽλ · ∇σλ + σλ div ṽλ = 0 dans QT ,

σλ(0) = σ0λ sur Ω .

La résolution de (12) se fait par la méthode de continuité, celle de (13) se fait

par la méthode des caractéristiques (voir [23]). Puis la résolution locale de (11)

se fait en utilisant le Théorème du point fixe de Schauder.

2.3. Premières estimations a priori

On suppose l’existence d’un T , 0 < T ≤ ∞ pour lequel (vλ, ρλ) est solution

du problème (11) sur (0, T ) · Ω, dans les classes de fonctions du Théorème 2.2.1.

On suppose que Ω est de classe C4 et

ρ

2
≤ σλ(x, t) + ρ ≤ 3 ρ .
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On définit dans QT les deux systèmes d’équations suivants




(σλ + ρ) v̇λ +Avλ + kλ∇σλ =
= ρλ(b− (vλ · ∇) vλ) + wλ(σλ)∇σλ dans QT ,

vλ = 0 sur ΣT ,

vλ(0) = v0λ dans Ω ,

(14)

{
σ̇λ + ρ div vλ = −vλ∇σλ − σλ div vλ dans QT ,

σλ(0) = σ0λ dans Ω .
(15)

Lemme 2.3.1. Il existe une constante c1 indépendante de λ telle que

(16)
ρ

2

d

dt
‖vλ‖20 +

kλ
2ρ

d

dt
‖σλ‖20 + µ‖∇vλ‖20 + β‖ div vλ‖20 ≤

≤ c1
(
‖b‖20 + k2λ‖σλ‖41 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + kλ‖σλ‖21 ‖v̇λ‖20

)
.

Preuve: On multiplie (14)1 par vλ et (15)1 par kλ
ρ
σλ, on intègre sur Ω et

on fait la somme des deux équations. En intégrant par parties le terme suivant

kλ

∫

Ω
vλ · ∇σλ = −kλ

∫

Ω
σλ div vλ ,

puis en utilisant (9) et l’estimation des autres termes, il en resultera sans difficulté

(16).

Lemme 2.3.2. Il existe une constante c2 indépendante de λ telle que

(17) µ‖vλ‖23 + k2λ‖σλ‖22 ≤
≤ c2

(
‖b‖21 + k2λ‖σλ‖42 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖∇v̇λ‖20 + ‖ div vλ‖22

)
,

et

(18) µ‖vλ‖23 + kλ‖σλ‖22 ≤
≤ c2

(
‖b‖21 + k2λ‖σλ‖42 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖∇v̇λ‖20 + ‖ div vλ‖22

)
.

Preuve: La preuve repose sur un lemme (voir Temam [20], page 33), qu’on

appliquera sur le problème (S) transformé de (11)

(S)





−µ∆vλ + kλ∇σλ = wλ(σλ)∇σλ + β∇ div vλ −
− ρλ(v̇λ + (vλ · ∇)vλ − b) dans QT ,

div vλ = − 1
ρ
(σ̇λ +∇σλ · vλ + σλ div vλ) dans QT ,

vλ = 0 sur ΣT .
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Cela donne

µ‖vλ‖23 + k2λ‖σλ‖22 ≤ c
(
‖ div vλ‖22 + ‖wλ(σλ)∇σλ‖21 + ‖ρλ b‖21

+ ‖ρλ ∂tvλ‖21 + ‖ρλ(vλ∇)vλ‖21
)
.

En utilisant ‖ · ‖L4 ≤ c‖ · ‖1 et ‖ · ‖L∞ ≤ c‖ · ‖2 et l’injection continue de H1(Ω)

dans L2(Ω) pour le terme ‖wλ(σλ)∇σλ‖21, on obtient (17). Pour (18) on utilise

que: ∃ k0 > 0, kλ > k0 dans (17).

Lemme 2.3.3. Il existe une constante c3 indépendante de λ telle que

(19) µ
d

dt
‖∇vλ‖20 + β

d

dt
‖ div vλ‖20 + ‖Avλ‖20 ≤

≤ c3
(
‖ḃ‖20 + k2λ‖σλ‖41 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖∇v̇λ‖20 + ‖σλ‖22 ‖vλ‖20 + ‖ div vλ‖21

)
.

Preuve: On multiplie (14)1 par Avλ, on intègre sur Ω, on obtient l’égalité

suivante

ρ

∫

Ω
v̇λ ·Avλ + ‖Avλ‖20 =

∫

Ω
σλ v̇λ ·Avλ + kλ

∫

Ω
∇σλ ·Avλ

+

∫

Ω
ρλ(b− (vλ · ∇)vλ)Avλ +

∫

Ω
wλ(σλ)∇σλ ·Avλ .

Le premier terme de cette égalité s’estime comme suit, ∃ δ > 0 et ∃ c > 0 tels que:

∣∣∣
∫

Ω
σλ v̇λ ·Avλ

∣∣∣ ≤ c

δ
‖σλ‖22 ‖v̇λ‖20 + δ‖Avλ‖20 .

Or

‖σλ‖22 = kλ
1

kλ
‖σλ‖22 ,

et comme ∃ k0 > 0, kλ > k0, donc j’en déduis que

∣∣∣
∫

Ω
σλ v̇λ ·Avλ

∣∣∣ ≤ c kλ
δ
‖σλ‖22 ‖v̇λ‖20 + δ ‖Avλ‖20 .

Le second terme de l’égalité s’estime de la manière suivante

kλ
∣∣∣
∫

Ω
∇σλ ·Avλ

∣∣∣ ≤ c

δ
k2λ ‖σλ‖21 + δ‖Avλ‖20 .

En utilisant (17), puis (9) pour l’estimation des autres termes on obtient (19).
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Lemme 2.3.4. On a l’inégalité

(20) kλ
d

dt
‖∇σλ‖21 ≤

≤ c4
(
‖b‖21 + k2λ‖σλ‖42 + ‖∇v̇λ‖20 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖ div vλ‖22

)
+ δ‖vλ‖23 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c4 est une con-

stante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.

Preuve: On applique l’opérateur∇ à l’équation (15)1, on la multiple scalaire-

ment par kλ. Puis on applique l’opérateur D2 à l’équation (15)1, on la multiplie

par kλD
2σλ. On fait la somme des deux équations et on intègre sur Ω. On

utilisera (17) pour estimer k2λ‖σλ‖22 dans les intégrales suivantes

ρ kλ

∫

Ω
∇ div vλ · ∇σλ et ρ kλ

∫

Ω
D2 div vλ ·D2σλ .

Puis des estimations des autres termes de l’égalité, découle (20).

Lemme 2.3.5. On a l’inégalité

(21)
d

dt

∫

Ω
(ρλ · v̇λ · vλ) + kλ‖σ̇λ‖20 + µ

d

dt
‖∇vλ‖20 + β

d

dt
‖ div vλ‖20 ≤

≤ c5
(
‖b‖21 + ‖ḃ‖20 + ‖∇v̇λ‖20 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + ‖v̇λ‖21 ‖vλ‖21 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖21

+ ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖21 + ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + ‖vλ‖23 ‖σλ‖20 + δ‖vλ‖23
)
,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c5 est une con-

stante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.

Preuve: On multiplie l’équation (15)1 par kλσ̇λ et on intègre sur Ω, on

obtient un terme gênant, à savoir

ρ kλ

∫

Ω
div vλ · σ̇λ ,

son estimation conduit à un terme de la forme k2λ‖σ̇λ‖20 qui donne des estima-

tions dépendantes de la compressibilité. Pour l’éliminer, on prend la dérivée par

rapport au temps de (14)1, on multiplie par ρvλ et on les intègre sur Ω puis on

fait la somme avec la première équation. Utilisant l’inégalité (9) ainsi que des

intégrations par parties pour l’estimation des autres termes on obtient (21).
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Lemme 2.3.6. Il existe une constante c6 indépendante de λ telle que

(22)
1

2

d

dt
‖√ρλ · v̇λ‖20 +

kλ
2ρ

d

dt
‖σ̇λ‖20 + µ‖∇v̇λ‖20 + β‖ div v̇λ‖20 ≤

≤ c6
(
kλ‖σ̇λ‖20 ‖v̇λ‖21 + ‖σ̇λ‖20 ‖σλ‖22 + ‖σ̇λ‖20 ‖v̇λ‖21 + ‖vλ‖23 ‖vλ‖21 + k2λ‖σ̇λ‖20 ‖σλ‖22

+ kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖23 ‖σ̇λ‖20 + ‖vλ‖23 ‖v̇λ‖20 + ‖b‖21 + ‖ḃ‖20
)
.

Preuve: On prend la dérivée en temps (respectivement) des équations (14)1
et (15)1 et on les multiplie par v̇λ et kλ

ρ
σ̇λ puis on intègre sur Ω et on fait la

somme des deux équations. En estimant chaque terme de l’égalité on obtient

(22).

Lemme 2.3.7. Il existe une constante c7 indépendante de λ telle que

(23)
d

dt
[ϕ(t)]+ψ(t) ≤ c7 ψ(t) (ϕ(t)+ϕ

2(t))+c7
(
[b]2∞,1,∞+[ḃ]2∞,2,∞

)
+‖ div vλ‖22 ,

où

ϕ(t) = a1‖vλ‖20 + a2‖∇vλ‖20 + a3‖ div vλ‖20 + a4‖
√
ρλ v̇λ‖20

+ a5 kλ‖σλ‖20 + a6 kλ‖∇σλ‖21 + a7 kλ‖σ̇λ‖20 + a8

∫

Ω
ρλ v̇λ · vλ ,

les ai (i = 1, ..., 8), étant des constantes (précisées dans la preuve) et

ψ(t) = ‖vλ‖23 + kλ‖σλ‖22 + ‖v̇λ‖21 + kλ‖σ̇λ‖20 .

Preuve: En faisant la somme des inégalités (16), (18), (19), (20), (21), (22)

multipliées respectivement par 4µ2, µ, µ, µ, µ, µ(21) + (2 + c2 + c3 + c4 + ci)

(c’est-à-dire 4m2(16)+µ(18)+µ(19)+µ(20)+µ(21)+(2+c2+c3+c4+c5)(22)),

on obtient

d

dt

[
2µ2 ρ‖vλ‖20 +

2µ2

ρ
kλ‖σλ‖20 + µ

∫

Ω
ρλv̇λ · vλ + µ2‖∇vλ‖20 µβ‖ div vλ‖20 +

+µkλ‖∇σλ‖21+
1

2
(2+c2+c3+c4+c5) ‖

√
ρλ v̇λ‖20+

1

2ρ
(2+c2+c3+c4+c5) kλ‖σ̇λ‖

]
+

+

[
4µ3‖∇vλ‖20 + 4µ2β‖ div vλ‖20 + µkλ‖σ̇λ‖20 + µ‖Avλ‖20 +

+ µ2‖vλ‖23 + µkλ‖σλ‖22 + 2µ‖∇v̇λ‖20 + β(2 + c2 + c3 + c4 + c5) ‖ div v̇λ‖20
]
≤
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≤ c7

[
‖b‖21 + ‖ḃ‖20 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + ‖v̇λ‖21 ‖vλ‖21 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖21 +

+ ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + kλ‖vλ‖23 ‖σλ‖20 +

+ kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖20 + k2λ‖σλ‖42 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖v̇λ‖21 + ‖σ̇λ‖20 ‖σλ‖22 + ‖ div vλ‖22
]
.

En posant a1 = 2µ2 ρ, a2 = µ2, a3 = β, a4 =
1
2(2 + c2 + c3 + c4 + c5), a5 = 2µ2 1

ρ
,

a6 = µ, a7 =
1
2ρ(2 + c2 + c3 + c4 + c5) et a8 = µ, on obtient (23).

L’inégalité (23) nous permet de montrer que si ϕ(0) est assez petit, ϕ(T ∗)

restera assez petit. On en déduira que la solution est prolongeable sur IR+.

Pour obtenir cette inégalité, on remarque que le seul terme gênant dans (23)

est ‖ div vλ‖22. On le traite alors en particulier. Toutefois l’estimation directe de

‖ div vλ‖22 nous oblige à estimer ‖σ̇λ‖22 et donc ne nous permet pas de boucler.

Pour parer à cette difficulté, on va faire un changement de cartes locales sur ∂Ω,

pour faire apparâıtre les dérivées normales et tangentielles de div vλ. Comme dans

[23] les estimations de div vλ à l’intérieur de Ω et celles concenant ses dérivées tan-

gentielles proviennent de la somme de (14)1 et (15)1 en y faisant des intégrations

par parties. Ainsi les termes kλ∇σλ et ρ div vλ s’éliminent. Par contre le problème

se posera pour les estimations des dérivées normales de div vλ.

3 – Estimation de ‖ div vλ‖22

3.1. Estimation de ‖ div vλ‖22 à l’intérieur de Ω

Soit χ ∈ C∞
0 (Ω).

Lemme 3.1.1. On a l’inégalité

(24)
1

2

d

dt
‖χ

0

√
ρλ∇vλ‖20+

kλ
2ρ

d

dt
‖χ

0
∇σλ‖20+µ‖χ0 D

2vλ‖20+β‖χ0 ∇ div vλ‖20 ≤

≤ c8
(
kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23 + kλ‖v̇λ‖20 ‖σλ‖22 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖21 ‖vλ‖23

+ ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + k2λ‖σλ‖41 + ‖∇vλ‖20 + ‖∇v̇λ‖20 + ‖b‖21
)
+ δ‖vλ‖23 + δ kλ‖σλ‖22 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c8 est une cons-

tante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.
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Preuve: On applique l’opérateur ∂i respectivement aux équations (14)1 et

(15)1, on fait leur produit scalaire respectivement avec χ
0
∂ivλ et kλ

ρ
χ
02
∂iσλ,

on intègre sur Ω puis on fait la somme des deux équations. De l’estimation de

chaque terme de l’égalité en passant par l’utilisation de (18) on obtient (24).

Lemme 3.1.2. On a l’inégalité

(25)
1

2

d

dt
‖χ

0

√
ρλD

2vλ‖20+
kλ
2ρ

d

dt
‖χ

0
D2σλ‖20+µ‖χ0D

2vλ‖20+β‖χ0D
2 div vλ‖20 ≤

≤ c9
(
kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23 + kλ‖v̇λ‖21 ‖σλ‖22 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23

+ k2λ‖σλ‖42 + ‖vλ‖22 + ‖∇v̇λ‖20 + ‖b‖21
)
+ δ‖vλ‖23 + δ kλ‖σλ‖22 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c9 est une con-

stante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.

Preuve: Le raisonnement analogue à celui du lemme précédent avec un ordre

de dérivation égal à 2 nous conduit au lemme.

3.1.1. Estimation de ‖ div vλ‖22 sur ∂Ω

On procédera comme dans [23]. On choisit comme coordonnées isothermales

λs(ψ,ϕ). On va couvrir ∂Ω par un nombre fini d’ouverts Ws tels que: Ws ⊂ IR3

où s = 1, 2, .., N .

Tout élément x de Ws ∩ Ω peut s’écrire de la manière suivante

x = Λs(ψ,ϕ, r) = λs(ψ,ϕ) + r · n(λs(ψ,ϕ)) ,

où Λs est un difféomorphisme de classe C3 (pour r assez petit). On omettra

dorénavant l’indice s. On choisit un système orthonormé (e1, e2, e3) tel que

e1 =
λψ
|ψ| , e2 =

λϕ
|ϕ| , e3 = e1 ∧ e2 ,

où λϕ = ∂λ
∂ϕ

, λψ = ∂λ
∂tψ

. Soit J = JacΛ avec J ∈ C2. On va réecrire le problème

(11) dans le nouveau système de coordonnées avec les notations suivantes

vλ → Vλ , ρλ → Rλ ,

σλ → Tλ , b→ B ,

wλ(σλ)→Wλ(Tλ) .
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On notera aki = aki(y) l’élément (k, i) de la matice (JacΛ)−1 (JacΛ = (DjΛ
i)i,j ,

i, j = 1, 2, 3) et Dk =
∂
∂yk

, k = 1, 2, 3.

Dans le nouveau système Dτ (τ = 1, 2) sera la dérivée tangentielle, et D3 sera

la dérivée normale.

Dans (0, T )× U , (11) s’écrit

(26)





Rλ
[
V̇ j
λ + V i

λ(asi ·DsV
j
λ )−B

]
+ kλ aki ·DkTλ =

= kλWλ(Tλ)DkTλ + µakiDk(asiDsV
j
λ ) + βakiDk(asiDsV

j
λ ) ,

Ṫλ + ρ asj DsV
j
λ = −(akj ·DkTλ)V

j
λ − Tλ(akiDkV

j
λ ) ,

Vλ|∂U = 0 ,

Vλ|t=0 = V 0λ ,

Tλ|t=0 = T 0λ .

Soit χ ∈ C∞
0 (Λ−1(W )).

On utilisera au cours de nos calculs les relations

(27)





Di(Jaij) = 0 j = 1, 2, 3 ,

χDτVλ = 0 sur ∂U, τ = 1, 2 ,

χDξDτVλ = 0 sur ∂U, ξ, τ = 1, 2 ,

ainsi que

(28)





aki = eik ,

a1i · a3i = 0 ,

a2i · a3i = 0 .

(conditions d’orthogonalité)

Lemme 3.1.3. On a l’inégalité

(29)
1

2

d

dt

∫

U
Jχ2Rλ|DτVλ|2 +

kλ
2ρ

d

dt

∫

U
Jχ2|DτTλ|2 +

+ c10

∫

U
Jχ2|DτDyVλ|2 + β

∫

U
Jχ2|Dτ (asiDsV

j
λ )|2 ≤

≤ c11
(
kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖22 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + ‖v̇λ‖21 ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖21 ‖vλ‖23

+ ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖∇vλ‖20 + ‖∇v̇λ‖20 + ‖b‖21
)
+ δ‖vλ‖23 + δ kλ‖σλ‖22 .

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, c10 et c11 sont deux

constantes indépendantes de λ (c11 étant dépendante de δ).
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Preuve: On applique l’opérateur Dτ respectivement aux équations (26)1 et

(26)2, on les multiplie respetivement par Jχ2DτV
j
λ et kλ

ρ
Jχ2DτTλ, on intègre

sur U puis on fait la somme des deux équations on obtient une égalité où apparâıt

le terme suivant

µ

∫

U
Jχ2 asiDτDsV

j
λ · akiDτDkV

j
λ .

On pose

(bsk)s,k = (asi · aki)s,k = B = (jacΛ)−1 (jacΛ)t .

B est definie positive (dû à la nature de la transformation Λ qui respecte l’ellipti-

cité), donc ∃ c10 > 0 tel que

µ

∫

U
Jχ2 bskDτDsV

j
λ ·DτDkV

j
λ ≤ c10 µ

∫

U
Jχ2 |DτDkVλ|2 .

En utilisant (18) pour l’estimation des quatres termes on obtient (29).

Lemme 3.1.4. On a l’inégalité

(30)
1

2

d

dt

∫

U
Jχ2Rλ|DτDξVλ|2 +

kλ
2ρ

d

dt

∫

U
Jχ2|DτDξTλ|2 +

+ c12

∫

U
Jχ2|DτDξDyVλ|2 + β

∫

U
Jχ2|DτDξ(akiDkV

j
λ )|2 ≤

≤ c13
(
kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + kλ‖σλ‖22 ‖v̇λ‖21

+ ‖vλ‖22 ‖∇v̇λ‖20 + k2λ‖σλ‖42‖b‖21
)
+ δ‖vλ‖23 + δ kλ‖σλ‖22 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, c12 et c13 sont deux

constantes indépendantes de λ (c13 étant dépendante de δ).

Preuve: Le raisonnement est analogue au lemme précédent en prenant des

dérivées tangentielles d’ordre 2. En utilisant (27) et la relation suivante

µ

∫

U
Jχ2 asiDξDτDsV

j
λ · akiDξDτDkV

j
λ ≤ c12 µ

∫

U
Jχ2 |DξDτDyV

j
λ |2

on obtient (30).

On remarque que l’on ne peut pas trouver d’estimation sur les dérivées nor-

males de div vλ par la méthode des deux lemmes précédents. Ceci est dû au fait

que les intégrales de surfaces de div vλ ne s’annullent pas après avoir intégrer

par parties. On va donc prendre la dérivée normale de (11)2 et faire le pro-

duit scalaire de (11)1 par n (la normale extérieure à ∂Ω) qui deviennent dans le
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nouveau système comme suit

(31)

β D3(asiDsV
i
λ) = −kλD3Tλ − µ(akiDk(asiDsVλ)) · e3 −Wλ(Tλ) ·D3Rλ

−Rλ(∂tVλ + V i
λ(asiDsV

i
λ)−B) · e3 ,

D3 ∂tTλ = −ρD3(akj DkV
j
λ )−D3(aki ·DkTλ)V

j
λ − akjDkTλ ·D3V j

λ

−D3Tλ(akj DkV
i
λ)− Tλ ·D3(akj DkV

i
λ) .

Lemme 3.1.5. On a l’inégalité

(32) (µ+ β)

∫

U
Jχ2 |D3(asiDsV

j
λ )|2 +

kλ
2ρ

d

dt

∫

U
Jχ2 |D3Tλ|2 ≤

≤ c14

∫

U
Jχ2 |DτDyVλ|2 + c14

(
kλ‖vλ‖22 ‖σλ‖21 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖∇vλ‖20 + ‖b‖20

+ k2λ‖σλ‖41 + ‖∇v̇λ‖20
)
+ δ‖vλ‖23 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c14 est une con-

stante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.

Preuve: On ajoute à l’équation (31)1 le terme µJχ2D3(asiDsV
j
λ ) et on la

multipie par Jχ2D3(asiDsV
j
λ ). On multiplie (31)2 par kλ

ρ
Jχ2D3Tλ, on intègre

sur U puis on fait la somme des deux équations. D’autre part on a

(33) (aki ·Dk(asiDsVλ)) · e3 −D3(asiDsV
j
λ ) =

= a3i · a3iD3D3Vλ · e3 + a3i(D3a3i)D3Vλ · e3 + aτi ·Dτ (asiDsVλ) · e3
+ a3i ·D3(aτi ·DτVλ) · e3 + a3iD3D3V

i
λ − (D3a3i)D3V

i
λ −D3(aτi ·DτV

i
λ) .

En utilisant (28) et (33) on obtient

(34) (aki ·Dk(asiDsVλ)) · e3 −D3(asiDsV
j
λ ) = a3i(D3a3i)D3Vλ · e3 +

+ aτi(Dτasi)DsVλ · e3 + aτi · aξiDξDτVλ · e3 + a3i(D3(aτi)DτVλ) · e3
− (D3a3i)D3V

i
λ − (D3aτi)DτV

i
λ − aτiD3DτV

i
λ), pour ξ, τ = 1, 2 .

En utilisant (34) et en estimant chaque terme, on obtient (32).

Lemme 3.1.6. On a l’inégalité

(35) (µ+ β)

∫

U
Jχ2 |DξD3(asiDsV

j
λ )|2 +

kλ
2ρ

d

dt

∫

U
Jχ2 |DξD3Tλ|2 ≤

≤ c15

∫

U
Jχ2 |DξDτDyVλ|2 + c16

(
kλ‖σλ‖22 ‖v̇λ‖21 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖22 + ‖b‖21

+ k2λ‖σλ‖42 + ‖∇v̇λ‖20
)
+ δ‖vλ‖23 ,
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où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, c15 et c16 sont des

constantes indépendantes de λ, c16 étant dépendante de δ.

Preuve: Comme dans le lemme précédent, l’égalité (34) (c’est la même

qunantité que (∆vλ ·n−∇ div vλ ·n)) ne contient pas de dérivées normales d’ordre

2. On prend donc la dérivée tangentielle Dξ respectivement des équations (34)

et (31), on les multiplie respectivement par DξD3(asiDsV
i
λ) et (kλ/ρ)DξD3Tλ

et on intègre sur U puis on fait la somme des deux équations. On obtient une

inégalité où il faudra estimer chaque terme pour avoir (35).

Lemme 3.1.7. On a l’innégalité

(36) (µ+ β)

∫

U
Jχ2 |D3D3(asiDsV

j
λ )|2 +

kλ
2ρ

d

dt

∫

U
Jχ2 |D3D3Tλ|2 ≤

≤ c17

∫

U
Jχ2 |DξD3DyVλ|2 + c18

(
kλ‖σλ‖22 ‖v̇λ‖21 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖22 + ‖b‖21

+ k2λ‖σλ‖42 + ‖∇v̇λ‖20
)
+ δ‖vλ‖23 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, c17 et c18 sont des

constantes indépendantes de λ, c18 étant dépendante de δ.

Preuve: Le raisonnement est analogue au lemme précédent, à la différence

que l’on prend la dérivée normale D3 des équations (31) et (34) et qu’on les

multiplie respectivement par D3D3(asiDsV
j
λ ) et (kλ/ρ)D3D3Tλ. En estimant

chaque terme de l’égalité, on obtient (36).

Lemme 3.1.8. On a l’inégalité

(37) (µ+ β)

∫

U
Jχ2 |DτD

2
yV

2
λ | ≤ c19

∫

U
Jχ2 |DτDy(ajkDkV

j
λ )|2 +

+ c20
(
‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖b‖21 + k2λ‖σλ‖42 + ‖∇v̇λ‖20

)
+ δ‖vλ‖23 + δ kλ‖σλ‖22 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, c19 et c20 sont des

constantes indépendantes de λ, c20 étant dépendante de δ.

Preuve: On prend la dérivée Dξ respectivement de (31)1 et (32)2 et on les

multiplie toutes les deux par χ, on obtient dans le nouveau système de cartes

locales,




−µ∆((χDτVλ) Λ
−1) + kλ∇((χDτTλ) Λ

−1) = H dans (0, T )× U ,

ρ div((χDτVλ) Λ
−1) = K dans (0, T )× U ,

(χDτVλ) Λ
−1 = 0 sur (0, T )× ∂U .
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En faisant le même travail que le Lemme 2.3.2 au problème ci-dessus et en esti-

mant chaque terme on obtient (37).

3.2. Estimation a priori et existence de la solution

Lemme 3.2.1. On a l’inégalité

(38)
d

dt

[√
ρλ∇vλ

]2
0
+ kλ

d

dt
|[∇σλ]|20 + ‖ |∇ div vλ| ‖21 ≤

≤ c21
(
‖∇vλ‖20 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + k2λ‖σλ‖42 + ‖v̇λ‖20

+ ‖b‖21 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖22 ‖v̇λ‖20 + kλ‖σλ‖21 ‖vλ‖23
+ ‖v̇λ‖21 ‖vλ‖21

)
+ δ‖vλ‖23 + kλ δ‖σλ‖22 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c21 est une con-

stante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.

‖ | · | ‖1, ‖ · ‖1, |[·]|1 sont des normes équivalentes, et [·]0 est un norme qui ne

contient pas de dérivées normales.

Preuve: En faisant la somme des inégalités (24), (29), (32) multipliées

respectivement par 1, c14, c10 (c’est-à-dire (24) + c14(29) + c10(32)), on arrive à

éliminer ∫

U
Jχ2 |DτDyVλ|2 ,

ce qui nous permettra d’obtenir (38).

Lemme 3.2.2. On a l’inéalité

(39)
d

dt

[√
ρλD

2vλ
]2
0
+ kλ

d

dt
|[D2σλ]|20 + ‖ |D2 div vλ| ‖20 ≤

≤ c22
(
‖vλ‖22 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖b‖21 + ‖∇v̇λ‖20 + k2λ‖σλ‖42

+ kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖23
)
+ δ‖vλ‖23 + kλ δ‖σλ‖22 . ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c22 est une con-

stante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.

Preuve: De la même manière que le lemme précédent, en faisant la somme

suivante c15(30) + c12(35) + (µ+ β)(36) + c17(37) + (25), on obtient l’estimation

(39).
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Proposition 3.2.1. Il existe des constantes c23 indépendante de λ telle que

(40)
d

dt

(
‖vλ‖20 + [

√
ρλ∇vλ]20 + [

√
ρλD

2vλ]
2
0 + kλ|[σλ]|22 +

+ kλ‖σ̇λ‖20 + ‖
√
ρλ v̇λ‖20

)
+ ‖∇v̇λ‖20 + ‖ | div vλ| ‖22 ≤

≤ c23
(
‖b‖21 + ‖ḃ‖20 + k2λ‖σ̇λ‖20 ‖σλ‖22 + k2λ‖σλ‖42 + ‖vλ‖21 ‖v̇λ‖21

+ kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖21 ‖vλ‖23 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖v̇λ‖21
+ k2λ‖σ̇λ‖20 ‖σλ‖22 + ‖v̇λ‖21 ‖vλ‖20 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23
+ kλ‖σλ‖22 ‖v̇λ‖20 + δ‖vλ‖23 + kλ δ‖σλ‖22 ,

où δ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c23 est une con-

stante (dépendante de δ mais) indépendante de λ.

Preuve: En faisant la somme de (c21 + 1) (16) + µ(38) + (c21 + 1) (22), on

arrive à éliminer ‖vλ‖21 et ‖v̇λ‖20 dans (38).

On utilisera l’estimation suivante, dû au Lemme 2.3.2

(41) ‖vλ‖22 ≤ c24
(
‖v̇λ‖20 + ‖b‖20 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + ‖ div vλ‖21 + kλ‖σλ‖22 ‖σλ‖21

)
.

On fait la somme des inégalités (39) et (41), multipliées respectivement par 1 et

c22 (c’est-à-dire c22(41) + (39)), on arrive à se débarrasser de ‖vλ‖22 dans (39).

Ensuite en choisissant des constantes appropriées pour les estimations précédentes

ainsi que l’estimation (16), on obtient (40).

Proposition 3.2.2. Il existe des constantes c25 indépendante de λ telle que

(42)
d

dt

(
ϕ(t) + [

√
ρλ∇vλ]20 + [

√
ρλD

2vλ]
2
0 + ψ(t)

)
≤

≤ c25
(
‖b‖21 + ‖ḃ‖20 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23 + ‖vλ‖21 ‖vλ‖23 + k2λ‖σλ‖42

+ kλ‖σλ‖22 ‖v̇λ‖20 + kλ‖σλ‖22 ‖vλ‖21 + ‖vλ‖21 ‖v̇λ‖21
+ kλ‖σλ‖21 ‖vλ‖23 + k2λ‖σ̇λ‖20 ‖σλ‖22 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖v̇λ‖21
+ kλ‖σλ‖21 ‖v̇λ‖20 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖v̇λ‖21 + kλ‖σ̇λ‖20 ‖vλ‖23

)
.

Preuve: Il suffit de faire la somme de c7(40) + (23) pour éliminer ‖ div vλ‖22
dans (23) et par suite (42).
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On pose

ϕ0(t) = a1‖vλ‖20 + a2‖∇vλ‖20 + a3‖ div vλ‖20 + a4‖
√
ρλ v̇λ‖20

+ a5 kλ‖σλ‖20 + a6 kλ‖∇σλ‖21 + a7 kλ‖σ̇λ‖20
+ a8

∫

Ω
ρλ v̇λ · vλ + [

√
ρλ∇vλ]20 + [

√
ρλD

2vλ]
2
0 .

On pourra donc écrire l’estimation (42) sous la forme suivante

(43)
d

dt
ϕ0(t) + ψ(t) ≤ c25 ψ(t) (ϕ0(t) + ϕ20(t)) + c24(‖b‖1 + ‖ḃ‖20) ,

où c25 ≥ 1.

Il est facile de voir que: ∀ t ∈ IR+ on a l’inégalité suivante

(44) ψ(t) ≥ c26 ϕ0(t) ,

c26 ≤ 1 étant une constante indépendante de t.

3.3. Existence globale

Lemme 3.3.1. Soient Ω de classe C4 et (vλ, ρλ) solution de (1) sur QT . Si

(45) ϕ0(0) ≤
γ

c25
, γ ∈ ]0, 12 ] ,

et

(46) [b]2∞,1,∞ + [ḃ]2∞,0,∞ <
1

4

c26
c25

γ ,

alors

(47) ϕ0(t) ≤
γ

c25
, ∀ t ∈ [0, T ] .

Preuve: Pour la démonstration, on renvoie le lecteur à l’article de Valli [23].

Lemme 3.3.2. S’il existe une constante c27 indépendante de λ, suffisamment

petite telle que

si ϕ0(t) ≤ c27 alors
ρ

2
≤ ρλ(x, t) ≤

3

2
ρ .

Preuve: On utilisera H2(Ω) ↪→ C0(Ω).
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Lemme 3.3.3. Il existe une constante c28 indépendante de λ telle que si

ρ/2 ≤ ρλ(x, t) ≤ (3/2)ρ alors on a

(48)
1

kλ
‖vλ‖22 + ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖22 ≤ c28(ϕ0(t) + ϕ20(t)) .

Preuve: Il suffit d’estimer l’équation (11)1 que l’on divise par
√
kλ.

On suppose que

ϕ0(0) ≤ min
( 1

c25
, c27

)
= d ,

et que

[b]2∞,1,∞ + [ḃ]2∞,0,∞ ≤ 1

4

c25
c26

d ,

alors on a d’après de Lemme 3.3.2

(49)
ρ

2
≤ inf

Ω
(σ0λ + ρ) ≤ sup

Ω

(σ0λ + ρ) ≤ 3

2
ρ ,

et d’après le Lemme 3.3.3 on a

(50)
1

kλ
‖v0λ‖22 + kλ‖σ0λ‖22 + ‖v0λ‖21 ≤ c28 d .

Alors d’après le Théorème 2.2.1, on a une solution de (1) sur QT ∗ telle que T ∗

dépend seulement de Ω, µ, ξ, ρ, d, kλ, c25, c26 et σλ satisfait à

ρ

4
≤ (σλ(x, t) + ρ) ≤ 3 ρ sur QT ∗ .

D’après le Lemme 3.3.1,

ϕ0(t) ≤ d sur [0, T ∗] .

On réutilise le Lemme 3.3.2 et cela donne

ρ

2
≤ (σλ(x, T

∗) + ρ) ≤ 3

2
ρ ,

puis le Lemme 3.3.3 qui donne

(51)
1

kλ
‖vλ(T ∗)‖22 + kλ‖σλ(T ∗)‖22 + ‖vλ(T ∗)‖21 ≤ c28 d .

On réinitialise à T ∗, la condition (51) donne (d’après le Théorème 2.2.1) l’existence

d’un temps T ∗∗ dépendant seulement de Ω, µ, ξ, ρ, d, kλ, c25, c26, c28, tel que
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(vλ, ρλ) soit solution de (1) sur [T ∗, T ∗∗]. Or T ∗ lui-même dépend de Ω, µ, ξ, ρ,

d, kλ, c25, c26, c27, donc T
∗ = T ∗∗. On répéte le processus sur [0, nT ∗], n ∈ N∗,

et on obtient une solution globale de (1).

Théorème 3.3.1. Soient Ω de classe C4, pλ ∈ C3, dpλdρ > 0,

b ∈ L∞(IR+;H1) , ḃ ∈ L∞(IR+;L2) ,

v0λ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) , ρ0λ ∈ H2(Ω) .

On suppose que
ϕ0(0) ≤ d ,

[b]2∞,1,∞ + [ḃ]2∞,0,∞ ≤ 1

4

c25
c26

d ,

alors il existe une solution unique pour le problème (1) vérifiant

vλ ∈ L2loc(IR+;H3) ∩ C0b (IR+;H2) ,

v̇λ ∈ L2loc(IR+;H1) ∩ C0b (IR+;L2) ,

ρλ ∈ C0b (IR+;H2) , ρ̇λC
0
b (IR

+;H1) ,

ϕ0(t) ≤ d sur IR+ ,

∀ t ∈ IR+ ρ

2
≤ inf(σλ + ρ) ≤ sup(σλ + ρ) ≤ 3

2
ρ ,

1

kλ
‖vλ‖22 + ‖vλ‖21 + kλ‖σλ‖22 ≤ c27 d .

De plus si

b ∈ L2(IR+;H1) et ḃ ∈ L2(IR+;L2) ,

alors on a aussi

vλ ∈ L2(IR+;H3) , v̇λ ∈ L2(IR+;H1) ,

σλ = ρλ − ρ ∈ L2(IR+;H2) , ρ̇λ ∈ L2(IR+;H1) .

4 – Passage à la limite

Théorème 4.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.3.1, on a

∀ ε > 0, ∃λ0 > 0, ∀λ ≥ λ0, ‖vλ − v∞‖L2(QT ) + kλ‖σλ‖L2(QT ) < ε ,
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où v∞ est solution du problème incompressible suivant

(52)





v̇∞ + (v∞ · ∇) v∞ − b = 1
ρ
(−∇π + µ∆v∞) dans QT ,

div v∞ = 0 dans QT ,

v∞ = 0 sur ΣT ,

v∞(0) = v0 dans Ω ,

π étant dans H1(QT ).

Preuve: Sous les hypothèses du Théorème 3.3.1 on a

∀ t ∈ IR+ ϕ0(t) ≤ d ,

d’etant une constante indépendante de λ. On en déduit que vλ et
√
kλ σλ con-

vergent faiblement dans H1(QT ). L’immersion de H1(QT ) dans L2(QT ) étant

compact, il existe une suite (vλm , σλm) telle que

vλm → λm→∞ v∞ dans L2(QT ) fort ,(53)

σλm → λm→∞0 dans L2(QT ) fort .(54)

Donc on peut en extraire une sous-suite (vλn , σλn) telle que

vλn → v∞ presque partout sur QT ,

σλn → 0 presque partout sur QT .

On fait le produit scalaire de (1)1 et (1)2 avec η, on obtient

(55)





〈ρλn v̇λn , η〉+ 〈ρλn(vλn · ∇)vλn , η〉 − 〈ρλnb, η〉 =
= −〈∇pλn , η〉+ µ〈∆vλn , η〉+ β〈∇ div vλn , η〉 ,

〈ρ̇λn , η〉+ 〈∇ρλnvλn , η〉+ 〈ρλn div vλn , η〉 = 0 .

Par passage à la limite sur λn, on a

(56)




〈ρ v̇∞, η〉+ 〈ρ(v∞ · ∇)v∞, η〉 − 〈ρ b, η〉 − 〈∆v∞, η〉 = 0 ,

〈ρ div v∞, η〉 = 0 .

Ce qui donne que

∃π ∈ H1(QT ) tel que ρ(v̇∞ + (v∞ · ∇)v∞ − b)−∆v∞ = ∇π ,

(v∞, ρ) est solution du problème (52).
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