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LIMITE DE MODELES DE FLUIDES COMPRESSIBLES

H. BESSAIH

Presented by H. Beirao da Veiga

Abstract: We study in this paper the behaviour of the solution of the compressible
Navier-Stokes equations for low Mach number and incompressible initial data are shown
to be close to corresponding solutions of the equations for incompressible flow.

1 — Introduction

Le probleme a étudier est le suivant:

p(0+ (v-V)v =b) = =Vp+pAv+ fVdive dans Qr,
p+div(pv) =0 dans Qr,
(1) v=0 sur Y,
v(0) =" dans €,
p(0) = p° dans € ,

oun Qr = (0,T) x Q, Q est un ouvert borné régulier de R? de frontiere T,
Yr = (0,T) x 0. Le systeme (1) décrit le mouvement d’un fluide compress-
ible visqueux. Dans (1) v est la vitesse du fluide, p est la densité du fluide, b la
force extérieure au fluide, p(p) est la pression. 5 = (£ + 1/3u) ou u et & sont les
coefficients de viscosité vérifiant que p > 0 et & > 0.

Ici

3
B v . Ov . Op
(U'V)v—;vza—xi, v—a, p—a.
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On pose
&) p=g | mola)ds
p - ’Q| on )

(|| est la mesure de )

(3) p=0+0,

(1) m = min po(z) ,
€

(5) M = max po(z) .
€N

Il est évident que
O<m<p< M.

On utilise les espaces fonctionelles suivants: H*(S), LP((0,7); H%(Q2)), LP(2)
muni des normes notées respectivement | - ||s, [-]p,s,7, || - [[zr, p € IN, 1 < p < 00,
s € IN, 0 < T < oco. On prend en considération une famile de pressions p)
indexées par \, vérifiant: py(p) > 0, px € C3(I),

(6) sup [pX(€)] + sup [pX'(§)] < ek,
¢el(p) cel(p)

oul(p)=[p—-Lp+1,0<l<p/2
On pose

(7) kx = pi(p) -

Notre travail consiste a étudier le comportement de la solution (vy, py) avec la
loi d’état py lorsque A tend vers I'infini: ¢’est-a-dire prouver que pour ces modeles,
I’approximation d’incompressibilité est mathématiquement justifiée. Notons que
cela ne peut se faire que pour des données initiales et une force extérieure assez
petites. Cette question a été abordée par différents auteurs; Klainerman-Majda
[15] en 1979 ont montré la convergence de la solution locale (vy,py), (avec la
force extérieure b nulle) quand A tend vers 'infini et ce pour une relation py(p)
particuliere py(p) = A2 p(p). A. Lagha [10] en 1979 a montré la convergence de la
solution globale (vy, py) pour une loi d’état linéaire py(p) = A(p—p) (avec la force
extérieure nulle). H. Beirao da Veiga [2], [3], en 1987 a prouvé la convergence de
la solution d’un probleme stationnaire et compressible pour de différents modeles
pa(p). Le probleme d’existence de solutions pour (1) a fait I'objet de beaucoup de
travaux récents. Matsumura-Nishida [12], [13], A. Valli [23], H. Fujita—Yashima
[7], H. Beirao da Veiga [2], [3], M. Padula [18] ainsi que R. Temam [21] pour le
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probléme incompressible. Notre travail s’inspire de celui de A. Valli [23] pour
I'obtention d’estimations sur les inconnues vy et p) du probleme compressible et
de celui de H. Beirao da Veiga [2], [3] pour Iexpression de la compressibilité. (3)
et (7) donnent

Pi(pa) = Pr(on + ) = kx —wa(on) ,
’LU)\(O) =0.

(8)

La condition (6) entraine donc

(9) [wa(on)lls < cakrlloalls, 0<s<2,

(10) [a(ax)llo = s kallaallo -

A étant 'inverse du nombre de Mach, k) devra vérifier la relation
k) —x—oo 00 .

En utilisant les relations (3), (7) et (8), le probleme (1) sera reécrit sous la forme
suivante
p)\(i},\ + (1})\ . V)U,\ — b) + k\Voy =

=wy(on) Vor + pAvy + Vdivey dans Qr,
ox+vy-Voy+oydivey +pdivey, =0 dans Qr,

(11)

vy =0 sur X7,
v]t=0 = v} () dans €,
oxlt=0 = o3 (z) dans Q ,

ot v (z) = v0(x) + vy (), vérifiant que
[oao< 5 et dive® =0,

¢ étant une constante indépendante de .

2 — Estimations indépendantes de )\

2.1. Introduction

Pour établir des estimations sur (vy, py) indépendantes de A, on redémontre
lexistence de solutions pour (11). Ceci se fait en deux étapes: dans la premiere
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(voir Valli [23]), on montre l'existence d'un 7% > 0 tel que (11) admette une
unique solution (vy, py) sur (0,7%) x Q vérifiant que

vy € L((0,T%); H*) N C°((0,T%); H?) ,

oy € L*((0,T%); HY) N CO((0,T*); L?)

pr € L*((0,T*); H?),  pr € CO((0,T%); H') ,
ou

T* = F(9.€ 1,7, ks [Bloc 1001 [Bloc, 1,00, D)

verifiant
02 012
[oxllz + Exlloxllz < D .
Dans la seconde étape, on établit des estimations a priori. On suppose que (11)

admet une unique solution (vy, py) sur (0,7%*) x Q (avec T™ positif quelconque)
dans les espaces de fonctions sus-cités. On montre alors que si

loX113 + kalloli3 < D,

alors

1 * * *
o (T )3 + loa(T)IF + Ex loa(TH)5 < D -

On applique les résultats de la premiere étape sur [T, 7], ou

T = f(Q,ﬁ,,u,ﬁ, k)n [b]oo,l,ooa [6]00,—1700, D) 5

ce qui donne T™* = T*. Les constantes étant indépendantes de A, cela montre
I'existence d'une solution (vy, py) de (11) uniformement bornée dans H'(Qr).

2.2. Existence locale

Théoréme 2.2.1. Soient ) de classe C3, py € C3,
be Ly (RYHY(Q), belLi (RTHT(Q),
e BAQNHNQ), e HAQ),

0<m<p(z) <M sur Q.
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Alors il existe un T > 0 assez petit et une solution (vy, px) du probléme (11) sur
(0, T*) x Q vérifiant

ux € L*((0,7%); H(2)) N CO((0, T7); H*())
ox € L2((0,7%); H' (2)) N C2((0,T7); L* ()
pr € CO((0,T%); HA()),  pa € CO((0,T%); H'(2)) ,

pa(t,z) >0 sur Qr= .

Preuve: Le résultat du Théoreme 2.2.1 d’existence locale, est du a D'article
de Beirao da Veiga [4], ou 'auteur montre 'existence d’une solution pour les
équations décrivant le mouvement d’un fluide non homogeéne visqueux incom-
pressible en présence de diffusion. On commencera par considérer les deux
problémes suivants, le premier linéaire en vy

ﬁ>\ Uy + Av)\ = F dans QT,
(12) vy =0 dans X,
vA(0) = oY dans Q ,

ou A= —,u,A—,BVdiV et F' = —/C)\Vg)\—i-'u})\(&)\)~V&)\—ﬁ,\(v)\'V)U)\+ﬁ)\'bﬁ)\
et F sont deux fonctions connues. Le second est linéaire en o)

13
(13) ox(0) = o9 sur .

{dA 4+ vy - Vo, +o)divoy =0 dans Qr,

La résolution de (12) se fait par la méthode de continuité, celle de (13) se fait
par la méthode des caractéristiques (voir [23]). Puis la résolution locale de (11)
se fait en utilisant le Théoreme du point fixe de Schauder. n

2.3. Premiéres estimations a priori

On suppose l'existence d'un T, 0 < T' < oo pour lequel (vy, py) est solution
du probleme (11) sur (0,7) - €2, dans les classes de fonctions du Théoreme 2.2.1.
On suppose que 2 est de classe C* et

N

<oz, t) +p <37



446 H. BESSAIH

On définit dans Q7 les deux systeémes d’équations suivants

(ox +P)0x + Avy + kx Vo, =
= pa(b— (vx - V)ur) +wy(ox) Vo dans Qr,

(14) vy =0 sur X,
vA(0) = 09 dans Q ,

(15) ox+ pdivuy = —vy Vo — oydivey dans Qr,
ox(0) = o9 dans Q .

Lemme 2.3.1. Il existe une constante c¢; indépendante de A telle que

(16)

N

d ky d .
@Hvxllg T ﬁllﬂll% +pl|Vorll§ + Bl divor|I§ <

< ex (1013 + K lloalld + ol lloal + Eallon i 16213) -

Preuve: On multiplie (14); par vy et (15); par ’% o), on integre sur €2 et
on fait la somme des deux équations. En intégrant par parties le terme suivant

k:,\/ U)\-VO')\:—]@\/ oydivwy ,
Q Q

puis en utilisant (9) et I'estimation des autres termes, il en resultera sans difficulté
(16). m

Lemme 2.3.2. Il existe une constante co indépendante de X\ telle que
(A7) plloalls + &3 lloalls <
< o (18113 + Blloalls + loalld lloall3 + [ Vonll3 + [ divorl3) ,
et

(18)  pllualli + kalloall3 <
< o (D117 + KR lloall3 + loall? loall3 + 17113 + I diveall3) -

Preuve: La preuve repose sur un lemme (voir Temam [20], page 33), qu'on
appliquera sur le probleme (S) transformé de (11)

—pAvy + kyxVoy =wy(oy) Vo, + fVdivoy —
— pa(0x + (vy - V)uy — b) dans Qr,
divey = —%(d’)\ + Vo) vy + oydivuy) dans Qr,

(S)

vy =0 sur X7 .
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Cela donne

ulloall3 + Klloal3 < el divoall3 + [lwa(on) Voxll} + lox bllF
+llox Bl + [loa(er Vual1F) -
En utilisant || - |2 < ¢| - |[1 et || - ||z~ < ¢| - |2 et 'injection continue de H'(2)
dans L?(Q) pour le terme ||wy (o)) V|3, on obtient (17). Pour (18) on utilise
que: 3kg > 0, ky > ko dans (17). =
Lemme 2.3.3. Il existe une constante cg indépendante de X telle que

d d, ..
(19) MEHVU,\H(Z)JFﬂEHdIVUAH%JFHAU,\Hg <

< s (B3 + B3 lloalld + loall3 loal + 190313 + loall3 loall} + Il divea]1?) -

Preuve: On multiplie (14); par Avy, on intégre sur 2, on obtient 'égalité
suivante

ﬁ/ Uy - Avy + ||AU>\H(2) :/ UAO)\'AU)\—I-IC,\/ Voy - Avy
Q Q Q

+/QPA(b— (UA'V)UA)AUA+/QU)A(UA)VUA'AUA :
Le premier terme de cette égalité s’estime comme suit, 36 > 0 et 3¢ > 0 tels que:

. c .
[ onon- ] < Sloal ol + ol 4val

1
loxl3 = ka . loxll3
A

et comme F kg > 0, k) > ko, donc j’en déduis que
. cky 21 12 2
[ onin Av| < = ol ol + 8 1Al
Le second terme de 1’égalité s’estime de la maniere suivante
c
ba| [ Vos- Au| < 5 R lloalf + 8 Aua

En utilisant (17), puis (9) pour I'estimation des autres termes on obtient (19). m
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Lemme 2.3.4. On a l'inégalité

d
(20) ki &HVU/\H% <
< C4<H5H% + B3 loall2 + [[Vorllg + [loallF loall3 + diVU)\H%) +6[loall3

ot § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et ¢4 est une con-
stante (dépendante de 6 mais) indépendante de \.

Preuve: On applique 'opérateur V a I’équation (15)1, on la multiple scalaire-
ment par ky. Puis on applique 'opérateur D? & I’équation (15)1, on la multiplie
par kxD?0y. On fait la somme des deux équations et on intégre sur . On
utilisera (17) pour estimer k%|/o,||3 dans les intégrales suivantes

ﬁk‘,\/Vdivv,\-VU,\ et ﬁk:)\/DQdiva-D2a,\.
Q Q

Puis des estimations des autres termes de 1’égalité, découle (20). n

Lemme 2.3.5. On a l'inégalité

d ) ) d d ., ..
@) [ (on o o)+ Ralloall + I TenlE + 8l divenl <

< es (D113 + 1813 + 1170AlI3 + kalloal3 loallF + oal} loall + kalloal loal}
+ loall loall3 + oAl loallt + lloal loall} + lloxll3 lloallf + dloall3)

ou & est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et cs est une con-
stante (dépendante de 6 mais) indépendante de \.

Preuve: On multiplie I"équation (15); par kjyc) et on inteégre sur 2, on
obtient un terme génant, a savoir

ﬁkﬁ)\/ divoy - o)y
Q

son estimation conduit & un terme de la forme k3||6||3 qui donne des estima-
tions dépendantes de la compressibilité. Pour 1’éliminer, on prend la dérivée par
rapport au temps de (14);, on multiplie par pvy et on les integre sur £ puis on
fait la somme avec la premiere équation. Utilisant I'inégalité (9) ainsi que des
intégrations par parties pour l’estimation des autres termes on obtient (21). m
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Lemme 2.3.6. Il existe une constante cg indépendante de A\ telle que

ky d

o di 16115 + plVorllg + 8]l div ol <

1d ,
(22) EEH\/P,\WAH(Z)JF
< CG(k)\"“T/\“g [l + Ioallg lloxllz + oxlg oxlF + [loxll3 loall + EXNoAllG lloall3

+ kalloa g 1ol + lloall3 oAl + lloall oxl13 + 18113 + 18113) -

Preuve: On prend la dérivée en temps (respectivement) des équations (14);
et (15); et on les multiplie par 0y et % 0y puis on integre sur €2 et on fait la
somme des deux équations. En estimant chaque terme de 1’égalité on obtient
(22). u

Lemme 2.3.7. Il existe une constante c; indépendante de A\ telle que

(23) %mmww < erv(t) (&) + 62 (1)) +er (B2 1 00+ [ 200 ) | divon3

ou
p(t) = arlloallg + a2l Vorll§ + asll div ox[[§ + aallv/ox oa13
+ a5 kallol} +as k[ Vol + ar ka3 +as [ paia-va
les a; (i =1,...,8), étant des constantes (précisées dans la preuve) et
D) = [[oalli + kalloall3 + [loallF + ExlloallF -
Preuve: En faisant la somme des inégalités (16), (18), (19), (20), (21), (22)
multipliées respectivement par 4p2, p, i, p, p, p(21) + (2 4+ ca +c3 +c4 + ¢;)

(c’est-a-dire 4m2(16) + 11(18) + p(19) + 12(20) + p(21) + (2 + ca + 3+ 4 +¢5)(22)),
on obtient

d _ 212 . .
pr [2M2 plluallg + a kalloall§ + N/QPAUA -ox + 12| Vox|§ w8 divoalfg +

1 ) 1 .
+/Ll€,\“VO')\"%+§(2+C2+03+C4+C5) H\/p)\ U)\|’%+2—p(2+02+03+04+05) k‘)\HO')\H] +

+ [4M3IIWAII3 + 42 B|| div oal[§ + pkalloallg + pll Avall§ +

+ 12 [|lall3 + phalloall3 + 21l Vorll§ + B(2 + c2 + ¢z + ca + c5) || div @AH(Q)} <
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< cr |61 + 1611 + kalloall loallE + [1oal1F loallf + kxlloallg lloallf +
+ [[oall3 loall3 + Ealloallg oAl + Ealloall3 loallf + kalloall3 loalls +

+ Ealloall3 loallg + K3 lloalls + Ealloalld loallF + lloallg lloall3 + [ div o3

En posant a; = 24275, as = p?, a3 = 3, ay = %(24—02 +es+cestcs), a5 = 242 %,
ag = p, a7 = 2—%(2 + ¢y + 3+ cq + ¢5) et ag = p, on obtient (23). m

L’inégalité (23) nous permet de montrer que si ¢(0) est assez petit, p(T%)
restera assez petit. On en déduira que la solution est prolongeable sur IR™.
Pour obtenir cette inégalité, on remarque que le seul terme génant dans (23)
est || divwy||3. On le traite alors en particulier. Toutefois I’estimation directe de
| divvy||2 nous oblige & estimer ||| et donc ne nous permet pas de boucler.
Pour parer a cette difficulté, on va faire un changement de cartes locales sur 02,
pour faire apparaitre les dérivées normales et tangentielles de div v). Comme dans
[23] les estimations de div vy a U'intérieur de € et celles concenant ses dérivées tan-
gentielles proviennent de la somme de (14); et (15); en y faisant des intégrations
par parties. Ainsi les termes k) Vo) et pdiv vy s’éliminent. Par contre le probleme
se posera pour les estimations des dérivées normales de divvy.

3 — Estimation de || div v, ||3

3.1. Estimation de || divv,||3 & Pintérieur de Q

Soit x € C§°(Q).
Lemme 3.1.1. On a l'inégalité

1d

ky d .
(20) 5 50 VB Vol 5 g Vol +alg DPusl Bl ¥ div s <

< cs (klloall3 lloall3 + Elloallg loal3 + kalloal3 oall} + Ealloallf loal3

+ loallE loalls + &Xlloallt + 1 Vorll§ + [ Voallg + HbH%) +6]oall3 + S kallonll3

ot § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et cg est une cons-
tante (dépendante de § mais) indépendante de \.
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Preuve: On applique l'opérateur 0; respectivement aux équations (14); et
(15)1, on fait leur produit scalaire respectivement avec X Oiva et % Xo, 0;0x,
on integre sur {2 puis on fait la somme des deux équations. De l’estimation de
chaque terme de 1’égalité en passant par l'utilisation de (18) on obtient (24). m

Lemme 3.1.2. On a l'inégalité

kx d
25 dt

1d

(25) 5 1o D> oxll5+11llxg D*0al[5+Bllxo D? div vx [[§ <

X0 v/Px D*uAlI5+

< ¢ (/mllf'nllg [oI3 + Ealloall? lloall3 + Exlloall3 Toall3 + [loallf [[oall3
+ kX lloallz + [loall3 + 1Vorllg + IIbII?) +8l[all3 + 8 kalloal

ol § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et cg est une con-
stante (dépendante de 6 mais) indépendante de .

Preuve: Le raisonnement analogue a celui du lemme précédent avec un ordre
de dérivation égal a 2 nous conduit au lemme. n

3.1.1. Estimation de || divv,||3 sur 00

On procédera comme dans [23]. On choisit comme coordonnées isothermales
As(1, ). On va couvrir 9Q par un nombre fini d’ouverts Wy tels que: W, C R?
ous=1,2,..,N.

Tout élément x de W, N peut s’écrire de la maniére suivante

xr = AS(Q,Z),QDJ’) = )\5(7/),90) +7r- n()\s(¢7@)) )

oit A est un difféomorphisme de classe C® (pour r assez petit). On omettra
dorénavant l'indice s. On choisit un systéme orthonormé (ey, es, e3) tel que

Ay Ao
€er =7, €=, e=eNey,
|| [
ou A\, = %, Ay = %. Soit J = JacA avec J € C?. On va réecrire le probleme

(11) dans le nouveau systeme de coordonnées avec les notations suivantes
oy = Vx,  px— Ry,
ox—T\, b—B,

wx(ox) — WA(Th) .
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On notera ay; = ag;(y) Vélément (k,i) de la matice (JacA)™ (JacA = (D;jAY); ;,
i,j=1,2,3) et D), = % k=1,2,3.

Dans le nouveau systeme D, (7 = 1,2) sera la dérivée tangentielle, et D3 sera
la dérivée normale.

Dans (0,7) x U, (11) s’écrit
Ry[V] + Vi(asi - DVY) = B + kyayi - DTy =

= kAW (T») Dr.Tx + pag; Dy(asi DsVY) + Bag; Di(as; DsVY) |

T)\ +pas; DSV)? = _(akj ’ DkT)\)V){ — Tx(agi Dkv}?) ’

(26)
V)\‘aU =0 )
Valtmo = VY,
Tli=o = TY .

Soit x € CO(A~L(W)).
On utilisera au cours de nos calculs les relations
D;i(Ja;j) =0 j=1,2,3,
(27) xD;Vy=0 sur OU, 7=1,2,
XDeD Vy=0 surdU, §7=1,2,

ainsi que
A = e/;'{; )

(28) ai;-a3; =0,  (conditions d’orthogonalité)
ag; -az =0.

Lemme 3.1.3. On a l'inégalité

1d ky d

2 dt 2p dt
+010/UJX2|DTDyV>\\2+5/UJX2|DT(aSZ-DsV/\j)\2 <

(29) [ IeRIDVAR+ 22 5 [ DT +
U U

< ent (kalloallg loall3 + kalloall3 oallf + 1ol loallf + kalloal} lloall3
+loalld loall3 + VoAl + [IVoxl§ + HbH%) +8[[oall + o Ealloall3 -

ot & est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, c1g et ¢11 sont deux
constantes indépendantes de A (c11 étant dépendante de § ).
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Preuve: On applique l'opérateur D, respectivement aux équations (26); et
(26)2, on les multiplie respetivement par .Jy? DTV/\j et % Jx? D;T), on integre
sur U puis on fait la somme des deux équations on obtient une égalité ot apparait
le terme suivant

M/UJXQ asi Dy DsV5 - ag; Dy D V3 .

On pose
(bsk)sk = (asi - aki)sk = B = (jacA) ™" (jacA)' .
B est definie positive (di a la nature de la transformation A qui respecte 'ellipti-
cité), donc Jcig > 0 tel que
u [ IxEba DDV DDV < i [ I IDDIVA
En utilisant (18) pour I'estimation des quatres termes on obtient (29). m

Lemme 3.1.4. On a l'inégalité

kx d
2p dt
+n%yﬁmm%w%ﬂﬁmmummmWW§

d
(30) /U JX?Ry|D;DeVA? +

1
L a I3 D, DTy |?

< cxs(kalloall3 [oall3 + Exlloall3 oall3 + oall? loall} + xlloal3 lloal}

+lloall3 [Voallg + ki\lm!\%llb\ﬁ) +8llall3 + G kalloal3

ol § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, c1o et ¢13 sont deux
constantes indépendantes de \ (c13 étant dépendante de 0 ).

Preuve: Le raisonnement est analogue au lemme précédent en prenant des
dérivées tangentielles d’ordre 2. En utilisant (27) et la relation suivante

u/ Ix* as; D¢Dr DV - a; D¢ DDy V3 < cw/ Jx*|D¢Dy Dy VY |2
U U

on obtient (30). m

On remarque que l'on ne peut pas trouver d’estimation sur les dérivées nor-
males de div vy par la méthode des deux lemmes précédents. Ceci est di au fait
que les intégrales de surfaces de divwy ne s’annullent pas apres avoir intégrer
par parties. On va donc prendre la dérivée normale de (11)9 et faire le pro-
duit scalaire de (11); par n (la normale extérieure & 92) qui deviennent dans le
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nouveau systéme comme suit
B Ds(as; DsVy) = —kx DT — pu(agi Di(asi DsVy)) - e3 — Wa(Th) - D3Ry

— Ry(8,V\ 4 Vi(asi DsVi) — B) - e3
(31) . . .
D38, T\ = —p D3(ax; DiVy) — Ds(ak; - DpT\) Vi — axjDyTy - D3Vy

— D3Tx(axj DiVy) — Ty - D3(agj DiVy) .

Lemme 3.1.5. On a l'inégalité

62 (w0 [ I Dslas DVP+ 2 4 [ @D <

2 dt
<cuy Dy Vi 1| Rafloall2 lloallr N IFRICIE Ao 0
<c UJXQIDDVIQJrc kalloall3 lloallf + [loallf lloall3 + 1Vollg + 118

+ Blloalld + 1Voxl) + olluallf ,

ou § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et c14 est une con-
stante (dépendante de 6 mais) indépendante de .

Preuve: On ajoute a I'équation (31); le terme ,uJX Ds(asi D V)\l) et on la
multipie par Jx? D3(as; D,V}). On multiplie (31) par = JX2 D3T), on integre
sur U puis on fait la somme des deux équations. D’autre part on a

(33) (an;i - Di(asi DsV3)) - e3 — Ds(as DsVY) =
= a3; - a3; D3D3V) - e3 + azi(Dsaz;) D3V - e3 + ari - Dr(as; DsVy) - e3
+ag; - D3(ari - D;V)) - es + ag; DsD3Vy — (Dsas;) D3Vi — Ds(ar; - D;Vy) .
En utilisant (28) et (33) on obtient
(34)  (api - Di(asi DSV)) - e3 — Ds(as DsV{) = asi(Dsaz;) DaVy - e3 +
+ ari(Drag) DV - e3 + ari - agi DeD;Vy - e3 + azi(D3(ar;) D Vy) - e3
— (Dsas;) D3V — (Dsar) DV — ar; DsD.VY), pour £,7=1,2.

En utilisant (34) et en estimant chaque terme, on obtient (32). m

Lemme 3.1.6. On a l'inégalité

@) W+ Jx2|DgD3<asiDSV£)|2+2f% [ Dty <

<5 /U Jx*|DeD-DyVi|? + c16 </€AH0’A||§ [oAll7 + Ealloall3 loall3 + lloalls + [16]13

+ B lloalld + 1V l3) + olluall3 ,
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oll § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, ci5 et ci1g sont des
constantes indépendantes de A\, ci1¢ étant dépendante de ¢.

Preuve: Comme dans le lemme précédent, 1'égalité (34) (c’est la méme
qunantité que (Avy-n—V divwvy-n)) ne contient pas de dérivées normales d’ordre
2. On prend donc la dérivée tangentielle D¢ respectivement des équations (34)
et (31), on les multiplie respectivement par D¢Ds(as; DsVy) et (ka/p) DeDsT)
et on integre sur U puis on fait la somme des deux équations. On obtient une
inégalité ou il faudra estimer chaque terme pour avoir (35). u

Lemme 3.1.7. On a l'innégalité

ky d

(36) (u+B) / Jx2 |DsDs(ag; DyVI)[2 + 22 4 / I | DsDsTh|? <
U 2p dt U

< i /U Ix? |DeDs DV + exs (Ralloall3 [9x]13 + Exlloall3 loall3 + lloall3 + (]}
2 4 © 12 2
+ Blloalld + 1V 0lI3) + ollvall3 .

oll § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, ci17 et ci1g sont des
constantes indépendantes de \, c1g étant dépendante de J.

Preuve: Le raisonnement est analogue au lemme précédent, a la différence
que l'on prend la dérivée normale D3 des équations (31) et (34) et qu’on les
multiplie respectivement par D3D3(aS¢DsV/\j ) et (kx/p)D3sDsTy. En estimant
chaque terme de I’égalité, on obtient (36). m

Lemme 3.1.8. On a l'inégalité

(37)  (u+P) /U Ix2 |D-D2VE| < cio /U X2 Dy Dy(az, DEV)[? +
1+ cao(Jloal} ol + 1813 + B3lloall + 1V0x[3) + loall3 + 5 hallol3

ol ¢ est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement, ci1g9 et cog sont des
constantes indépendantes de A\, cog étant dépendante de J.

Preuve: On prend la dérivée D¢ respectivement de (31); et (32)2 et on les
multiplie toutes les deux par x, on obtient dans le nouveau systeme de cartes
locales,

—uA((x D-VA)A™Y) + kxV((x D;T\)A™Y) = H dans (0,T) x U,
pdiv((x D-V\)A 1) =K dans (0,7) x U,
(xDVy)A"t =0 sur (0,7) x oU .
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En faisant le méme travail que le Lemme 2.3.2 au probleme ci-dessus et en esti-
mant chaque terme on obtient (37). m

3.2. Estimation a priori et existence de la solution

Lemme 3.2.1. On a l'inégalité

(38) Ly vl + kLol + 7 diven B <
dt 0 dt 0 L=

< eor (VoI + kalloalld loall3 + lloallF Iloall3 + k3 lloall3 + l[oall3
+ 16117 + klloall3 [[oall + Ealloallz 1oallg + Exlloalli loall3
+11oxI13 [1oal13) + alloal3 + kx dlloall3

ot § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et co; est une con-
stante (dépendante de 6 mais) indépendante de .

'l |11, | - ll1s |[]]|1 sont des normes équivalentes, et [-]p est un norme qui ne
contient pas de dérivées normales.

Preuve: En faisant la somme des inégalités (24), (29), (32) multipliées
respectivement par 1, ¢4, c1o (c’est-a~dire (24) + ¢14(29) + ¢10(32)), on arrive a
éliminer

/U Jx? DD, V»|* ,

ce qui nous permettra d’obtenir (38). m

Lemme 3.2.2. On a l'inéalité

d 2 d .
(39) = |vPx DPoa| - ha ZlD%0al[5 + (| [D* diven] § <

< coa(floall3 + Elloall3 lloall3 + loall loall3 + 613 + [Vox [ + £ lloll3
+ kalloall3 [oall} + Exlloall3 [vall3) + slloall3 + ka slloal3 -

oul § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et coo est une con-
stante (dépendante de 6 mais) indépendante de \.

Preuve: De la méme maniere que le lemme précédent, en faisant la somme
suivante c15(30) + c12(35) + (1 + 3)(36) + ¢'7(37) + (25), on obtient I’estimation
(39). u
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Proposition 3.2.1. Il existe des constantes co3 indépendante de \ telle que

(10) & (Iloalld + [vor Vould + [yvor Dol + alloal +
+ kalloall} + Ilvax alIg) + Vaallg + [ divea] I3 <
< as (I + 1513 + K001 a3 + A3l + el il
+alloal loalld + Exloali loa B + ko3 e
3 o1+ 13 el + o3 sl
+Ealloal3 19313 + Sl1orlB + kx Slloxl3

ot § est un nombre positif qu’on peut choisir arbitrairement et co3 est une con-
stante (dépendante de 6 mais) indépendante de \.

Preuve: En faisant la somme de (co1 + 1) (16) + p(38) + (c21 + 1) (22), on
arrive & éliminer ||vy||? et ||0y]|2 dans (38).
On utilisera ’estimation suivante, di au Lemme 2.3.2

(41)  [loall3 < caa (l0all3 + IBIZ + lloallf Iloall3 + | divoal? + kalloal loall?) -

On fait la somme des inégalités (39) et (41), multipliées respectivement par 1 et
2 (Clest-a-dire c22(41) + (39)), on arrive & se débarrasser de ||v, |3 dans (39).
Ensuite en choisissant des constantes appropriées pour les estimations précédentes
ainsi que P’estimation (16), on obtient (40). u

Proposition 3.2.2. Il existe des constantes co5 indépendante de \ telle que

(42) (o) + [Vox Vel + [Vax D2usld + 0(0) <

< 025(Hb|!% + 16115 + Falloallg lloall3 + l[oall} [[oall3 + &3 [[oall3
+ kalloallz 1oallg + Ealloallz oallf + [[oallF l[oallF
+ Ealloalls loalld + E3llaallg lloalls + Ealloalld oall?

+ kalloallF 16x[13 + Exlloall3 [oxl13 + Exlloall3 loall3) -

Preuve: Il suffit de faire la somme de c7(40) + (23) pour éliminer || div vy ||3
dans (23) et par suite (42). m
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On pose

wo(t) = ar]loallg + a2l Voall§ + as|| divoa[l§ + aallv/ox 9rl13
+ as kxl|oall§ + as kA Vorlld + ar k||l

+ ag /Q px O - Ux + [Vox Vualg + [V D*0a5 -

On pourra donc écrire I'estimation (42) sous la forme suivante

(43) %@0(15) + (1) < ez (1) (wo(t) + 3(1)) + eaa((lofl + [1I3)

ou C25 > 1.
Il est facile de voir que: Vt € R" on a I'inégalité suivante

(44) P(t) = ca6 po(t)

c96 < 1 étant une constante indépendante de ¢.

3.3. Existence globale

Lemme 3.3.1. Soient Q) de classe C* et (vy, py) solution de (1) sur Q. Si

(45) po(0) < ., yelod],
C25
et
: 1 co
(46) [b]go,l,oo + [b]go,o,oo < Z — 7
C25
alors
(47) polt) <, Vtel[0,T].
C25

Preuve: Pour la démonstration, on renvoie le lecteur a 'article de Valli [23]. m

Lemme 3.3.2. S'’il existe une constante co7 indépendante de \, suffisamment
petite telle que

si @o(t) <cor alors = < py(x,t) < =p.

ol

Preuve: On utilisera H2(Q) — C%(Q). n
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Lemme 3.3.3. Il existe une constante cog indépendante de X\ telle que si
7/2 < px(z,t) < (3/2)p alors on a

1
(48) o loall3 + loall + kalloall3 < ezs(o(t) +¢5(t)) -

Preuve: Il suffit d’estimer I’équation (11); que 'on divise par v/kj.
On suppose que

1
0(0) <min{—,cor) =d,
0(0) (o)
et que

[Bl21.00 + [Dl0000 < 7 d

alors on a d’apres de Lemme 3.3.2

P . 3
(49) L <inf(od +7) <sup(of +7) < 27,
Q Q
et d’apres le Lemme 3.3.3 on a
1
(50) RIIU?H% +halloRlI3 + [0} < cosd -

Alors d’apres le Théoréme 2.2.1, on a une solution de (1) sur Q- telle que T*
dépend seulement de €, u, &, p, d, ky, co5, cog et o) satisfait a

L<(oa@t)+p) <35 sur Qr- .

D’apres le Lemme 3.3.1,

wo(t) <d sur [0,T7].

On réutilise le Lemme 3.3.2 et cela donne

_ 3
L<(oa@ I +p) <57
puis le Lemme 3.3.3 qui donne
1 * & *
(51) ijIvA(T M3+ Exlloa(T)13 + loa(T)1F < cosd -

On réinitialise a T*, la condition (51) donne (d’apres le Théoreme 2.2.1) l'existence
d’un temps T** dépendant seulement de Q, u, &, p, d, kx, cos, cog, Cog, tel que
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(ux, pa) soit solution de (1) sur [T*,7**]. Or T* lui-méme dépend de Q, u, &, P,
d, ky, co5, co6, co7, donc T* = T**. On répéte le processus sur [0,nT*], n € N*,
et on obtient une solution globale de (1). m

Théoréme 3.3.1. Soient Q de classe C*, py € C3, %}A > 0,

be L°(R;HY, be LR L?,
W e HX Q)N HH(Q), peH*Q).

On suppose que
@0(0) <d,

. 1c
[b]goloo_'_[b]goOoog*ﬁda
et )Yy 4626

alors il existe une solution unique pour le probléme (1) vérifiant
vy € L (RY; HY) N CY(RY; H?)
0 € Lig(RY HY) NCY(IRT; L)
p€CYRTH?),  phCYRTHY)
wo(t) <d sur RT,

Vte RT

R

<inf(or +p) <sup(orx+p) < 57,

N W

1
— [Joall3 + [[oall} + Ealloalls < card
kx

De plus si
be L>(RT;HY et beLl?)(R%;L?),
alors on a aussi
vy € L*(RY; H?), o) eLl*(RT;H,

ox=pr—p € L*(RT;H?), pyel*(RHY .

4 — Passage a la limite
Théoréme 4.1. Sous les hypothéses du Théoréeme 3.3.1, on a

Ve>0, dXg>0, VA=A, ”’U)\ — UOOHLQ(QT) + ]@\HO’)\HLQ(QT) <e,
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oll Vs est solution du probléme incompressible suivant

Voo + (Voo - V) Voo — b = %(—Vﬂ' + uAvy) dans Qr,

(52) divo, =0 dans Qr,
Voo = 0 sur X,
Voo (0) = Y dans 2 ,

7 étant dans H'(Qr).
Preuve: Sous les hypotheses du Théoreme 3.3.1 on a
VteR"  po(t) <d,

d’etant une constante indépendante de A. On en déduit que vy et k) o) con-
vergent faiblement dans H'(Qr). L’immersion de H'(Q7) dans L?(Qr) étant
compact, il existe une suite (v, , 0y, ) telle que

(53) V),, — Am—oo Voo dans L*(Qr) fort
(54) Ox,, — Am—oo0  dans Lz(QT) fort .
Donc on peut en extraire une sous-suite (v, , 0y, ) telle que

Uy, — Uso  Dresque partout sur Qr ,
oy, — 0 presque partout sur Qr .

n

On fait le produit scalaire de (1)1 et (1)2 avec 1, on obtient

(PA s 1) F (PAn (U, - V)N, 1) — (o, bim) =
(55) = —(Vpr,,m) + m(Avy,,n) + B(Vdivoy,,n) ,
(Prn>m) + (VP2 0x,5m) + (pr, divoy,,m) =0
Par passage a la limite sur A\, on a
56 { (P ey 1) + (Plvoe - V)vse, 1) = (b1) = {Ave, 1) =0,
(pdivvs,m) = 0.

Ce qui donne que
Ir e HY(Qr) tel que p(Voo + (Voo - V)Voo — b) — Avoy = V7 ,

(Vso, p) est solution du probleme (52). m
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