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D-QUASI-REGULARITAT UND D-NILPOTENZ
IN FASTRINGEN MIT
STRENG KLEINEM DISTRIBUTIVITATSDEFEKT D

Veselin Perié

1. Einleitung

Wir betrachten hier die Fastringe R mit linker Distributivitit und mit der
Eigenschsft 0z = 0 (z € R). Fiir so einen Fastring R bezeichnen wir mit D den
Distributivititsdefekt von R. D ist ein Ideal von R und R = R/D ist ein distributiv
erzeugbarer (d.e.) Fastring. R hat ein D-Einselement e, d.h. ein Element e mit
ex —z, ve —x € D (z € R), gehau dann., wenn der d.e. Fastring R = R/D ein
Einselement € hat; in diesem Fall ist € = e + D.

J. C. Beidleman [1] hat in einem d.e. Fastring R mit Einselement e die Quasi-
Regalaritiat der Elemente und der R-Untergruppen definiert. In diesen Terminen ist
es ihm gelungen einige Eigenschaften der Radikaluntergruppe A und des Radikals
J(R) von R nachzuweisen. Unter absteigender Kettenbedingung (a.Kb.) fiir die
R-Untergruppen hat er u.a.be wiesen: jede quasi reguldre echte R-Untergruppe
von R ist nilpotent; die Umkehrung gilt, falls die Kommutatorenuntergruppe R
der additiven Gruppe R, die ja ein Ideal von R ist, ein quasi reguldres Ideal von R
ist; das Quasi-Radikal N von R ist ein quasi regulires rechtes Ideal von R genau
dann, wenn die Radikaluntergruppe A von R alle nilpotenten rechten Ideale von
R umfasst; ist das Quasi-Radikal N von R in der Radikaluntergruppe A von R
enthalten, so ist A ein rechtes Ideal von R genau dann, wenn N = A.

Wir mochten hier zeigen, wie man die Quasi-Regalaritit von d.e. auf die Fas-
tringe mit Distributivititsdefekt D in Form der D-Quasi-Regularitit iibertragen
kann. Dabei lassen sich unter einer zusétzlicher Bedingung auf D alle erwihnten
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und die iibrigen Ergebnisse von Beidleman in Terminen der entsprechenden D-
Begriffe auf Fastringe R mit Distributivitdtsdefekt D {ibertragen. Die entsprechen-
den Beweise von Beidleman lassen sich in dieser allgemeineren Situation so nach-
machen, dass man die. Verallgemeinerungen direkt und ganz einfach beweist und
nicht etwa aus den Ergebnissen von Beidleman ableitet, was auch, dnhlich wie in
(2), geschehen konnte.

2. D-Quasi-Regulatiritat der R-Untergruppen
R sei ein Fastring mit Distributivitatsdefekt D und D-Einselement e, e # 0.

Definition 1. Ein Element x aus R nennen wir D-quasi reguldr, wenn es ein
z' in R und ein d in D gibt mit (e — z)z' =d +e.

Eine R-Untergruppe B (eine Untergruppe von (R, +), die in Bezug auf die
rechte Multiplikation mit Elementen aus R abgeschlossen ist) heisst D-quasi regulir,
falls jedes x aus B D-quasi reguldr ist.

Die (rechten) Ideale von R (normale Untergruppen B von (R,+) mit der
Eigenschaft (z 4+ b)y — zy € B fiir alle z,y aus R und b aus B) sind bekanntlich die
R-Untergruppen von R. Sie sind D-quasi reguldr, wenn sie es als R-Untergruppen
sind.

Ist D = (0) also R d.e., so stimmt die oben definierte D-Quasi-Regularitit
mit der Quasi-Regularitit zusammen.

D ist ein D-quasi reguldres Ideal von R. Mit dem natiirlichen Epimorphismus
¢ : R — R = R/D hat man:

LEMMA 1. Ist B eine R-Uiztergruppe, so ist B = ¢~ '(B) ein R-Untergruppe.
Ist B eine R-Untergruppe, so ist B = ¢(B) eine R-Untegruppe, also ist B+ D =
D+B = ¢ 1(B) eine R-Untergruppe. Dabei ist die R-Untergruppe o~ *(B) D-quasi
requlir, genau dann, wenn die R-Untergruppe B quasi-regular ist. Entsprechendes
gilt fiir die (rechten) Ideale.

Den ganz einfachen Beweis von Lemma 1 lassen wir weg.

Definition 2. Ein rechtes Ideal B von R nennt man streng maximal, wenn B
als R-Untergruppe maximal ist. Die Menge aller streng maximalen Ideale von R,
bzw. aller maximalen R-Untergruppen von R bezeichnen wir mit I, bzw. mit L.
Dann ist
JR)=()B, bazw. A= B
Bel BeL
das Radikal, bzw. die Radikaluntergruppe von R. Ist I = (), so setze man J(R) = R.
Falls J(R) = R, so nennt man R einen Radikalfastring.

Falls D # R, so ist sicherlich L # 0. Das folgt aus dem nichsten Lemma.

LEMMA 2. Keine der echten rechten R-Untergruppen B O D von R enthdlt
e. Die Menge aller solchen R-Untergruppen ist durch Inklusion induktiv geordnet.
Insbesondere ist jede echte rechte R-Untergruppe B von R in einer R-Untergruppe
B’ aus L enthalten, oder ist B+D =D + B = R.
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Beweis. Sei B eine echte rechte R-Untergruppe von R. Falls D C B, so liegt
e nicht in B. Sonst hétte man x =d+ex € B (z € R), weild € D C B.

Aufgrund dessen sieht man gleich, dass die Menge aller solchen R-Unter-
gruppen durch Inklusion induktiv geordnet ist. Insbesondere ist jede echte rechte
R-Untergruppe B in einer R-Untergruppe B’ aus L enthalten, oder ist B + D =
D+ B = R; denn B+ D = D + B ist eine R-Untergruppe, die D umfast und
ist daher entweder in einer R-Untergruppe B’ aus L enthalten oder ist gleich R.
Nach vorigem Lemma liegt es nahe, die folgende Bedingung an D zu stellen: D
ist ein streng kleines Ideal von R, d.h. fiir jede R-Untergruppe B von R hat man
D+B=R= B=R.

Aus Lemma 2 ergibt sich unmittelbar der folgende Satz:

SATZ 1. Ist D ein streng kleines Ideal von R, so ist jede echte R-Untergruppe
B in einer R-Untergruppe B' aus L enthalten.

Die R-Untergruppe B’ aus Satz 1 braucht kein rechtes Ideal von R zu sein.
Man weiss also nicht, ob jede echte R-Untergruppe B von R in einem rechten Ideal
B’ aus I enthalten ist. Fiir jede D-quasi regulédre R-Untergruppe B von R gilt im
Gegensatz:

SATZ 2. Ist D ein streng kleines Ideal von R, so ist jede D-quasi regulire
R-Untergruppe B von R in J(R) enthalten.

Beweis. Ist J(R) = R, so ist die Behauptung klar. Sei nun B’ ein beliebiges
rechtes Ideal aus I. Ist B nicht in B’ enthalten, so ist B+ B’ = B’ + B = R; denn
B + B' = B’ + B ist eine R-Untergruppe, die B’ echt enthilt. Dann gibt es also
Elemente b in B und b’ in B’ mit e = ' + b. Da B D-quasi regulér ist, gibt es
Elemente 7 in R und d in D mit (e — b)r = b'r = e + d. Somit wére

e—br—deB.

Es ist namlich D C B’; denn B' C B'+ D und B' + D # R, weil B' # R. Nach
Lemma 2 kann aber e nicht zu B’ gehoren, und der Satz ist bewiesen.

Auch wenn D ein streng kleines Ideal von R ist, braucht D-quasi regulére
R-Untergruppe B von R nicht in A enthalten zu sein. Es gilt jedoch:

SATZ 3. Ist D ein streng kleines Ideal von R, so ist die Radikaluntergruppe
A von R D-quasi reguldr und umfasst jedes rechte D-quasi regquldre Ideal von R.

Beweis. Sei a € A. Dann ist (e —a)R = R. Sonst gibe es nach Satz 1 eine
maximale rechte R-Untergruppe B mit (e — a)R C B. Infolgedessen

e=(e—a)—(e—a)e+(e—a)e— f—ac€ B;

denn (e —a) —(e—a)ee DC B,und a € AC B.

Sei nun A’ ein nichtnulltes D-quasi reguléres rechtes Ideal von R. Falls A’ C
A, so gibt es B € L mit A’ € B. Deswegen ist A’ + B = B+ A = R, weil
A’ + B = B+ A’ eine rechte R-Untergruppe von R ist, die B echt enthalt. Sei

e=b+d (be B,d € 4.
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Dann gibt es r in R und d in D mit
e—(e—d)r=d, dh. e=d+br € B.
Wegen D C B ist das aber nicht méglich.

KOROLLAR 1. Ist D ein streng kleines Ideal von R, so ist die Summe B + B’
zweier D-quasi reguldren rechten Ideale B und B' wiederum ein rechtes D-quasi
reguldres Ideal von R.

Beweis. Nach Satz 3 ist B, B' C A, also B' + B C A, und omit ist das rechte
Ideal B + B' von R D-quasi regulér.

KOROLLAR 2. Falls D ein streng kleines Ideal von R ist, so ist J(R) D-quasi
regulir genau dann; wenn J(R) = A.

Beweis. In jedem Fall ist A C J(R). Falls J(R) D-quasi regulér ist, so ist
nach Satz 3 J(R) C A, also J(R) = A. Die Umkehrung folgt auch aus Satz 3.

KOROLLAR 3. Ist D ein streng kleines Ideal von R, so ist (A : R) eine D-quasi
reguldre zweisitige in A enthaltene R-Untergruppe von R, die alle D-quasi reguliren
Ideale von R enthalt.

Beweis. Nach Definition ist (A : R) = {x € R : Rz C A}. Das ist
die umfassendste zweiseitige in A enthaltene R-Untergruppe von R. Sicherlich
ist D C (A: R); denn Rd C D C A (d € D). Deswegen ist (A4/D : R/D)
die umfassetndste in A/D enthaltene zweiseitige (R/D)-Untergruppe [3]. Also ist
¢ Y(A/D : R/D) die umfassetndsten in ¢ !(A/D) = A enthaltene zweiseitige D-
Untergruppe. Wegen D C A ist aber wie man eicht erkennt, z+D € (A/D : R/D)
genau dann, wenn z € (A : R), also ¢ 1(A/D: R/D)=(A:R),da D C (A:R).

KOROLLAR 4. Ist D ein streng kleines Ideal von R und (A : R) = (0), so hat
R keine nichtnullten D-quasi reguliren Ideale. Insbesondere ist dann D = (0), also
R d.e.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Korollar 3 und der Tatsache dass D ein D-
quasi reguldres Ideal von R ist.

3. D-Quasi-Regularitat und das Radikal eines Fastringes R mit
streng kleinem Dis tributivitatsdefekt und a. Kb. fiir R-Untergruppen

Wir beschrinken uns hier auf die Fastringe RRR mit streng kleinem Distribu-
tivitdtsdefekt D die der a. Kb. fiir die D unmfassenden R-Untergruppen geniigen.

Definition 3. Eine R-Untergruppe B von. R heisst D-nilpotent, falls es eine
natiirliche Zahl n gibt, so dass, fijede Folge b1,...,b, in B,b;...b, € D gilt.

SATZ 4. Jede D-quasi regulire R-Untergruppe C von R ist D-nilpotent.

Beweis. Es ist angebracht, diesen Satz aus dem entsprechenden Satz von
Beidleman abzuleiten. Der Fastring R = R/D ist d.e., hat Einselement e + D und
erfiilt die a. Kb. Ausserden ist C' = C/D eine quasi regulire R-Untergruppe. Also
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ist C' nach [1], Satz 3.1 nilpotent. Deswegen ist ¢ }(C) = C + D = D + C und
somit auch C selbst D-nilpotent.

KOROLLAR 1. Ist J(R) D-quasi reguldr, so ist J(R) auch D-nilpotent.

SATZ 5. Sei D C R' (Dann ist R' ein Ideal von R). Ist das Ideal R' von R
D-quasi reguldr, so ist eine R-Untegruppe B von R D-quasi reqular genau dann,
wenn sie D-nilpotent ist.

Beweis. Wegen D C R' ist R' ein Ideal von R; denn R'/D = (R/D)’ ist
ein Ideal von dem d.e. Ring R = R/D, also ist R' = R' + D = ¢='((R/D)') ein
Ideal von R. Ausserdem ist nach Satz 2 R’ C A. Deswegen ist jede maximale
R-Untergruppe B eine normale Untergruppe von (R, +), also ein rechtes Ideal von
R, weil D C B. Also ist A = J(R).

Ist B eine D-nilpotente R-Untergruppe, so ist B = ¢(B) eine nilpotente
R-Untergruppe, also B C J(R) ([4], Satz 1.5). Da nun J(R) = J(R)/D, so ist
B+ D= ¢ YB) CJR)=A. Also ist B+ D und somit auch B selbst D-quasi
regular.

Ist umgekehrt B eine D-quasi reguldre R-Untergruppe, so ist B nach Satz 4
D-nilpotent.

SATZ 6. Sei R ein Fastring mit streng kleinem Distributivitdtsdefekt D und
der a. Kb. fiir R-Untergruppen, die D wmfassen. Dann ist N = (B (B maz.
rechtes Ideal von R) ein D-nilpotentes rechtes Ideal, das alle D-nilpotente rechte
Ideale von R uwmfasst.

Beweis. Nach [4] ist N = |JB (B max. rechtes Ideal von R = R/D) ein
rechtes nilpotentes Ideal, das alle nilpotente rechte Ideale von R umfasst. R = R/D
ist ndmlich ein d. e. Fastring mit der a. Kb. fiir R-Untergruppen.

SATZ 7. Sei R ein Fastring mit streng kleinem Distributivititsdefekt D und
der a. Kb. fiir R-Untergruppen, die D umfassen. Das Quasi-Radikal N von R ist
D-guasi requlir genau dann, wenn die Radikalgruppe A von R alle nilpotente rechte
Ideale von R unfasst.

Beweis. Folgt aus [1], Satz 3.4, da R = R/D alle Bedingungen von diesen
Satz erfiillt, und ausserdem A = p~1(4), N = ¢~}(N).

KOROLLAR 1. Sei R ein Fastring mit streng kleinem Distributivitdtsdefekt D
und der a. Kb. fiir R-Untergruppen, die D umfassen. Das Quasi-Radikal N von R
ist D-quasi requlir genau dann, wenn jedes D-nilpotente rechte Ideal von R D-quasi
reguldr ist.

Beweis. Klar.

SATZ 8. Sei R ein Fastring mit streng kleinem Distributivititsdefekt D und
der a. Kb. fir die R-Untergruppen die D umfassen. Falls N C A, so ist A ein
rechtes Ideal genau dann, wenn N = A,

Beweis. Ist A ein rechtes Ideal, so gilt A C N; denn nach Satz 3 und Satz 4
ist A ein D-nilpotentes rechtes Ideal von R, und N alle solche Ideale enthilt.
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