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TECHNOLOGIES HOMOGENES ET CONES
LOCALEMENT COMPACTS

G. Isac

1. Le probleme de I’existence des couples proportionnels pour les technologies
homogenes a été imposé par ’étude de I’accumulation du capital, de Defficience de
lallocation des ressources et par 1’étude de la ration d’intérét [4], [1].

Premierement, ce probleme a été étudié comme un probleme d’existence des
valeurs propres pour les processus convexes [1, a], mais la démonstration proposée
a certaines inexactitudes.

Dans l'ouvrage [1,b], D. Gale et R. Rockwell ont proposé une autre démon-
stration correcte dans les espaces de dimension finie.

On démontre directement ’existence des couples proportionnels pour les tech-
nologies homogenes.

Dans cette note, on donne une démonstration de I'existence des couples pro-
portionnels pour une technologie homogeéne dans les espaces localement convexes.
C’est le cas des models continus.

L’existence des couples proportionnels est une conséquence de ’hypothese
que certains cones sont supposés localement compacts.

2. Soit (E,T) un espace localement convexe. Un ensemble K C E est un
cOne convexe si:

i) K+ K CK; ii) (YA€ R;) (AK C K).

L’ensemble B est une base pour le céne K si:

b1) B est convexe

by) (Vz € K\ /{0}) (3R \ {0}, unique) (Ib € B, unique) (z = X - b).
On dit que ’ensemble convexe By C E engendre le cone K si:

K= U \-B;.
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Le cone convexe K C E s’appelle bien basé s’il est engendré par un ensemble
convexe et borné A tel que 0 ¢ A.

PROPOSITION 1. Le cone conveze et forme K C E est bien basé si et seule-
ment si, il existe une fonctionnelle linéaire et continue f telle gue:

(*)  (V|lp, semi-norme continue) (v, € R4 \ {0}) (Vz € K) (yp|z|p < f(2)).

Démonstration Soit {| | }pep la pamille des semi-normes continues sur ’espace
E; elle vérifie les propriétés suivants:

s1) Vo € E\{0}) (3p € P) (=], #0)
s2) (Vp',p" € P)(3p € P) (Vo € E) (lz|p, |z|pr < |2lp)-
On suppose que le cone K est bien basé, donc il existe un A convexe et borné

telque0 e A, K= (J M.
AER,

Un théoreme connu de séparation implique qu’il existe une fonctionnelle
linéaire et continue f telle que:

1) (Va € A)(f(a) > 1) 2) f(0) < 1.

L’ensemble: B = {z € K| f(x) = 1} est une base pour le céne K.

L’ensemble M = co ({0}UA) est borné et B C M parce que, b = (1—-X)0+ a1
o a; € Aet X €)0,1] (si, A < 1 on obtient que f(b) = Af(a1) > 1 ce qui est
absurde).

Soit p € P; comme B est borné il existe un nombre £, > 0 tel que (Vz €
B) (|zlp < Bp)-

Siz e K\ {0} et |z|, # 0 il existe A, > 0 tel que (z/|z|,)/A; € B. Dans ce
cason a |[(z/|z]p)/Aelp = 1/Ae < Bp d'ou il résulte: f(z/|z|,) = Az > 1/8,. Soit
Yp = 1/Bp, il résulte vp|z|, < f(x), relation vérifiée aussi si |z|, = 0 parce que par
construction f est positive sur le cone K.

Si la relation (x) est vérifiée alors s;) implique que f est strictement positive
sur le cone K, donc 'ensemble B = {z € K| f(xz) = 1} est une base pour le cone
K [3], [5].

Comme f est continue et le cone K fermé la base B est fermée et évidemment
0¢B.

Les relations (x) et s») impliquent que B est borné et la proposition est
démontrée.

Remarque. Le cone convexe K C FE est localement compact si et seulement
si, il a une base compacte [le théoréme de Klee]. Dans ce cas K est fermé et
Kn(-K) ={0}.

3. Soit (E, ) un espace localement convexe.

Définition 1 On appelle technologie homogéne sur espace E un cone convexe
T C E x E avec les propriétés:
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1°) T est fermé dans l’espace E x E
2°) X ={x € E|Jy € E, (z,y) € T} est un codne convexe fermé et X N (—X) =
{0}
3°)Y={yeE|Jx€E, (z,y) € T} est un sous-céne convexe du cone X.
X s’appelle l’ensemble des entrées et Y ’ensemble des sorties.
On dit que la technologie T est localement compacte si X est localement
compact.
Définition 2. On dit que le sous-cone X' C X définit une sous-technologie de
T si: 1) X' # {0} 2) X' est fermé 3) (Vz € X') (Fy € X') ((z,y) € T).
Définition 8. Le couple (y,2) € T s’appelle proportionnel si (y, 2) # (0,0) et
s’il existe A, u € Ry, (A, i) # (0,0) tels que -y = \- 2.
PROPOSITION 2. Soit K C E un céne conveze localement compact et {x;}icr,
{yitier, {zi}icr trois suites généralisées d’éléments de K. Si:
1) (Viel)(x; =yi+2i), 2){ziticr est bornée alors {y;}icr et {zi}icr sont
bornées.

Démonstration. On suppose que {y;}icr, n’est pas bornée; alors utilisant la
rélation (x) de la proposition 1, on obtient une sous-suite {y;}jcs de la suite {y;}icr
telle que lim f(y;) = +oo0.

JjEJ
Onmet: §; = y;/f(y;); 25 =2i/f(y;); Tj =/ f(y;)-
Le cone K étant localement compact et la suite {z;};cs étant bornée, elle

est relativement compacte, donc il existe une sous-suite convergente de la suite
{z;};jes. Soit cette sous-suite {z;};ecs. Donc on a glemJ zZ; = 0.

Comme f(7;) = 1, utilisant la relation (x) de la proposition 1, il résulte que
la suite {y;};cs est bornée, donc relativement compacte.

Alors, il existe une sous-suite convergente de la suite {yj }ies. Soit cette sous-
suite {7, }jes et 7 = lirIJl ;- Evidemment, ¥ = 0 et comme T; = ¥; + Zj, il résulte
j€

qu'il existe (7,%) = lim(y;,%;), ot Z # 0.
jeJ
Le cone K étant fermé il résulte que 7,Z € K et 0 = 7 + Z, ce qui est une
contradiction parce que K N (—K) = {0}.

PROPOSITION 3. Soit T une technologie homogéne sur l’espace E et { X, }nen
la suite de sous-ensembles donnés par:

Xo =X (les entrées de T)
Xpt1={z€ X|y,z€ Xp, (y,2) €T, z =y + 2z}
Alors, quel que soit n € N, X,, définie une sous-tehnologie de T.

Démonstration. Par hypothese, X, définit one sous-technologie de 7. On
suppose que X,, définit une sous-technologie de T.
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Alors, Xp4+1 est un sous-cone convexe de X, et X, 1 # {f0}, parce que si
Xp+1 = {0} alors il résulte que X, N (—X,) # {0} ce que est absurde. Le cone
convexe X, 1 est fermé.

En effet, soit x = lzlerrIl x; ou {x; }icr, est une suite généralisée de X,,41. Alors,
pour tout ¢ € I il existe y;, 2; € X, tels que z; = y; + 2;-

De la proposition 2 il résulte que les suites {y; }icr, et {z;}icr sont bornées,
donc relativement compactes. On peut trouver les sous-suites convergentes {y;, }

et {2, } de {yi}icr (resp. de {zi}icr)-

Soit 7 = Ilclen} Yins 2 = Ilclerr} zi, et comme T est fermé on a que (7,%Z) € T et
aussi ¥,z € X,, (X, étant fermé). Donc, T=7+ 2z, o0 T € Xp41.

Il reste a prouver que si x € X,; alors il existe un y € X,41 tel que
(x,y) €T.

En effet de la construction de X,, 11 il résulte que £ = u + v, ou u,v € X,, et
(u,v) € T.

Comme X, définit une sous-technologie de T il existe un w € X, tel que
d’out (v, W) € T étant un cdne convexe on a (u +v,v +w) = (u,v) — (v,w) € T,
d’ott (u +v,v+w) = (x,v+w) € T, et on prend y = v + w ce qui démontre la
proposition.

Soit A C E un ensemble convexe. Un point o € A s’appelle extréme si et
seulement si ’ensemble A \ {zo} est convexe.

Un point zg du cone convexe K C E s’appelle extrémal si et seulement si
quel que soit y € [0,z0] = {2]0 < z < 2o} a il résulte que y = axg, ol & € R,..

THEOREME. Paur toute technologie homogéne T localement compacte de
l’espace localement convexe E il existe un couple proportionnel.

Démonstration. Par construction, pour tout n € N, X411 C X, ot { X} nen
est la su te de la propostion 3.

Comme le cone convexe X est localement compact il a une base compacte ce
qui donne que X, = (2, X, est un cone convexe fermé et tel que Xoo # {0}.

Soit B une base compact du cone X, alors B,, = BN X, est un ensemble
convexe compact.

On peut prouver que chaque point extréme de ’ensemble B, est un point
extrémal pour le cone X .

En effet, soit e € By, un point extréme et y € [0,e]. On peut supposer que
O <y < e. Donc il existe z € X, \ {0} tel que e =y + 2.

Comme B, est une base pour le cone X, il résulte qu’il existe a,3 € R;
a,B>0et by,by € By, tels que y = ab; et z = Bb,.

Donc, e = ab; + Bby. Comme B, est une base du cone X, il résulte que
a+p3=1][5].

Mais, e étant extréme pour B, il résulte que y = ae, c’est-a-dire e est
extrémal pour le cone X .
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Comme chaque ensemble convexe compact a des points extrémes on peut
cholsir un élément extrémal T € X, tel que T # 0 [6].

De la construction de X, il résulte que quel que soit n € N il existe y,, 2, €
X, tels que T =y, + 2z, et (yn,2,) €T.

De la proposition 2 il résulte que les suites {yn}nen{2n}nen sont bornées
et comme X est localement compact et T fetmé on peut trouver les sous-suites
{Yn, } convergentes (resp. {z,,}) de {yn}nen (resp. {z,}) telles que (7,%) € T oi:
y= lim y,,; 2= lim z,,T=7+Z et (7,Z) € X parce que pour tout n € N,

k—o0 k—o0
X, est fermé.

Comme T est extrémal pour le cone X il existe A\, u € R, tels que y = AZ et
Z = ux, et il est impossible d’avoir A = p = 0 parce que cela implique z = 0, ce qui
est absurde; donc (7,%) est un couple proportionnel pour la technologie homogene
T, parce que uy = AZ.

On dit qu’une technologie homogene 7" sur I’espace localement convexe E est
bien basée si le cone X est bien basé.

COROLLAIRE. Pour toute rechnologie homogéne bien basée T sur un espace
localement convexe semi-réflexif E il existe un couple proportionnel.
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