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STRUCTURES DE JACOBI SUR UNE VARIÉTÉ
DES POINTS PROCHES

Basile Guy Richard Bossoto

Abstract. We consider a local algebra A (in the sense of André Weil), a smooth paracompact
manifold M and the manifold MA of infinitely near points on M of kind A. In this paper, we
define and study the notions of A-Jacobi structures on MA.

1. Introduction

On considère une algèbre locale A (au sens d’André Weil), c’est-à-dire une
algèbre réelle A commutative unitaire de dimension finie sur R, ayant un idéal
maximal unique de codimension 1 sur R, M une variété lisse paracompacte et MA

la variété des points proches de M d’espèce A [11].
L’ensemble, C∞(MA, A), des fonctions sur MA à valeurs dans A est une

algèbre commutative unitaire sur A. En notant, C∞(M), l’algèbre des fonctions
numériques de classe C∞ sur M , alors pour f ∈ C∞(M), l’application

fA : MA −→ A, ξ 7−→ ξ(f),

est de classe C∞ et l’application

C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ fA,

est un homomorphisme d’algèbres réelles.
Il y a équivalence entre les assertions suivantes [1]:

1. X : C∞(MA) −→ C∞(MA) est un champ de vecteurs sur MA;
2. X : C∞(M) −→ C∞(MA, A) est une application linéaire vérifiant

X(fg) = X(f) · gA + fA ·X(g)

pour tous f et g dans C∞(M).
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Ainsi l’ensemble, X (MA), des champs de vecteurs sur MA est un C∞(MA, A)-
module [1].

Lorsque X est un champ de vecteurs sur MA, considéré comme dérivation de
C∞(M) dans C∞(MA, A), alors il existe une dérivation et une seule [1]

X̃ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)

telle que:

1. X̃ est A-linéaire;

2. X̃
[
C∞(MA)

] ⊂ C∞(MA);

3. X̃(fA) = X(f) pour tout f ∈ C∞(M).
Lorsque R est un anneau commutatif unitaire, d’élément unité 1R, et lorsque E

est un R-module, une application linéaire δ : R −→ E est un opérateur différentiel
d’ordre ≤ 1 si, pour tous a et b dans R,

δ(ab) = δ(a) · b + a · δ(b)− ab · δ(1R).

Lorsque δ(1R) = 0, on a la notion usuelle de dérivation de R dans E.
Ainsi une application linéaire δ : R −→ E est un opérateur différentiel d’ordre

≤ 1 si et seulement si l’application

R −→ E, a 7→ δ(a)− a · δ(1R),

est une dérivation.
Dans toute la suite, A désigne une algèbre locale (au sens d’André Weil), M

une variété lisse paracompacte, MA la variété des points proches de M d’espèce
A, C∞(M) l’algèbre des fonctions numériques de classe C∞ sur M et d’élément-
unité 1C∞(M), X (M) l’algèbre de Lie réelle des champs de vecteurs sur M et D(M)
l’algèbre de Lie réelle des opérateurs différentiels d’ordre ≤ 1 de C∞(M) dans
C∞(M). Le terme “opérateur différentiel” signifiera “opérateur différentiel d’odre
≤ 1”.

2. Structure de A-algèbre de Lie-Rinehart sur D(MA)

Proposition 1. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. X : C∞(MA) −→ C∞(MA) est un opérateur différentiel;
2. X : C∞(M) −→ C∞(MA, A) est une application R-linéaire vérifiant

X(fg) = X(f) · gA + fA ·X(g)− fA · gA ·X(1C∞(M))

pour tous f, g ∈ C∞(M).

Démonstration. Soit (aα)α∈I une base de A et soit (a∗α)α∈I la base duale de la
base (aα)α∈I .

=⇒. Comme X est un opérateur différentiel, alors l’application

C∞(MA) −→ C∞(MA), ϕ 7→ X(ϕ)− ϕ ·X(1C∞(MA))
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est une dérivation, donc un champ de vecteurs sur MA. Compte tenu de [1],
l’application

Y : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→
( ∑

α∈I

[
X(a∗α ◦ fA)

] · aα

)
−fA ·X(1C∞(MA))

vérifie
Y (fg) = Y (f) · gA + fA · Y (g).

On vérifie que l’application

C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ Y (f) + fA ·X(1C∞(MA))

répond à la question.
⇐=. Soit X : C∞(M) −→ C∞(MA, A) une application R-linéaire vérifiant

X(fg) = X(f) · gA + fA ·X(g)− fA · gA ·X(1C∞(M))

pour tous f, g ∈ C∞(M). L’application

Z : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ X(f)− fA ·X(1C∞(M))

est un champ de vecteurs sur MA considéré comme dérivation de C∞(M) dans
C∞(MA, A). Compte tenu de [1], il existe une dérivation et une seule

Z : C∞(MA) −→ C∞(MA)

telle que Z(f) =
∑
α∈I

Z(a∗α ◦ fA) · aα. L’application

C∞(MA) −→ C∞(MA), ϕ 7−→ Z(ϕ) + ϕ ·X(1C∞(M)),

est un opérateur différentiel.
L’ensemble, D(MA), des opérateurs différentiels de C∞(MA) dans C∞(MA)

considérés comme opérateurs différentiels de C∞(M) −→ C∞(MA, A) est un
C∞(MA, A)-module.

Proposition 2. Si X ∈ D(MA), considéré comme opérateur différentiel de
C∞(M) −→ C∞(MA, A), alors il existe un opérateur différentiel et un seul

X̃ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)

tel que :

1. X̃ est A-linéaire;

2. Pour tout ϕ ∈ C∞(MA),
[
X̃(ϕ)− ϕ ·X(1C∞(M))

]
∈ C∞(MA);

3. X̃(fA) = X(f) pour tout f ∈ C∞(M).

Démonstration. Comme X : C∞(M) −→ C∞(MA, A) est un opérateur
différentiel, alors l’application

Y : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ X(f)− fA ·X(1C∞(M)),
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est une dérivation. Compte tenu de [1], il existe une dérivation et une seule

Ỹ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)

telle que:

1 – Ỹ est A-linéaire;

2 – Ỹ (σ) ∈ C∞(MA) pour tout σ ∈ C∞(MA);

3 – Ỹ (fA) = Y (f) pour tout f ∈ C∞(M).
L’application

X̃ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), ϕ 7−→ Ỹ (ϕ) + ϕ ·X(1C∞(M)),

est telle que :

1 – X̃ est A-linéaire;

2 – Pour tout ϕ ∈ C∞(MA),
[
X̃(ϕ)− ϕ ·X(1C∞(M))

]
∈ C∞(MA);

3 – X̃(fA) = X(f) pour tout f ∈ C∞(M).
Ce qui achève la démonstration.

Proposition 3. Pour ϕ ∈ C∞(MA, A) et pour X ∈ D(MA), on a

ϕ̃ ·X = ϕ · X̃.

Theoreme 4. L’application

[ , ] : D(MA)×D(MA) −→ D(MA), (X,Y ) 7−→ X̃ ◦ Y − Ỹ ◦X,

est A-bilinéaire alternée et définit une structure de A-algèbre de Lie sur D(MA).
De plus, pour ϕ ∈ C∞(MA, A) et pour X, Y ∈ D(MA), on a

[X̃, Ỹ ] = [̃X, Y ]

et
[X, ϕ · Y ] =

[
X̃(ϕ)− ϕ · X̃(1C∞(MA,A))

]
· Y + ϕ · [X, Y ] .

Démonstration. Pour X,Y ∈ D(MA), l’application

[ , ] : D(MA)×D(MA) −→ D(MA), (X, Y ) 7−→ X̃ ◦ Y − Ỹ ◦X,

est manifestement R-bilinéaire alternée. Pour f et g appartenant à C∞(M), on
vérifie que

[X, Y ] (fg) = [X,Y ] (f) · gA + fA · [X,Y ] (g)− fA · gA · [X, Y ] (1C∞(M))

Ainsi [X,Y ] ∈ D(MA).
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Pour a ∈ A et pour f ∈ C∞(M), on a:

[X, a · Y ] (f) = X̃ [a · Y (f)]− ã · Y [X(f)]

= a · X̃ [Y (f)]− a · Ỹ [X(f)] = a · [X,Y ] (f).

Ainsi [X, a · Y ] = a · [X,Y ] . L’application

[, ] : D(MA)×D(MA) −→ D(MA), (X,Y ) 7−→ X̃ ◦ Y − Ỹ ◦X,

est donc A-bilinéaire alternée.
Pour X, Y ∈ D(MA) et pour ϕ ∈ C∞(MA, A), l’application

C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), ϕ 7−→ [X̃, Ỹ ](ϕ) = X̃
[
Ỹ (ϕ)

]
− Ỹ

[
X̃(ϕ)

]

est A-linéaire. Pour σ ∈ C∞(MA), on vérifie que

[X̃, Ỹ ](σ)− σ · [X,Y ] (1C∞(M))

appartient à C∞(MA) et que [X̃, Ỹ ](fA) = [X,Y ] (f) pour tout f ∈ C∞(M). On

déduit que [X̃, Ỹ ] = [̃X, Y ]. Pour ϕ ∈ C∞(MA, A) et pour f ∈ C∞(M), on a

[X, ϕ · Y ] (f) = X̃ [ϕ · Y (f)]− ϕ̃ · Y [X(f)]

= X̃(ϕ) · Y (f) + ϕ · X̃ [Y (f)]− ϕ · Y (f) · X̃(1C∞(MA,A))− ϕ · Ỹ [X(f)]

= X̃(ϕ) · Y (f)− ϕ · Y (f) · X̃(1C∞(MA,A)) + ϕ · X̃ [Y (f)]− ϕ · Ỹ [X(f)]

= X̃(ϕ) · Y (f)− ϕ · Y (f) · X̃(1C∞(MA,A)) + ϕ · [X, Y ] (f)

=
[
X̃(ϕ)− ϕ · X̃(1C∞(MA,A))

]
· Y (f) + ϕ · [X, Y ] (f)

Ainsi
[X, ϕ · Y ] =

[
X̃(ϕ)− ϕ · X̃(1C∞(MA,A))

]
· Y + ϕ · [X,Y ] .

D’où l’assertion.
Lorsque DA

[
C∞(MA, A)

]
désigne le C∞(MA, A)-module des opérateurs dif-

férentiels de C∞(MA, A) dans C∞(MA, A) qui sont A-linéaires, l’ application

∼ : D(MA) −→ DA

[
C∞(MA, A)

]
, X 7−→ X̃,

est C∞(MA, A)-linéaire et est un morphisme de A-algèbres de Lie.
En suivant [7], on a:

Corollaire 5. Le couple (D(MA),∼) est une A-algèbre de Lie-Rinehart.

3. A-structures de Jacobi sur MA

Une A-structure de Jacobi sur MA ou une structure de A-algèbre de Jacobi
sur C∞(MA, A) est la donnée d’une structure de A-algèbre de Lie sur C∞(MA, A),
de crochet {, }, telle l’application

ad(ϕ) : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), ψ 7→ {ϕ,ψ} ,

soit un opérateur différentiel pour tout ϕ ∈ C∞(MA, A).
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On va, dans ce qui suit, construire trois A-structures de Jacobi sur MA.

3.1. A-structure de Jacobi sur MA lorsque le couple (D(MA),∼)
admet une structure de A-algèbre de Lie-Rinehart-Jacobi symplectique.

On rappelle que le couple (D(MA),∼) admet une structure de A-algèbre de
Lie-Rinehart-Jacobi symplectique s’il existe une 2-forme alternée et nondégénérée

Ω : D(MA)×D(MA) −→ C∞(MA, A)

telle que d̃Ω = 0, où d̃ est la différentielle de degré +1 associée à la représentation
∼ [7].

Pour ϕ ∈ C∞(MA, A), on note Xϕ l’unique élément de D(MA) tel que

iXϕΩ = d̃ϕ.

Pour tout ϕ ∈ C∞(MA, A), on vérifie que θXϕ
Ω = 0 où θXϕ

désigne la dérivée de
Lie par rapport à l’opérateur différentiel Xϕ. Pour ϕ,ψ ∈ C∞(MA, A), on pose

{ϕ,ψ} = −Ω(Xϕ, Xψ).

Proposition 6. Si ϕ,ψ ∈ C∞(MA, A), alors {ϕ,ψ} = X̃ϕ(ψ) et

[Xϕ, Xψ] = X{ϕ,ψ}.

Démonstration. Pour ϕ,ψ ∈ C∞(MA, A), on a

{ϕ,ψ} = −Ω(Xϕ, Xψ) = Ω(Xψ, Xϕ) = (iXψ
Ω)(Xϕ) =

[
d̃(ψ)

]
(Xϕ) = X̃ϕ(ψ)

et

i[Xϕ,Xψ]Ω = [θXϕ , iXψ
](Ω) = θXϕ(iXψ

Ω)− iXψ
(θXϕΩ) = θXϕ d̃ψ = d̃[θXϕ(ψ)]

= d̃[X̃ϕ(ψ)] = d̃{ϕ,ψ} = i{ϕ,ψ}Ω.

Comme Ω est nondégénérée, on déduit que [Xϕ, Xψ] = X{ϕ,ψ}. D’où les deux
assertions.

Theoreme 7. Si le couple (D(MA),∼) admet une structure de A-algèbre de
Lie-Rinehart-Jacobi symplectique, alors l’application

C∞(MA, A)× C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), (ϕ,ψ) 7−→ {ϕ,ψ} ,

définit une structure de A-algèbre de Jacobi sur C∞(MA, A).

Démonstration. Comme, pour tous ϕ,ψ ∈ C∞(MA, A), on a

{ϕ, ψ} = −Ω(Xϕ, Xψ) = Ω(Xψ, Xϕ) = − [−Ω(Xψ, Xϕ)] = −{ψ,ϕ}.
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D’où {ϕ, ψ} = −{ψ,ϕ}. Pour tout a ∈ A,

{ϕ, a · ψ} = X̃ϕ(aψ) = a · {ϕ, ψ}.
Ainsi {ϕ, a · ψ} = a · {ϕ, ψ}. Pour ϕ, ψ, ν ∈ C∞(MA, A), on a

{ϕ, {ψ, ν}}+ {ψ, { ν, ϕ}}+ {ν, {ϕ,ψ}}
= {ϕ, {ψ, ν}} − {ψ, { ϕ, ν}} − {{ϕ,ψ}, ν}
= X̃ϕ[X̃ψ(ν)]− X̃ψ[X̃ϕ(ν)]− X̃{ϕ,ψ}(ν)

= [X̃ϕ, X̃ψ](ν)− ˜[Xϕ, Xψ](ν)

=
(
[X̃ϕ, X̃ψ] − ˜[Xϕ, Xψ]

)
(ν) = 0.

L’identité de Jacobi est ainsi démontrée.
Pour ϕ ∈ C∞(MA, A), l’application

ad(ϕ) : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), ψ 7−→ {ϕ,ψ},
est un opérateur différentiel. En effet comme

X̃ϕ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)

est un opérateur différentiel, alors pour ψ1, ψ2 ∈ C∞(MA, A) on a:

[ad(ϕ)](ψ1 · ψ2) = {ϕ,ψ1 · ψ2} = X̃ϕ(ψ1 · ψ2)

= X̃ϕ(ψ1) · ψ2 + ψ1 · X̃ϕ(ψ2)− ψ1 · ψ2 · X̃ϕ(1C∞(MA,A))

= {ϕ,ψ1} · ψ2 + ψ1 · {ϕ,ψ2} − ψ1 · ψ2 · {ϕ, 1C∞(MA,A)}
= [ad(ϕ)] (ψ1) · ψ2 + ψ1 · [ad(ϕ)] (ψ2)− ψ1 · ψ2 · [ad(ϕ)] (1C∞(MA,A)).

On conclut que C∞(MA, A) est une A-algèbre de Jacobi c’est-à-dire que MA est
une A-variété de Jacobi.

3.2. A-Structure de Jacobi sur MA lorsque M est une variété de
Jacobi.

On rappelle qu’une structure de variété de Jacobi sur une variété lisse M est la
donnée d’une structure d’algèbre de Lie réelle sur C∞(M), de crochet, { , }, telle
que pour tout f ∈ C∞(M), l’application

ad(f) : C∞(M) −→ C∞(M), g 7→ {f, g} ,

soit un opérateur différentiel. Dans ce cas, on dit que M est une variété de Jacobi
et que C∞(M) est une algèbre de Jacobi.

Dans ces conditions, pour tous f, g ∈ C∞(M), on a

ad(fg) = f · ad(g) + g · ad(f)− f · g · ad(1C∞(M)).

Lorsque ad(1C∞(M)) = 0, on dit que M est une variété de Poisson.
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Pour tout f ∈ C∞(M),

[ad(f)]A : C∞(M) −→ C∞(MA, A), g 7−→ {f, g}A
,

est un opérateur différentiel et

˜[ad(f)]A : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)

est l’unique opérateur différentiel qui est A-linéaire et qui est tel que

˜[ad(f)]A(gA) = [ad(f)]A (g) = {f, g}A

pour tout g ∈ C∞(M).

Proposition 8. Pour ϕ ∈ C∞(MA, A), l’application

τϕ : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ − ˜[ad(f)]A(ϕ),

est un opérateur différentiel.

Démonstration. L’application τϕ est manifestement linéaire. Pour f, g ∈
C∞(M), on a

τϕ(fg) = − ˜[ad(fg)]A(ϕ)

= − ˜[f · ad(g) + g · ad(f)− f · g · ad(1C∞(M))]A(ϕ)

= fA ·
(
− ˜[ad(g)]A

)
(ϕ) + gA ·

(
− ˜[ad(f)]A

)
(ϕ)

− fA · gA ·
(
− ˜[

ad(1C∞(M))
]A

)
(ϕ)

=
(
− ˜[ad(f)]A

)
(ϕ) · gA + fA ·

(
− ˜[ad(g)]A

)
(ϕ)

− fA · gA ·
(
− ˜[

ad(1C∞(M))
]A

)
(ϕ)

= τϕ(f) · gA + fA · τϕ(g)− fA · gA · τϕ(1C∞(M)).

D’où l’assertion.
Pour ϕ ∈ C∞(MA, A), l’application

τ̃ϕ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)

est l’unique opérateur différentiel qui est A-linéaire et qui est tel que

τ̃ϕ(fA) = τϕ(f)

pour tout f ∈ C∞(M).

Theoreme 9. Si M est une variété de Jacobi, de crochet { , }, alors
l’application

{ , }A : C∞(MA, A)× C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), (ϕ,ψ) 7−→ τ̃ϕ(ψ),

définit une A-structure de Jacobi sur MA.
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Démonstration. Les techniques de démonstration sont identiques à celles
utilisées dans [2].

On dit que la A-structure de Jacobi sur MA définie par {, }A est le prolonge-
ment à MA de la structure de Jacobi sur M définie par {, }.

3.3. A-Structure de Jacobi sur MA lorsque M est une variété lo-
calement conformément symplectique.

Proposition 10. Si ω : X (M) × X (M) −→ C∞(M) est une 2-forme
différentielle nondégénérée, alors

ωA : X (MA)×X (MA) −→ C∞(MA, A)

est nondégénérée.

Démonstration. On va vérifier que l’application

X (MA) −→ ∧1
(
MA, A

)
, X 7−→ iXωA,

est un isomorphisme de C∞(MA, A)-modules. Pour cela, il suffit de montrer qu’en
chaque point ξ ∈ MA, l’application

TξM
A −→ T ∗ξ MA, v 7−→ ivωA (ξ) ,

est un isomorphisme de A-modules.
On note m l’unique idéal maximal de A et h la hauteur de A: h est l’entier

naturel tel que mh 6= (0) et mh+1 = (0). Il existe des sous-espaces vectoriels
V0, V1, . . . , Vh de A tels que

A = V0 ⊕ · · · ⊕ Vh

avec Vi ⊂ mi et Vi ⊕mi+1 = mi pour i = 0, 1, . . . , h. Ainsi, V0 = R et Vh = mh.
Pour k = 0, 1, . . . , h, on note Ik l’ensemble des indices d’une base de Vk et

(aαk
)

αk
∈Ik

une base de Vk. Soit ξ ∈ MA, x0 ∈ M l’origine de ξ et (U,ϕ) une carte
locale de M en x0, de fonctions coordonnées (x1, . . . , xn) où n = dim M .

Injection : Soit v ∈ TξM
A tel que ωA (ξ) (v, w) = 0 pour tout w ∈ TξM

A.
L’espace tangent TξM

A est un A-module libre de rang n dont une base est((
∂

∂x1

)A

|ξ, . . . ,
(

∂
∂xn

)A

|ξ
)
. En particulier, on a

ωA (ξ) (v,

(
∂

∂xl

)A

|ξ) = 0

pour l = 1, 2, . . . , n. On a

v =
n∑

j=1

vj ·
(

∂

∂xj

)A

|ξ

avec vj ∈ A, pour j = 1, 2, . . . , n. Comme

vj =
∑

αk∈Ik,k=0,1,...,h

vj,αk
· aαk
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avec vj,αk
∈ R, alors

v =
n∑

j=1

[ ∑

αk∈Ik,k=0,1,...,h

vj,αk
· aαk

]
·
(

∂

∂xj

)A

|ξ.

L’équation

ωA (ξ) (v,

(
∂

∂xl

)A

|ξ) = 0

signifie que

∑

αk∈Ik,k=0,1,...,h

( n∑

j=1

vj,αk
·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]A

(ξ)
)
· aαk

= 0

pour l = 1, 2, . . . , n. Ainsi, on a

∑

αk∈Ik,k=0,1,...,h

( n∑

j=1

vj,αk
·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]
(x0)

)
· aαk

+
∑

αk∈Ik,k=0,1,...,h

( n∑

j=1

vj,αk
· θjl(ξ)

)
· aαk

= 0

avec θjl(ξ) ∈ m. Il s’ensuit que
n∑

j=1

vj,α0 ·
[
ω

(
∂

∂xj
, ∂

∂xl

)]
(x0) = 0 pour l =

1, 2, . . . , n. Comme ω est nondégénérée, on déduit que vj,α0 = 0 pour j = 1, 2, . . . , n.
En raisonnant par récurrence, on suppose que vj,αr = 0 pour j = 1, 2, . . . , n.

Montrons que vj,αr+1 = 0 pour j = 1, 2, . . . , n. L’équation devient

∑

αk∈Ik,k=r+1,...,h

( n∑

j=1

vj,αk
·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]A

(ξ)
)
· aαk

= 0

pour l = 1, 2, . . . , n. Ainsi

0 =
∑

αr+1∈Ir+1

( n∑

j=1

vj,αr+1 ·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]A

(ξ)
)
· aαr+1

+
∑

αk∈Ik,k=r+2,...,h

( n∑

j=1

vj,αk
·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]A

(ξ)
)
· aαk

.

On a

0 =
∑

αr+1∈Ir+1

( n∑

j=1

vj,αr+1 ·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]
(x0) + θij(ξ)

)
· aαr+1

+
∑

αk∈Ik,k=r+2,...,h

( n∑

j=1

vj,αk
·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]A

(ξ)
)
· aαk

,
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avec θij(ξ) ∈ m. D’où

∑

αr+1∈Ir+1

( n∑

j=1

vj,αr+1 ·
[
ω

(
∂

∂xj
,

∂

∂xl

)]
(x0)

)
· aαr+1 = 0.

Comme aαr+1 est une base de Vr+1, on déduit

n∑
j=1

vj,αr+1 ·
[
ω

(
∂

∂xj
, ∂

∂xl

)]
(x0) = 0

pour l = 1, 2, . . . , n. Comme ω est nondégénérée, alors vj,αr+1 = 0.
On conclut que v = 0.
Surjection: L’espace T ∗ξ MA est un A-module libre de rang n = dim M . Une

base est
(
(dx1)

A |ξ, . . . , (dxn)A |ξ
)

où (x1, . . . , xn) est un système de coordonnées

locales au voisinage U de l’origine x0 de ξ ∈ MA.
Soit η ∈ T ∗ξ MA. On écrit

η =
n∑

k=1

ηk · (dxk)A |ξ

avec ηk ∈ A pour k = 1, 2, . . . , n.
Soit θk l’unique champ de vecteurs sur U tel que dxk = iθk

ω|U . Alors
(dxk)A |ξ = iθA

k
(ξ) · ωA(ξ). Ainsi, η = ivωA(ξ) avec

v =
n∑

i=1

ηi · θA
i (ξ) ∈ TξM

A.

Ce qui achève la démonstration.
Dans toute la suite (M, α, ω) désigne une variété localement conformément

symplectique de 1-forme α et de 2-forme ω. Dans ce cas, l’application

ρα(θ) : C∞(M) −→ C∞(M), f 7−→ θ(f) + f · α(θ),

est un opérateur différentiel pour tout θ ∈ X (M).
De plus l’application

ρα : X (M) −→ D(M), θ 7−→ ρα(θ),

est une représentation et le triplet (X (M), ρα, ω) est une algèbre de Lie-Rinehart-
Jacobi [7, 8]. L’opérateur de cohomologie associée à la représentation ρα est
l’opérateur de cohomologie de Lichnerowicz dα [3].

La variété différentielle M est une variété de Jacobi où le crochet de deux
fonctions f et g est donné par

{f, g} = −ω(Xf , Xg),

Xf étant l’unique champ de vecteurs sur M tel que iXf
ω = dαf .
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Pour X ∈ X (MA), considéré comme dérivation de C∞(M) dans C∞(MA, A),
l’application

ραA(X) : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), ϕ 7−→ X̃(ϕ) + ϕ · αA(X),

est un opérateur différentiel qui est A-linéaire et l’application

ραA : X (MA) −→ DA

[
C∞(MA, A)

]
, X 7−→ ραA(X),

est C∞(MA, A)-linéaire et est un morphisme de A-algèbres de Lie.

Proposition 11. Le couple (X (MA), ραA) est une A-algèbre de Lie-Rinehart.

La démonstration est une simple vérification.
Si dραA

désigne l’opérateur de cohomologie associé à la représentation ραA et
si dA, [bos], est l’opérateur de cohomologie associé à la représentation

X (MA) −→ DerA

[
C∞(MA, A)

]
, X 7−→ X̃,

on vérifie que
dραA

η = dAη + αAΛη

pour tout η ∈ Λ(MA, A). Ainsi on conclut que dραA
= dA

αA . On a immédiatement:

Proposition 12. Si (M, α, ω) est une variété localement conformément sym-
plectique, alors le triplet

(X (MA), ραA , ωA
)

est une A-algèbre de Lie-Rinehart-
Jacobi symplectique.

Démonstration. On a

dραA ωA = dA
αAωA = dAωA + αAΛωA = (dω + αΛω)A = 0.

Comme le couple (X (MA), ραA) est une A-algèbre de Lie-Rinehart, comme ωA est
nondégénérée et comme dA

αAωA = 0, on conclut que le triplet
(X (MA), ραA , ωA

)
est une A-algèbre de Lie-Rinehart-Jacobi symplectique.

Pour F ∈ C∞(MA, A), on note XF l’unique élément de X (MA) tel que

iXF
ωA = dA

αAF .

En s’inpirant des techniques de [7], page 1087, on déduit:

Proposition 13. L’application

{, }ωA : C∞(MA, A)× C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A), (F, G) 7−→ −ωA(XF , XG),

définit une structure de A-algèbre de Jacobi sur C∞(MA, A).

Proposition 14. Pour f ∈ C∞(M), XfA = (Xf )A.

Démonstration. On a

iXfA
ωA = dA

αAfA = dAfA + fA · αA = (dαf)A = (iXf
ω)A = i(Xf )AωA.

Comme ωA est nondégénérée, l’assertion s’ensuit.
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Proposition 15. Si { , } est le crochet de Jacobi défini sur C∞(M) par
la structure de variété de Jacobi déduite de la variété localement conformément
symplectique (M, α, ω), alors pour f, g ∈ C∞(M) on a

{
fA, gA

}
ωA = {f, g}A .

Démonstration. On a
{
fA, gA

}
ωA = −ωA(XfA , XgA) = −ωA((Xf )A, (Xg)A) = [−ω(Xf , Xg)]

A = {f, g}A .

D’où l’assertion.
La proposition précédente signifie que si (M, α, ω) est une variété localement

conformément symplectique, la A-structure d’algèbre de Jacobi sur C∞(MA, A)
définie par la A-algèbre de Lie-Rinehart-Jacobi symplectique

(X (MA), ραA , ωA
)

cöıncide avec le prolongement à MA de la structure de Jacobi sur M définie par la
variété localement conformément symplectique (M, α, ω).
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