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Produits et quotients de combinaisons linéaires de
logarithmes de nombres algébriques : conjectures
et résultats partiels

par Guy DIAZ

RESUME. Ce texte montre qu’en combinant le théoréme fort des
six exponentielles de D.Roy et la conjugaison complexe, on peut
obtenir un certain nombre de cas particuliers de la conjecture forte
des quatre exponentielles.

ABSTRACT. In this paper, it is shown that the strong six exponen-
tials theorem due to D.Roy and complex conjugation give partial
results for the strong four exponentials conjecture.

0. Introduction

Que sait-on de la nature arithmétique des produits, quotients, inverses
de logarithmes de nombres algébriques ? Les résultats sont peu nombreux.
On sait que tout logarithme de nombre algébrique est transcendant ou nul
(théoréeme de Lindemann, 1882), et que le quotient de deux logarithmes de
nombres algébriques est rationnel ou transcendant (théoréme de Gelfond-
Schneider, 1934). Et c’est a peu pres tout.

Par exemple, ¢ étant un logarithme de nombre algébrique, non nul, on ne
sait pas si £2, 1 /£ peuvent étre des logarithmes de nombres algébriques & leur
tour. Une réponse négative pour £? donnerait la transcendance de exp(n?)
en prenant £ := ¢, résultat conjecturé depuis longtemps mais toujours non
démontré.

En I'absence de résultats, on peut se demander quelles sont les conjec-
tures “naturelles”, qu’est-ce qu’on peut espérer. Ce sera 'objet du para-
graphe 1; en partant de la conjecture forte des quatre exponentielles, on
verra que ’on dispose de conjectures pour les produits, quotients, modules
de logarithmes de nombres algébriques. Ces conjectures semblent pour I'ins-
tant hors de portée dans toute leur généralité, mais on sait en démontrer
certains cas particuliers; ce sera 1'objet du paragraphe 2. Les outils uti-
lisés sont le théoreme fort des six exponentielles de D.Roy et la conjugaison
complexe.
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Meéme si les résultats ne sont que partiels, il est assez encourageant de
constater que ’on n’est pas dans le noir complet.

Ce texte prolonge [Di 2004]. Il était rédigé pour l'essentiel quand j’ai
pris connaissance d’une premiere version d'un texte de M.Waldschmidt
consacré en gros aux mémes problématiques. A la suite d’échanges cette
version est devenue [Wa 2004], article qui contient une partie de ce qui suit
et aborde d’autres questions. Puisqu’elle était commencée j’ai terminé la
rédaction de ma version, en essayant de l’enrichir d’exemples nombreux.
Depuis, M.Waldschmidt a obtenu une généralisation du théoreme fort des
six exponentielles de D.Roy (voir [Wa 2005]), qu’il serait intéressant d’ex-
ploiter.

Pour simplifier, jutiliserai une seule référence quant aux résultats clas-
siques, le livre [Wa 2000] de M.Waldschmidt.

1. Des conjectures

1.1. Introduction.

On notera Q le corps des nombres algébriques (ie la cloture algébrique
de Q dans C) et £ le Q-espace vectoriel des logarithmes de nombres algé-
briques :

L:={leC; exp¥) €Q}.

Ce n’est pas vraiment sur £ que l'on va travailler, mais plutot sur L le
Q-espace vectoriel engendré dans C par 1 et L :

Z:Z {040+051£1+- . -+an£n; ne N7 (a07 o 7an) € @71+17 (61" o ,fn) = En}

Notons que L et L sont stables par conjugaison complexe.

La conjecture centrale sera la conjecture forte des quatre exponentielles,
notée (CF4E) dans la suite, qui s’énonce ainsi (conjecture 11.17 de [Wa
2000]).

(CF4E). Soient x1 et w3 deux nombres compleves Q-linéairement indé-
pendants et yi,y2 deus nombres complexes eux aussi Q-linéairement indé-
pendants. Alors~ un au moins des quatres mombres x1yi,T1Y2, T2Y1, T2Y2
n’est pas dans L.

Il n’y a plus vraiment d’exponentielles dans cet énoncé et le nom de cette
conjecture s’explique seulement par une conjecture antérieure, la conjecture
des quatre exponentielles, notée (C4E) dans la suite (voir [Wa 2000], page
14).

(C4E). Soient z1,x2 (resp. y1,y2) deuxr nombres compleres Q-linéairement
indépendants. Alors un au moins des quatres nombres x1y1, T1Y2, L2Y1, L2Y2
n'est pas dans L (ie une des quatre exponentielles exp(x;y;), 1 < i,5 < 2,
est transcendante).
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Ces deux conjectures peuvent se déduire de la conjecture de Schanuel ;
et (CF4E) implique (C4E). La conjecture (C4E) date du début des années
1940 et a certainement été étudiée par tous les spécialistes de la discipline
depuis. En vain. Les deux conjectures, (C4E) et a fortiori (CF4E), semblent
largement hors de portée! Il est donc assez naturel d’essayer d’en obtenir
des cas particuliers : cela fournit quelques résultats nouveaux et cela rassure
un peu.

1.2. Conjectures sur le produit, le quotient, le module.
On peut énoncer (CF4E) sous la forme suivante.

Théoréme 1. La conjecture (CF4E) est équivalente a la conjecture (PQ)
swvante :

(PQ). Soient Mg, A1, A2 € Z\{O} avec M /X0 & Q et Ao/ Ao ¢ Q. Alors
(M A2)/Xo & L.

Preuve du théoreme 1.

1) (CF4E) implique (PQ) : on applique (CF4E) aux familles (A, \2)
et (1,\1/\g), qui sont Q-libres par hypothese. Cela donne le résultat.

2) (PQ) implique (CF4E) : on part de (z1,x2) et (y1,y2) deux familles
Q-libres de nombres complexes ; on suppose que 1%, £1Y2, T2y sont dans L
et on cherche & obtenir xoy; ¢ L. On applique (PQ) avec \g := z1y2, A1 :=
T1Y1, A2 = Toys; comme (A A2)/Ag = Toy1 ¢ Lonala propriété cherchée.

[l

Remarque. Cette preuve s’adapte immédiatement pour montrer que (C4E)
est équivalente a ’assertion suivante :

“soient Lo, l1,02 € L avec l1/ly & Q , la/ly ¢ Q. Alors : (£142)/by & L.”

A partir de la conjecture (PQ) en prenant A\g := 1 ou A2 := 1 ou A} =
A2 := 1 on obtient les conjectures suivantes.
Conjectures (P).
. (P1). Pour A\, A2 € EN\@ on a My ¢ L.
. (P2). Pour ty,0, € L\{0} on a l1ly ¢ L.
. (P3). Pour \e L\Q on a A2 ¢ L et |\ ¢ L.

Conjectures (Q).

. (Q1). Soient g, A1 € L avec \g & Q et A1/ Ao ¢ Q. Alors A/ o ¢ L.
. (Q2). Soient Ly, £y € L\{0}. Si €1/l ¢ Q alors £,/ly & L.

. (Q3). Pour e L\Q on a 1/\ ¢ L.
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Les conjectures (PQ), (P1), (Q1) et (Q3) apparaissent aussi dans le pa-
ragraphe 1 de [Wa 2004].

Les assertions (P1) et (Q1l) sont au demeurant équivalentes. (P2) et
(P3) (resp. (Q2) et (Q3)) sont des cas particuliers de (P1) (resp. (Q1)). La
conjecture (P2), pour des éléments de £, donne en particulier :

“pour 1,0y € L\{0} on a l1ls ¢ L, et donc en particulier :
6152 Qé @ et glfg §Lf E”.

Ce seul résultat serait déja une belle avancée ; cela contient notamment
la transcendance de exp(7?). En prenant fo = ¢; on obtiendrait la trans-
cendance de |¢1]; c’est la conjecture C(|u|) de [Di 2004] :

“soit u € C\{0}; si |u| € Q alors e* est transcendant”.

Concernant le module, (PQ) implique la conjecture (M) suivante, plus
forte que C(|ul).

Conjecture (M).

(M). Soit A € L. Si (\,X) est Q-libre alors |\| ¢ L.

Preuve. Montrons que (PQ) implique (M). On suppose (A, \) Q-libre; en
conséquence (A, ])\]) est aussi Q-libre (si |\ = a) avec o € Q on en dedult
A = a?)\; comme o? € Q c’est contraire a I hypothese) On suppose || € £
et on apphque (PQ) avec Ao = A, A= = |A|. Cela donne (A A2)/Ag ¢
L ; mais (A A2)/Xo = X € L et il y donc contradlctlon O

Notons & propos de (M) que pour A € £ avec (A, A) Q-liée on a || € £
(on suppose A = a),a € Q; on a donc |A]? = aA?, donc |\ = B\ ol
3% = o ; comme 3 € Q, B\ est dans E).

Les conjectures (PQ), (P), (Q),(M) indiquent donc comment le produit,
le quotient, le module agissent sur les éléments de L. Et on verra au para-
graphe 2 des exemples ou cela se passe bien comme prévu. Notons au pas-
sage qu’il n’y a pas de conjecture générale pour A" (A € £\Q ; n € Z\{0})
dans cette liste.

Concernant le quotient voici deux autres conjectures, de nature assez
différente de (Q), respectivement conséquences de (C4E) et (CF4E).

Conjectures (Qr).

(Qrl). Soient Ao, A1 € L avec (Mo, M) Q-libre. Si A\1/Ag € RU R alors
At/ € Q

(Qr2). Soient ly,¢1 € L\(RUR). Si 1/l € RUIR alors {1/ € Q.
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Le théoréeme de Gelfond-Schneider montre que (Qr2) est conséquence de
(Qrl). On peut voir géométriquement (Qr2) ainsi :
“pour £ € L\(RUIR) on a :
.RENL = QL (sur la droite RC il y a essentiellement un seul élément de
L);
.RilN L = {0} (surla droite Ril il n’y a pas d’autre élément de L que 0)”.

Pour ¢ € L\(RUR) et ¢t € R, le théoreme de Gelfond-Schneider dit que
si t¢ € L alors t est rationnel ou transcendant. Mais (Qr2) dit plus : ¢ est
obligatoirement rationnel !

Preuve. Montrons que (CF4E) implique (Qrl), que (C4E) implique (Qr2),
que (Qrl) implique (Qr2).

.1) (CF4E) implique (Qrl). On part de A\;, \g € L avec (Ao, Ao) Q-libre,
A/Xo € RUIR et A\;/\g ¢ Q. On cherche une contradiction. On applique
(CF4E) aux familles (1, A1/Ag) et (Ao, Ao), qui sont Q-libres toutes les deux.
Cela donne {Ag, Ao, A1, (A1 ho)/ Ao} & £ et donc (A xo)/Xo ¢ L.

Or par hypothese (A1/Ag) = £(A1/Ao) et donc (MAo)/Ao = £A1 @ clest

donc un élément de L et cela fournit la contradiction cherchée.

. 2) (C4E) implique (Qr2). On part de ¢1,¢y € L\(R U R) avec ¢1 /¢y €

RUIR et £1/ly ¢ Q. On cherche une contradiction. On applique (C4E) aux

familles (1, ¢1/4o) et (Yo, 4o), qui sont toutes les deux Q-libres. Cela donne :
{£o, Lo, 1, (£100) /lo} ¢ L et donc (£160)lo ¢ L.

Or par hypothese (¢1/4y) = £(¢1/4y) et donc (¢16p) /by = +F1 : c’est donc
un élément de L et cela fournit la contradiction cherchée.

. 3) (Qrl) implique (Qr2). On part de 41,4y € L\(R UR) avec ¢1/ly €
RUIR, et ¢1 /0y ¢ Q. On cherche une contradiction. La famille (¢1, ¢y) est Q-
libre donc Q-libre par le théoréme de Gelfond-Schneider. La famille (£, £g)
est Q-libre donc Q-libre toujours par le théoreme de Gelfond-Schneider ;
(Qr1) dit alors que ¢1 /¢y € Q et c’est la contradiction cherchée. O

1.3 Un cas particulier de (CF4E).

On est loin de pouvoir démontrer (CF4E) et il est tentant d’envisager des
cas particuliers. En voici un, intéressant par ses nombreuses applications,
mais qui reste une conjecture pour l'instant ; avec les notations de (CF4E)
c’est le cas particulier xo/x1 = y2/y1 (“familles proportionnelles”).

Théoréme 2. Les assertions (C1), (C2), (C3), (C4) sont équivalentes et sont
conséquences de (CF4E) : N
. (C1) Soient u € C\Q et v € C\{0}; alors : {v,vu,vu?} ¢ L.
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. (C2) Soient X € E\{O} et t € C\Q; alors : {t\, Nt} ¢ L.
. (€3) Soient A € L\{0} et s € C\Q; alors : {s\, s*A} ¢ L.
. (C4) Soient A, A1, Ao € L\{0} ; si AiAa = A2 alors A\ /A = \/Ag € Q.

Preuve du théoréeme 2.
(C1) c’est (CF4E) appliquée aux familles (1,u) et (v, vu).

. (C1) implique (C2) : on prend v := A/t et u :=t et on applique (C1).
. (C2) implique (C1) : les hypotheses sont celles de (C1) ; on distingue deux
cas : _

*sivu ¢ L, cest fini;

* si vu € L on introduit A := vu,t := u et on applique (C2).

. (C1) implique (C3) : on prend v := A\, u := s et on applique (C1).
. (C3) implique (C1) : les hypotheses sont celles de (C1) et on distingue
deux cas : _

*siv ¢ L, clest fini;

* si v € £ on introduit A := v, s := u et on applique (C3).

. (C2) implique (C4) : les hypotheses sont celles de (C4); on introduit
t:=A/X2 = A1/A et on a donc At = A1, A/t = Ay : (C2) dit alors que t € Q
et c’est ce que l'on veut.

. (C4) implique (C2) : les hypotheses sont celles de (C2) et on suppose
{tA\,\/t} C L. On introduit alors A\; := At, Ay := A/t, ce qui donne deux
éléments de £\{0} vérifiant A; A2 = A2. Par (C4) on a donc A; /A = A/ Ag €
Q c’est a dire t € Q, et c’est ce que 'on voulait. O

Les quatre conjectures du théoreme 2 donnent acces aux nombres A2,
1/A, |A] ou A € £\Q. Plus précisément les assertions suivantes sont des
conjectures conséquences de chacune des conjectures du théoréeme 2 :

.a) SiAe E\@ alors \2 ¢ L (prendre w:= A\, v:=1 dans C1);
. b)SiXe E\Q alors 1/\ ¢ L (prendre u := \, v := 1/X dans C1);
. ¢) Soit X € L avec (A, X) Q-libre ; alors |\| ¢ L (prendre u := ||/, v :=
A dans C1).

On verra dans le second paragraphe des exemples illustrant (b) ; mais je
n’ai pas d’exemple illustrant (a) ou (c)!

Ceci termine le paragraphe des conjectures. Chacune de ces conjectures
peut étre vue comme un probleme a résoudre et la il faut bien reconnaitre
que ’on ne sait rien faire de spécial : on sait attaquer avec les outils clas-
siques de la transcendance mais on ne sait pas plus conclure dans les cas
particuliers que dans le cas général. Dans le paragraphe suivant on va
donc se contenter de familles d’exemples illustrant certaines des conjectures
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précédentes, exemples obtenus a ’aide du théoreme fort des six exponen-
tielles de D.Roy.

2. Résultats relatifs aux produits et quotients d’éléments de L

Le principal outil de ce paragraphe est un résultat de D.Roy obtenu en
1992, le théoréme fort des six exponentielles (voir [Roy 1992], corollary 2;
[Wa 2000], corollary 11.16 ; [Wa 2004], theorem 2.1). C’est le résultat connu
le plus proche de (CF4E) et tous les résultats de ce paragraphe en seront
des corollaires directs ; I’objectif en multipliant ainsi les applications est de
faire dire a ce théoreme le maximum de choses.

2.1 Résultats relatifs aux conjectures (PQ), (P), (Q).

On peut formuler le théoréme fort des six exponentielles de différentes
facons.

Théoréme 3 (théoréme fort des six exponentielles). Les trois asser-
tions suivantes sont équivalentes et sont vraies.

. 1) Version 1. Soient x1, 2 (resp. y1,y2,y3) des nombres complexes Q-
linéairement indépendants. Alors on a :

{3311/1, r1Y2, $1y37$2y17$2y2,$2y3} Z L.

A1 A2 Az
A21 A2 Aoz

dans L , dont les 2 lignes sont Q-linéairement indépendantes et dont les 3
colonnes sont Q-linéairement indépendantes. Alors M est de rang 2.

. 3) Version 3. Soit (A, A1, Ao, A3) € L4 tel que les familles (Mo, \1) et
(Mo, A2, Az) sont Q-libres ; alors : {\1Xa/Ao, MAs/Ao} & L.

Que les versions 1 et 2 soient équivalentes et vraies est bien connu puisque
c’est le résultat initial de D.Roy. La version 3 (c’est le corollaire 2.6 de [Wa
2004]) est plus originale et, surtout, elle est bien adaptée par sa formula-
tion aux questions du premier paragraphe. Sous les hypotheses faites on a
conjecturalement (conjecturePQ) “A1Aa/Ag et A1 A3/ Ao n’appartiennent pas

. 2) Version 2. Soit M = < ) une matrice 2 X3 a coefficients

a L ; mais tout ce que l'on sait pour l'instant démontrer c’est “A;Aa/Ao
ou A1A3/\g n’appartient pas a L. Malgré cela dans certains cas on peut
effectivement obtenir la conclusion de la conjecture (PQ), comme le montre
le corollaire suivant.

Corollaire 1 (PQ).
. 1) Soient Ao, A1, A2 € L. On suppose que la famille (Mo, A2, A2) est Q-libre
et que A1/ Ao € (RUIR)\Q. Alors :

AAa/Ao & L.
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. 2) Soient A\1, Ay € L tels que (A1, A2, A\1 o) est Q-libre. Alors :

M2, M/} & L.

. 8) Soient A1, A2 € L tels que \o # 0 et tel que (1,\1,1/)\2) est Q-libre.
Alors :

(Mo, 1/Xa} & L.
En particulier pour tout X € L\Q on a : {\2,1/\} ¢ L.
. 4) Soient \g, \1 € L tels que (A2, M1, AoA1) est Q-libre. Alors :

{M/Xo, M/A} 7 L.

En particulier pour tout A € L\Q on a : {1/X,1/)\2} ¢ L.

Le point 1 donne des exemples de triplets (Ao, A1, A2) pour lesquels on a le
résultat annoncé par le conjecture (PQ) & savoir A;Xa/Xg ¢ L. Il améliore un
peu le corollaire 2.9 de [Wa 2004]. Les points 2, 3, 4 sont moins directement
liés a la conjecture (PQ), mais fournissent des exemples qui mélangent
produit et quotient. Le point 3 (resp. le point 4) appliqué & A := im indique
que exp(m?) ou exp(1/7) est transcendant (resp. exp(1/7) ou exp(1/7?)).

Preuve du théoréme 3.
On va montrer que les versions 1 et 3 sont équivalentes.

. a) La version 1 implique la version 3. On part de Mg, A\1, A2, \3 € L
vérifiant les hypotheses de la version 3; et on applique la version 1 aux fa-
milles (1, A1 /o) et (Mo, A2, A3) qui sont Q-libres par hypothese. Cela donne
le résultat annoncé, a savoir : {A\Xa/Ao, MAs/Xo} & L.

.b) La version 3 implique la version 1. On part de (1, z2) et (y1, Y2, y3)
deux familles de nombres complexes Q-linéairement indépendants. On sup-
pose que les six produits z;y;, 1 < ¢ < 2 et 1 < j < 3, sont dans
E, et on cherche une contradiction. On applique la version 3 en prenant
o = T1Y1, A1 = Tayl, Ao = T1y2, A3 = 21Y3 ; (Ao, A1) est Q-libre car
(w1, 2) Vest et y1 est non nul; (Mg, A2, A3) est Q-libre car (y1,y2,y3) est
et x1 est non nul. La conclusion est que A\jAa/Ag ou A\ A3/ A\ n’est pas dans
/j; or MA2/Ag = may2, A\1A3/ Ao = x2ys3 et il y a donc contradiction. O

Note. Ce que l'on vient de dire du théoreme fort des six exponentielles
s’adapte sans probleme au théoreme classique des six exponentielles (voir
[Wa 2000], theorem 1.12, p. 14) ; il y a équivalence entre les deux assertions
suivantes (qui de plus sont vraies) :

Assertion 1. Soient (x1,x2) et (y1,y2,y3) des familles de nombres complezes
Q-linéairement indépendants. Alors {x1y1,x1Y2, 1Y3, T2Y1, T2y2, Toys} &
L.
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Assertion 2 . Soient Ly, 1,02, 03 € L tels que (o, ¢1) est Q-libre et (Lo, {2, {3)
est aussi Q-libre. Alors {€142/y, 0143/0y) & L.

La preuve est exactement la méme que dans le cas précédent (en rem-
placant Q par Q, £ par £).

Preuve du corollaire 1 (PQ).
. 1) On applique la version 3 du théoreme fort des six exponentielles a la fa-

mille (Ao, A1, A2, A2). Cela donne : {A\1X2/Ag, \1Aa/ Ao} & L. Et par ailleu}‘vs
MA2/Ao = £(A1 A2/ No) puisque A /Ag € RUGR. Il reste donc A A2 /Ao ¢ L.
. 2) Si A ¢ L le résultat est acquis. Sinon on applique la version 3

du théoreme fort des six exponentielles a la famille (A1 A2, A1, A2, A1) ; cela

donne {1,A1/A} ¢ L cest & dire Ay /Ao ¢ L.

.3)Sil/A ¢ L le résultat est acquis. Sinon on applique la version 3 du
théoreme fort des six exponentielles a la famille (1/A2,1, A1, 1) ; cela donne

{2, Ao} & L Cest A dire M Ay ¢ L.

. 4) Je suppose A\1/Xg et A\1/\% dans L, sinon c’est réglé! Et on applique la
version 3 du théoreme fort des six exponentielles a la famille

(1, 20, A1/A0, AL/AD)
cela donne {1, A1 /Xo} ¢ L et c’est contradictoire. O

En direction de la conjecture (P1) on a le corollaire suivant (qui correspond
au cas A9 = 1 du théoréme 3 dans la version 3).

Corollaire 2 (P). N
. 1) Soit (A1, A2, A3) € (L\Q)? avec (1, A2, \3) Q-libre. Alors :
Mo, MAs} & L.
. 2) Soit (A1, X2) € L2 avec A € (RURN\Q et (1, Ao, Ag) Q-libre. Alors :
Mo & L.

Le point 1 est le corollaire 2.4 de [Wa 2004]. Le point 2 donne des
exemples de couples (A1, A2) pour lesquels on a le résultat prévu. Et voici
quelques conséquences immédiates de ce corollaire.

Conséquences du corollaire 2 (P).

. 1) Pour X € L avec (1, A, X) Q-libre on a : {\2,|\?} ¢ L.

. 2) Pour A\, \g € L avec (1,22, M A2) Q-libre on a : {\ A2, A2} ¢ L.
(on suppose A\iAa € L et on applique le point 1 du corollaire 2 (P) a
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(A1, A2, A1A2) ). N B
. 8) En particulier pour A € L\Q on a : {\2,\3} ¢ L.

Avec A = ir le point 3 permet de dire que exp(7m?) ou exp(m3) est
transcendant (plus généralement, si « et 3 sont algébriques non nuls alors
exp(an?) ou exp(B73) est transcendant).

En direction de la conjecture (Q1) on a le corollaire suivant (qui corres-
pond au cas A\; = 1 du théoreme 3 dans la version 3).

Corollaire 3 (Q). N
. 1) Soit (Mg, A2, A3) € L3 avec Ao & Q et (Mg, A2, A3) Q-libre. Alors :

{X2/X0, A3/ Ao} & L.
. 2) Soit (Mo, A2) € L2 avec Ao € (RUIR)\Q et (Ao, Aa, o) Q-libre. Alors :
Xa/Xo ¢ L.
. 3) Soit (Mo, A2) € L2 avec Ao € (RUIR)\Q et Ay ¢ RUR. Alors :
Xa/Xo ¢ L.

Les points 1 et 2 sont les corollaires 2.3 et 2.8 de [Wa 2004]. Le point
2 donne des couples pour lesquels on a exactement le résultat prévu par
la conjecture (Q1); par exemple avec \g = log2,\o = 1 + im on obtient
(14im)/log2 ¢ L. Avec des hypotheses plus faibles et portant séparément
sur g et Ag, le point 3 donne un résultat plus faible (£ remplace E) mais
encore intéressant ; par exemple avec Ay := w et A9 := 1 + ¢ on obtient
(14+4)/m ¢ L.

Preuve du corollaire 3 (Q).

Les points 1 et 2 sont donnés par le théoreme 3 version 3 et le point 1 du
corollaire 1 (PQ) avec A1 := 1. Pour le point 3 on part de Ag, A2 vérifiant
les hypotheses pécisées dans 1’énoncé et on suppose que £ := Ay/Xg est
dans £. On a alors Ay = £.\g € L. Par ailleurs ¢ = A2/Xo = £X2/)g et
(€,0) = (A2/Xos EX2/X0) 5 (A2, A2) est Q-libre puisque Ay ¢ R U iR, donc
(¢,0) est Q-libre, donc par le théoréeme de Baker on sait que (1,4,/) est
Q-libre. On applique le second point du corollaire 2 (P) & partir de (A, ¢)
et cela donne Aol ¢ L. Cest la contradiction cherchée. O

On sait donc décrire des triplets (Ao, A1, Ag) € £3 vérifiant AjAa/Ao ¢ L,
des couples (A1, A2) € L2 pour lesquels A\j Ao ¢ Z, et des couples (A1, \g) €
L2 tels que A1/A ¢ L. Cela illustre les conjectures (PQ) , (P1) , (Q1).

Au demeurant les conditions suffisantes énoncées dans les corollaires 1,
2, 3 permettant d’affirmer que A Aa/Ao ¢ £ (resp. MAa & £, A1/ Ao ¢ L)
ne prétendent pas épuiser le champ du possible. Il y a sans doute bien
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d’autres conditions suffisantes a inventer. L’objectif était d’abord de donner
des exemples ; c’est fait.

Il serait agréable d’avoir des exemples de A € L tels que \? ¢ L (resp.
1/\ ¢ L,|\ ¢ L) et les corollaires 1, 2, 3 n’en donnent pas. On va voir
quelques résultats complémentaires qui fournissent des résultats intéres-
sants, du type “comment a partir de A € L fabriquer un nombre complexe
qui n’est pas dans L ; en particulier on aura des exemples d’éléments \ € L
pour lesquels 1/ ¢ E

Voici d’abord une variante de la version 3 du théoreme fort des six expo-
nentielles (point 1 du corollaire ci-dessous), illustrée ensuite de différentes
facons.

Corollaire 4. B
. 1) Soient A1, A2, A3,\4 € L. On suppose ()\1)\2,/\1)\4,)\2)\3) Q-libre et
()\1, )\2) Q libre. Alors : {)\4)\1/)\2, )\3/\2//\1} §Z ﬁ

. 2) Soit (A1, \2) € £2? avec (A1, A2, A1 \o) Q-libre. Alors :

{M/X2, M2/ M} ¢ L.
. 3) Soit (A1, A2) € £2 avec (A1, \p) Q-libre. Alors :
(M2, M5/ M} ¢ L.

. 4) Soit (A1, A\3) € L2 avec ()‘L’ A1) Q-libre et (A1 A1, M1 A3, A1 A3) Q-libre.
Alors M A3/ nest pas dans L.

Preuve du corollaire 4.

1) On applique le théoréme fort des six exponentielles (version 1) aux
familles ()\1, )\2) et (1, )\3/)\1, )\4/)\2)

2) C’est le point 1 en prenant Az = A4 := 1.
. 3) C’est le point 1 ot on a pris Az := A2, Ag := A;. Il faut vérifier que
la famille (A1Ag, A2, A2) est Q-libre; c’est une conséquence immédiate de
I’hypothese faite, a savoir que \j/Ag est transcendant.

4) C’est le point 1 avec Ag := A1, s := A3. Cela donne :

{XsA1 /A1, Ash /MY ¢ L.

Comme les deux nombres obtenus sont conjugués, aucun des deux n’est

dans L. 0

De ce corollaire 4 on peut tirer plusieurs exemples de nombres complexes
n’appartenant pas a L.

Corollaire 5. Soit A € £\Q.
. 1) Si (A X, AN) est Q-libre alors )\/Xg L.
. 2) Si (AN est Q-libre alors A2/ ¢ L.
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. 8) 8i (\A) est Q- libre et (1,\,X) est Q-liée alors 1)\ ¢ L.
. 4) Pour tout o € Q\{0} on a : {1/X\,1/(A+a)} ¢ L.

Preuve du corollaire 5.

. 1) On applique le point 2 du corollaire 4 avec A\; := \, Ay := A. Cela donne
{A/X,X/A\} ¢ L a fortiori on a donc A/X ¢ L.

. 2) On applique le point 3 du corollaire 4 avec A\; := \, Ay := A. Cela donne
{2/, XQ/A} ¢ L ; a fortiori on a donc A2/X ¢ L.

. 3) On suppose ici (A, A) Q-libre et (1, A, X) Q-liée. En conséquence il existe
a et 3 algébriques non nuls tels que A = a 4+ . On vérifie sans probleme
que (A, X\, A\) est Q-libre et donc par le premier point du corollaire 5 on sait
que A/A ¢ L. Comme par ailleurs A/A = 3+ (a/)), on en déduit /A & L ;
et o étant non nul il reste 1/\ ¢ L.

. 4) On applique le point 2 du corollaire 4 avec A1 := A\, A2 := A + .
On vérifie que (A1, A2, A1 \2) est Q-libre sans probléme. On obtient donc
{M/A2, M/ A1} & L. Or My/Ar = 1+ (a/A) et M /Ao =1 — (/A +a), ce
qui donne {a/\, /(A + «)} ¢ L. Et en utilisant le fait que o # 0 on a le
résultat annoncé. O

Voici quelques exemples illustrant le corollaire 5.

Exemple 1. (1+2i7)/(1—2im),1/(1—2im), /(1 —2im),1/(142ir), 7/(1+

2i7) ne sont pas dans L.

On applique le premier point du corollaire 5 & A := 1 + 2iw (on vérifie

sans probleme que (A, A, \) est Q-libre en utilisant la transcendance de
. 2 - 2

7). Cela donne A/A ¢ L. En écrivant i\\ = M =—-1+ R)\()\) et

A
A 2iIm(A) + A Im(A ~
1= zm()\)—i— = 1+2im)\() on obtient 1/(1—2im) ¢ L,7/(1—2im) ¢

L. Et par conjugaison complexe on a les deux derniers exemples de la liste
initiale.

Plus généralement la méme démarche permet de dire que si Ay € (E N
R)\Q alors (A, A\, A)\) est Q-libre et donc (1 4+ iXg)(1 —iXg)~! & L.

Exemple 2. (1 +log2 —im)2(1+1log2 + im)~! ¢ L.

On applique le second point du corollaire 5 & A := 1 +1log 2 — iw. La famille
(log 2,im) est Q-libre, donc par le théoreme de Baker, la famille (1, log 2, im)
est Q-libre; on en déduit que (A, \) est Q-libre. On obtient \2/\ ¢ L et
c’est ce que 'on voulait.

Exemple 3. 1/(1 4+ im +ilog2) ¢ L.
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On applique le point 3 du corollaire 5 & A := 1 +ir+ilog2. Ona A+ = 2
et donc (1,\, ) est Q-lie. On vérifie sans peine que (A, \) est Q-libre (on
peut noter que (im,log 2) est Q-libre, donc par le théoreme de Baker on sait
que (1,im,log?2) est Q-libre). Ainsi les hypotheéses de ce point 3 sont bien
remplies.

Plus généralement (14 idg)~! & £ pour tout Mg € (£ NR)\Q.

Exemple 4. 1/(1 + 7 —in) ¢ L.
On applique, de nouveau, le point 3 du corollaire 5 a A\ :=1+7 —¢m. On a

A= (1—14)+i\ et donc (1 A, A) est Q-liée. On vérifie que (A, \) est Q-libre.
On peut alors en conclure que 1/\ ¢ L et cest ce qu’on voulait.

Plus généralement (A +i(1 — o))~ ¢ £ pour tout A € (LNR)\Q.

Le corollaire 5 fournit des exemples d’éléments A € L pour lesquels 1/ §Z
L. Mais pour l'instant on n’a toujours aucun exemple d’élément \ € L
pour lequel A2 ¢ £ (respectivement [\ ¢ £ ou |[A]2 ¢ £). On a vu dans
les corollaires 1, 2, 3 des résultats portant sur A%, par exemple, mais qui
font intervenir un second élément 1ié & X : {\2 1/X}, {2, |A]?}, {\2, A3} ...
Comment faire pour ne garder que A? (resp. || ou |\|?)?

Notons au passage que si on dispose de A € E\{O} pour lequel on sait
que 1/\ ¢ L, alors pour tout N € Z\{O} on peut affirmer que A\ ¢ Q;
cela rapproche, un peu, de la conjecture (P).

2.2 Résultats en direction des conjectures (Qr).

Le point de départ va étre le théoreme 4, un corollaire du théoreme fort
des six exponentielles qui généralise le théoreme des cing exponentielles
de M.Waldschmidt (voir [Wa 2000], p.385). On s’éloigne, un instant, des
conjectures du paragraphe 1.

Théoréme 4. Soient x1,T2,y1,y2 des nombres complexes.
. 1) On suppose (z1,72) Q-libre et (y1,y2,1/x1) Q-libre. Si xo/x1 € L
alors : _

{@1y1, 212, T21, T2Y2} € L.

. 2) On suppose (x1,x2) Q-libre et (y1,y2) Q-libre. Si xo/x1 € L alors :
{@1y1, 2192, T2Y1, W2Y2} € L.

Le point 2 est un cas particulier du point 1, mais il est agréable de
garder les deux formulations car elles renvoient, clairement, respectivement
a (CF4E) et a (C4E).

On peut voir ce résultat comme une condition suffisante pour obtenir la
conclusion de (CF4E) dans le point 1, de (C4E) dans le point 2 (bien sr,
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conjecturalement, on n’a pas besoin de cette condition!). Cela ne dit rien
de neuf par rapport au théoreme fort des six exponentielles, mais cela le
dit sous une forme intéressante pour les questions posées ici.

Preuve du théoréme 4.

. 1) On applique le théoréme fort des six exponentielles aux familles (z1, z2)
et (y1,y2,1/x1). Cela donne {z1y1,z1y2, T2y1, T2y2, x2/x1} ¢ L; d’ou le
résultat.

. 2) Les hypotheses sont maintenant celles du point 2; on suppose de
plus avoir {x1y1, T1y2, x2y1, Toy2} C L. La famille (x1y1, z2y1) est Q-libre
par hypothese, donc Q-libre par le théoreme de Gelfond-Schneider; en
conséquence (x1,r2) est Q-libre. La famille (z1y1,71y2) est Q-libre par
hypotheése donc (1,z1y1,z1y2) est Q-libre par le théoreme de Baker; en
conséquence (1/x1,y1,y2) est Q-libre. On est donc en mesure d’appliquer
le premier point et cela donne z5/z; & L. O

Remarque. On connait une autre condition suffisante donnant la conclu-
sion du point 2 du théoreme 4. Il s’agit d’un corollaire d’un théoréme de
1971 da a D.Brownawell et M.Waldschmidt (voir [Wa 2000], point ¢ du
corollary 15.28, p.591) et qui s’énonce ainsi.

Théoréme (Brownawell-Waldschmidt). Soient (z1,x2) et (y1,y2) deux
familles de nombres complexes Q-linéairement indépendants. Si le corps
Q(x1,x2,y1,y2) est de degré de transcendance sur Q inférieur ou égal a 1
alors

{z191, 212, T2Y1, T2Y2} € L.

Le théoreme initial de Brownawell-Waldschmidt est un peu plus précis.
La condition obtenue dans le théoreme 4 (a savoir zo/x1 € L) et la condi-
tion donnée par ce dernier résultat (a savoir degtrqQ(z1,z2,y1,y2) < 1)
sont a priori de natures assez différentes; en particulier la premiere ne fait
intervenir que (x1,z2) et pas (y1,y2). On peut illustrer les deux résultats
par un méme corollaire :

Soit £ € L\{0}. Alors un des deux nombres ¢, (3 n’est pas dans L.

Preuve. On applique le point 2 du théoreme 4 ou le théoreme de Brownawell-
Waldschmidt aux familles (1, /) et (¢, ¢?).

On a vu, plus haut, dans les conséquences du corollaire 2 (P), un résultat
plus fort. (Fin de la remarque)

Revenons aux conjecture (Q) et (Qr), que 'on va d’abord rappeler sous
une forme unifiée.



Produits et quotients de combinaisons linéaires de logarithmes 387

Conjectures (Q1) et (Qrl). Soient A1, Ao € L avec Ao ¢ Q.

. (Q]) Si )\1/)\(LE L alors /\1//\0 S @
. (Qr1) Si (Mo, \o) est Q-libre et \1/Xo € RUR alors \1/X\o € Q.

Conjectures (Q22 et (Qr2). Soient (1,¢y € L\{0}.

. (Q?) Si fl/fo € L alors fl/fo € Q.
. (QTQ) Si by, 4y ¢ R U R et fl/fo € RU R alors fl/fo € Q.

Sous cette forme (Q1) et (Qrl) fournissent deux conditions suffisantes
(conjecturalement) pour que les quotients A1/Ag soient algébriques, (Q2)
et (Qr2) fournissent deux conditions (conjecturalement) suffisantes pour
que les quotients ¢1 /¢y soient rationnels.

Grace au théoreme 4, on va montrer que dans chaque cas, la conjonc-
tion de ces deux conditions suffisantes conjecturales fournit une condition
suffisante effective. On a donc avancé en direction de (Q1) et (Qrl), res-
pectivement (Q2) et (Qr2).

Corollaire 6. _ _

. 1) Soient M\, \g € L avec (1, g, o) Q-libre. Si A\1/Xo € (RUIR)N L alors
)\1/)\0 € Q. _

. 2) Soient 01,0y € L\(RUIR). Si 41/l € (RUIR) N L alors ¢1/4y € Q.

Preuve du corollaire 6. _

. 1) On suppose que \1/\o € (RUIR)NL et que A\;/Ag ¢ Q. On applique
le point 1 du théoréme 4 avec (x1,2) := (1, 1/X0) et (y1,%2) := (Ao, Ao)-
Cela donne {\g, Ao, A1, \1Ao/Ao} & L. Comme par ailleurs A\ A\g/Ao = A1,
on a obtenu une contradiction et c’est ce que ’on voulait.

. 2) On suppose que £1/y € (RUR) N L et £1/¢y ¢ Q. On applique le
point 2 du théoreme 4 avec (z1,z2) := (1,41/4) et (y1,y2) := (fo,40), qui
sont des familles Q-libre. Cela donne {/g, €o,¢1,¢100/o} ¢ L. Comme par
ailleurs ¢4, [l = +/1, cela conduit & une contradiction et c’est ce que I'on
voulait. O

2.3 Quelques résultats liés aux familles {v, vu, vu?}.

Le théoreme 2 proposait différentes formulations d’une conjecture qui est
un cas particulier de (CF4E), le cas de deux familles proportionnelles. Sous
la forme (C1), on conjecture que {v,vu,vu?} ¢ £ dés que u € C\Q et v €
C\{0} (c’est (CF4E) appliqué a (1,u) et (v,vu)). A défaut de ce résultat,
on va chercher des conditions suffisantes sur (u, v) sous lesquelles on pourra
affirmer que I'on a bien {v,vu,vu?} ¢ L. Je vais proposer deux résultats
de ce type, qui font apparaitre des conditions suffisantes tres différentes, les
théoremes 5 et 6. Bien évidemment ces conditions ne prétendent pas étre
les seules possibles.
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Le premier résultat est un simple cas particulier du théoreme 4.

Théoréeme 5. o B

. 1) Soient u € C et v € C\{0} avec (1,v,vu) Q-libre. Si u € L alors
{v,vu,vu?} ¢ L.

. 2) Soient u € C\Q et v € C\{0}. Siu € L alors {v,vu,vu?} ¢ L.

Preuve du théoréme 5.

. 1) On applique le point 1 du théoreme 4 avec x; := 1, 3 := u, y1 1= v,
Yo 1= VU.

. 2) On applique le point 2 du théoreéme 4 avec le méme choix. O

La condition “u € L” est bien stir assez restrictive, mais ce théoreme 5
redonne certains résultats du paragraphe 2-1. Voici deux exemples.

Exemple 1. Pour (A1, A2) € L2 avec (1, A2, A1 A2) Q-libre on a :
{(Mda, AN} ¢ L.

(on applique le point 1 du théoréme 5 & u := A1, v := \g).

Exemple 2. Pour (Ao, A1) € £? avec (A2, A1, Ao)1) Q-libre on a :

M/ do, /Ny ¢ L.
(on applique le point 1 du théoreme 5 & u := Ao, v := A1 /A3).

Ce théoreme 5 a un corollaire qui sera un retour sur [Di 1997], dont
je reprends les notations. ‘H désigne le demi-plan de Poincaré, D le disque
unité ouvert centré en 0 de C, j I'invariant modulaire (j est une application
de H dans C) et J son développement de Fourier & linfini (J est une
application de D\{0} dans C). La conjecture suivante notée (C4) dans
[Di 1997] est un cas particulier de (C4E) (mais aussi d’une conjecture de
D.Bertrand, hors sujet ici).

(C4) “Soit T € H. Les nombres exp(2inT) et exp(—2im/T) ne sont pas

stmultanément algébriques”.
Et j’ai montré ([Di 1997], théoreme 1) que (C4) est une assertion équivalente
a l'assertion suivante, de nature modulaire :

“J est injective sur QN (D\{0})”.

A défaut de savoir démontrer (C4) j’ai donné des exemples de 7 € ‘H pour
lesquels la conclusion de (C4) est acquise ([Di 1997], proposition 3). Le
théoréeme 5 permet d’en donner une autre famille, élargissant 1’ensemble
des 7 € H pour lesquels ¢ca marche comme prévu. Voici le résultat, qui
compléte un peu cette proposition 3 de [Di 1997].

Corollaire 7. Soit 7 € H avec 7 € L ou 1/7 € L. Les nombres exp(2int)
et exp(—2im/T) ne sont pas simultanément algébriques.
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Preuve du corollaire 7. N
On applique le point 2 du théoréme 5 avec u := 7, v := 2iw/7 quand 7 € L;
et avec u:=1/7, v:= 2inT quand 1/7 € L. O

Ce corollaire 7 donne bien la conclusion attendue dans (C4), au prix d’une
hypotheése supplémentaire (7 € L ou 1/T € Z) Or sous cette hypothese
supplémentaire on attend un résultat bien plus fort; par exemple si 7 €
(HNL)\Q, la conjecture (P1) prédit que (2in).7 ¢ L et donc (2i7).7 ¢ L. Et
les résultats du paragraphe 2-1 donnent des exemples ot ’on peut atteindre
ces résultat plus forts.

Exemple 1. Si 7 € HNL avec (1, 7,7) Q-libre alors (2im)7 ¢ L (on applique
le point 2 du corollaire 2 (P) avec \; := 2im, Ao := 7).

Exemple 2. Si 7 € (H N £)\iR alors (2ir)r ¢ L.

(On part de 7 € (HNL)\iR; ainsi (7,7) est Q-libre et donc par le théoréeme
de Baker, la famille (1, 7,7) est Q-libre; on est ainsi dans les hypotheses de
I'exemple 1).

Et on aurait des exemples analogues avec le couple (1/7, 2im/7).

Aprés ce détour modulaire, retour aux familles {v,vu,vu®} pour la se-
conde condition suffisante annoncée au début du paragraphe. Dans 'es-
prit du théoréme 2 cette condition sera formulée sous plusieurs formes
(équivalentes).

Théoréme 6.

. 1) Soient u et v dans C\Q. On suppose (v,v) Q-libre et (1,u,u) Q-lice.
Alors : {v,vu,vu?} ¢ L.

. 2) Soient A\ € L et t € C\Q. On suppose (\/t,\/t) Q-libre et (1,t,7) Q-
lide. Alors : {t\, Mt} ¢ L.

. 3) Soient A € L et s € C\Q. On suppose (\,\) Q-libre et (1,s,5) Q-lice.
Alors : {s\, s2A} ¢ L.

. 4) Soient A\, A1, Ay € EN\{O} On suppose Mo = A2 (A, A1) Q-libre et
(1, \/A1, M/ A1) Q-lide. Alors : A\/A\1 = X2/X € Q.

Le point 1 redonne les propriétés 2 et 3 du corollaire 5. Le point 2
généralise la proposition 3 de [Di 1997] (£ remplace £ et A remplace 2ir).
Le point 4 n’a, conjecturalement, que des illustrations triviales : tout triplet
(A A1, N\2) € L3 vérifiant \; \a = A2 va vérifier A A1 = A2/) € Q (conjecture
(C4) du théoreme 2).

Preuve du théoréme 6.
. 1) On applique le théoreme fort des six exponentielles, version 1, aux
familles (v,?) et (1,u,u?) qui sont bien des familles Q-libres. Cela donne :

{v, vu, vu?, 7, Tu, Tu?} ¢ L. (%)
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Par hypothese (1,u,%) est Q-liée; comme u ¢ Q, il existe (o, ) € @2 tel

que @ = a + Bu. On a donc v = av + fuv, vi? = a’v + (2a8)vu + F2vu?.

On voit donc que si v, vy, vu? sont dans E, alors v et vii? sont aussi dans

E, et donc les conjugés U, vu, vu? aussi; mais c’est contraire a (x). On a

donc finalement le résultat annoncé : {v,vu, vu®} ¢ L.

. 2) On applique le point 1 avec u :=t, v := \/t.

. 3) On applique le point 1 avec u :=s, v := A.

. 4) On applique le point 1 avec v := A1, u:= A/A\; = Ao/ O
Dans les théoremes 5 et 6 on a vu des conditions suffisantes portant sur

(u,v) permettant d’affirmer que {v, vu, vu®} ¢ L. On peut aussi s’intéresser

a des familles voisines de {v, vu, vu?} ; voici deux exemples.

Théoreme 7.

. 1) Soient u,v € C avec (1,u,u) Q-libre et (v,v) Q-libre. Alors :
{v,vu,vu} ¢ L.

. 2) Soient u € C\Q et v e C\{0}. Alors : {v,vu, vu2,vu3} ¢ L.
En particulier on a donc : {u,u? w3} ¢ L

Preuve du théoréme 7.

On applique le théoreme fort des six exponentielles, version 1, a :
. (1,u,m) et (v,v) dans le point 1;

. (1,u,u?) et (v,vu) dans le point 2. O
Le second point, avec v := 1 et u := 7/2, donne : {x!/2,73/2} ¢ L. Et
avec v :=1, u:=71"/3 ona: {x'/3 723} ¢ L. O

2.4 En forme de bilan.

Le verre est a moitié plein ou a moitié vide. Je ne sais pas démontrer les
conjectures présentées ici, mais je sais dire que dans un certain nombre de
cas tout se passe comme prévu par ces conjectures.

M.Waldschmidt a obtenu dans [Wa 2005] un résultat qui généralise le
théoreme fort des six exponentielles. Il serait intéressant d’en tirer des ap-
plications du méme type que celles de ce paragraphe 2, mais cela ne me
semble pas tres évident. Il est bien certain qu’a rester, comme je le fais ici,
dans le cadre du théoréme fort des six exponentielles on ne peut pas espérer
aller tres loin. Il faut avancer au niveau de la machine transcendante ; mais
depuis 1992 et la percée de D.Roy il n’y a pas eu de progres sensible en
ce qui concerne les résultats qualitatifs de transcendance des valeurs de la
fonction exponentielle. Le travail reste donc & faire.
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