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Quand seule la sous-somme vide est nulle
modulo p

par JEAN-MArRC DESHOUILLERS*

RESUME. Soit ¢ > 1, p un nombre premier et A une partie de
Z/pZ de cardinal supérieur a c,/p telle que pour tout sous-ensem-
ble non vide B de A, on a ), 5 b # 0. On montre qu’il existe s
premier & p tel que I'ensemble s.A4 est trés concentré autour de
Porigine et qu’il est presque entierement composé d’éléments de
partie fractionnaire positive. Plus précisément, on a

sa _ sa _
Y=l <140 mp) et > =] =0@ " lnp).
acA p a€A, p

{sa/p}=1/2

On montre également que les termes d’erreurs ne peuvent étre
remplacés par o(p~1/?).

ABSTRACT. Let ¢ > 1, p be a prime number and A a subset of
Z/pZ with cardinality larger than c,/p and such that for any non
empty subset B of A, one has ), b # 0. We show that there
exists s coprime with p such that the set s..A is very concentrated
around the origin, and that it is almost exclusively composed of
elements with a positive fractional part. More precisely, one has

sa _ sa _
Y=l < 1+0(@ 4 mp) and >~ |=[=0@ /*Inp).
ac A p acA, p
{sa/p}>1/2

We also show that the error terms cannot be replaced by o(pfl/ ).

1. Introduction

1.1 Soit p un nombre premier et A4 un sous-ensemble de Z/pZ. P. Erdds
et H. Heilbronn [3] ont posé en 1964 la question de trouver une constante
c telle que si card A > ¢,/p, alors A contient un sous-ensemble non vide
dont la somme des termes est égale a 0. Ils ont fourni une construction d’un
ensemble A de cardinal |/2p—1] tel que la somme des termes de tout sous-
ensemble non vide de A est non nulle. L’existence d’une telle constante ¢ a
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été obtenue en 1968 par Olson [4] avec la valeur admissible ¢ = 2, comme
conséquence d’un résultat plus général. En 1996, Y. Ould Hamidoune et G.
Zémor [5] ont montré que la condition card A > /2p + 51Inp implique que
A contient un sous-ensemble non vide dont la somme des termes est égale
a 0.

Nous donnons ici une information sur la structure des sous-ensembles
A de Z/pZ dont le cardinal est sensiblement supérieur a ,/p et dont seule
la sous-somme vide est nulle. Nous montrons comment la méthode intro-
duite en collaboration avec G. A. Freiman [2] permet de montrer le résultat
suivant :

Théoréme 1. Soit ¢ > 1, p un nombre premier et A une partie de 7./pZ
de cardinal supérieur a c,/p telle que pour tout sous-ensemble non vide B
de A, on a ) gb# 0. Il existe un entier s premier a p tel que l'on a

) DIl < 10 gy e 3T =0 np)
acA a€A, p
{sa/p}=1/2
Nous conjecturons que les termes d’erreur peuvent étre réduits a
O(p~'/?); ce résultat serait optimal, car la construction donnée en [1]
s’adapte facilement pour démontrer le résultat suivant

Théoreéme 2. Soit 0 < ¢ < /2. Il existe un nombre réel strictement positif
K tel que pour tout nombre premier p suffisamment grand, il existe un sous-
ensemble A of Z/pZ de cardinal supérieur a c./p, tel que pour tout entier
s premier 4 p on a

@ S I8 s1+Ep 2 e S 1) s kp 2
acA p a€A{sa/p}>1/2

et tel que la somme des éléments de tout sous-ensemble non vide de A est
non nulle.

Gyan Prakash et ’auteur ont utilisé le Théoréme 1 pour démontrer que le
cardinal d’un sous-ensemble maximal A de Z/pZ dont seule la sous-somme
vide est nulle est le plus grand entier k tel que ) ;... < p + 1. Note
ajoutée lors de la révision de ’article. -

2mu)
D Y
|lu|| = min.ez |u — 2| et {u} la partie fractionnaire de u ; quand b € Z/pZ,

Dexpression ep(b) (resp. ||b/p||, resp. {b/p}) représente la valeur commune
de toutes les quantités e,(b) (resp. ||b/pl|, resp. {b/p}) ol b est n’importe
quel entier représentant la classe de b ; on dénote par |b| le minimum de ||

1.2 Notations. Pour un nombre réel u, on note e,(u) = exp(

pris sur tous les représentants b de b, ou, de facon équivalente |b| = p||b/p|
et par (b) le reste de la division euclidienne de n’importe quel représentant
b de b par p, ou, de fagon équivalente (b) = p{b/p}.
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La lettre p dénote un nombre premier suffisamment grand pour satis-
faire a toutes les inégalités explicites ou implicites dans lesquelles il est
impliqué (pour I’essentiel, des comparaisons de constantes et de puissances
de logarithmes).

Quand une famille, c’est-a-dire une collection d’éléments ou les répéti-
tions sont permises (multiset en anglais), est décrite par ses éléments, on les
indique entre double accolade, par exemple A = {{0,1,1}} = {{a1,a2,a3}}.
Pour une telle famille A dont les éléments appartiennent & un groupe
abélien, on note A* ’ensemble (sic) des sommes de ses parties, c’est-a-dire
A" ={>"cpb, B C A}, oli la somme prise sur 'ensemble vide est 0, et de
méme on note A* = {3°, b, 0 # B C A} ; on a donc A* = A*U{0}. Pour
une sous-famille, ou un sous-ensemble, A d’un groupe abélien et un entier
positif s, on note s - A la famille, ou ’ensemble, constituée des multiples
par s de ses éléments ; dans le cas ou A est constitué d’entiers multiples
de s, on note (1/s) - A la famille, ou 'ensemble, des éléments de A di-

visés par s. Enfin, le cardinal d’un ensemble, ou d’une famille, A est noté
indifféremment Card(.A) ou |Al.

1.3 Remerciements. Une partie de ce travail a été effectuée lorsque I'au-
teur séjournait & I'Institute for Mathematical Sciences de Chennai ; il
remercie cette institution ainsi que I'Institut Franco-Indien de Mathéma-
tiques et le CEntre Franco-Indien pour la Promotion de la Recherche
Avancée pour leur soutien.

2. Résultats préliminaires

Lemme 1. Soit G un groupe abélien fini avec q > 2 éléments et A une
famille de m éléments non nuls de G avec m > q — 1. Alors, ou bien il
existe une sous-famille B de A avec ¢ — 1 éléments telle que B* = G, ou
bien il existe un sous-groupe H de G différent de {0} et G tel que moins de
Card(G/H) — 1 éléments de A ne sont pas dans H.

C’est le second lemme de [2].

Lemme 2. Soit d un entier positif et L une famille d’entiers de cardinal
supérieur ou égal a d. Il existe D C L avec |D| < d —1 tel que pour tout y
de (L\D)*, il existe z dans D* congru ¢ —y modulo d.

Démonstration du Lemme 2. On procede par récurrence sur d. Le
lemme est clairement valide pour d = 1, car (* = {0}. On le suppose
établi pour tout d < J, o1 § est un entier supérieur & 1 donné. Si £ contient
moins de & — 1 éléments qui ne sont pas congrus a 0 modulo J, on note
D cette famille et on remarque que tout élément de (£\D)* est congru a
0 modulo 4, tandis que D* contient 0. Dans le cas contraire, on note £
la famille des éléments de £ qui ne sont pas congrus a 0 modulo ¢, et on
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applique le Lemme 1, ce qui conduit a distinguer deux cas :

—ou bien £; contient une famille D avec § — 1 éléments telle que D* couvre
tous les résidus modulo J, auquel cas le lemme est vérifié pour d =9 ;

— ou bien il existe un diviseur d; de 4, avec 2 < &1 < 6, tel qu’au plus
(0/01 — 1) éléments de £; ne sont pas divisibles par d;. Dans ce cas, il y a
également au plus (§/d; — 1) éléments de £ qui ne sont pas divisibles par
01 ; on note alors D cette famille et on considere Lo = (1/01) - (L\Dy) ;
le cardinal de L9 est au moins 6 — (§/d; — 1) > 6/01 ; par 'hypothese de
récurrence, on peut trouver Dy dans Ly avec [Daz| < §/6; —1 et tel que pour
tout yo de (L2\ Do) il existe zo dans D3 congru a —y2 modulo 6/4;. On
pose alors D = Dy U (61 - 62) et on a bien D C L, |D| < § — 1 et D satisfait
aux conditions requises dans ’énoncé du lemme pour d = 4. O

Théoréeme 3. Soit [ > L > 100 et B > 2C'In L des entiers positifs tels
que
C? > 500L(In L)* + 20007 In L.

Soit B un ensemble de B entiers inclus dans [—L, L. Alors, il existe d > 0
et un sous-ensemble C de B de cardinal C tel que
(i) tous les éléments de C sont divisibles par d,
(ii) C* contient une progression arithmétique avec I termes et de raison d,
(iii) au plus C'ln L éléments de B ne sont pas divisibles par d.

C’est le second théoreme de [2].

Théoreme 4. Soit x un entier suffisamment grand et IC, et L deux en-
sembles d’entiers inclus dans |0, x| tels que l'on ait

(i) K| > 5022 1n? x,
(i)  Syepl > 2723 Inw.
Alors, on a K¥N LE (.

Démonstration du Théoréme 4. On applique le Théoreme 3 pour ’en-
semble B = K, avec I = |0,04zlnz|, L = z et C = [242'?Inz| ;
soit alors d et C le nombre réel et I’ensemble introduits par le Théoreme
3. Puisque d divise au moins la moitié des éléments de I, on a d <
0,04 /2 1n"2 z. Notons Z la progression arithmétique de I termes et de rai-
son d dont ’existence est affirmée par le Théoreme 3. Son plus grand terme,
qui est élément de C*, est inférieur ou égal & |C|z et donc & 25232 Inz ;
par ailleurs, il est supérieur ou égal & (I — 1)d et donc & 0,03 dzInz.
Puisque les éléments de £ sont au plus égaux a x, il y en a au moins
2722 Inz, et donc |£| > d : on peut donc appliquer le Lemme 2 & 'en-
semble £ avec le nombre d que nous venons d’introduire ; on note que ’en-
semble D obtenu a au plus 0,04 z'/2In~2 z éléments et £\D en a au moins
26,522 Inz. Soit ¢ un entier compris entre 0,02dzInz et 2523/2Inz ;
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puisque tous les éléments de £\D sont au plus égaux a z et que leur somme
est supérieure & 27232 Inz — da > 26 23/?Inx, il existe un élément y de
(L\D)# compris entre ¢ et t +x. Par le Lemme 2, il existe z dans D* congru
4 —y modulo d. L’élément y+ z est dans D*+(L\D)? € L£F : nous venons de
montrer que tout entier congru a 0 modulo d compris entre 0,02 dz In z + dx
et 2523/2Inz + dx est dans £f. Mais 1'un de ces éléments est un élément
non nul de C* ; il est donc dans C* et a fortiori dans K. O

3. Démonstration du Théoréme 1

3.1 La démonstration de la deuxiéme proposition de [2] n’est valable que
lorsqu’il existe x différent de zéro qui n’appartient pas a A*. Dans le cas
considéré en [2], cette hypothese était justifiée par le fait que 0, somme sur
la partie vide, est bien un élément de A*. La proposition suivante traite du
cas x = 0, qui nous intéresse ici ; la démonstration est tres proche de celle
de la deuxieme proposition de [2].

Proposition 1. Soit p un nombre premier et A un sous-ensemble de 7./pZ
tel que 0 ¢ A et |A| > 21i1n2p' Il existe t # 0 dans Z/pZ tel que

at 2
(3) exp(—m y | 151

acA

et, pour tout u > 0, on a
t
(4) Card{a € A; ||%\| > u'} <u?lnp.

Démonstration de la Proposition 1. Pour toute famille non vide {a; }i<,
d’éléments deux & deux distincts de A, la somme a; + - - - + a;, est non nulle

et on a
Z ep(t(ar +---+ay)) =0;
t mod p

pour la famille vide, dont la somme est nulle, la méme expression vaut p. En
sommant sur tous les sous-ensembles de A et en utilisant la multiplicativité
de ’exponentielle, on obtient

>, T +eta) =p
t mod p acA
On sépare alors la contribution de t = 0, d’ott 'on déduit
2T+ ep(ta) =
t#0 ac A
Cela implique qu'il existe ¢ £ 0 tel que

(5) [T 11 +ep(ta) > 20-p 24

acA p—l p
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Par la formule de Taylor, on établit aisément (cf. [2]) I'inégalité

(6) |1+ exp(2miy)| < 2exp(—n|y[*).

La Relation (3) provient de (5) et (6). Si 'on suppose que (4) n’a pas lieu,
on a

at 2 _ —
exp(—7 Y _[|=| ) < exp(—m.logp) =p " <p,
acA
en contradiction avec (3). O

3.2 Nous omettons la preuve du résultat suivant, qui est identique a celle
de la Proposition 3 de [2].

Proposition 2. Soit p un nombre premier suffisamment grand. Soit A une
partie de Z/pZ telle que |A| > 0,1,/p et 0 ¢ At et soit T = [p®?]. Il existe
s, premier a p, tel que

[{a € A, [las/pl| = 74} < 21"/ In?p

et s- A contient un sous-ensemble C avec au plus I'/?1n? p éléments tel que
C* contient un intervalle avec au moins I éléments.

3.3 Jusqu'a la fin de cet article, A désigne un sous-ensemble de Z/pZ satis-
faisant aux hypotheses du Théoréeme 1. On peut appliquer a A la Proposi-
tion 2 ; on note B = {sa,a € A,|sa| < p*®} et on écrit £ = B\C ; puisque
la différence entre deux éléments de € est au plus 2p%® < [p®?] = I, T'en-
semble £ + C* contient un intervalle, et puisqu’il est inclus dans (s- .A)ﬁ,
qui ne contient pas 0, sa longueur est au plus égale a p. Cela implique
la majoration ) ¢ |e| < p, d’ott I'on déduit que pour tout A > 0 on a
{e €& lel = A/} < A1/

Soit A =2(c—1)"!, D = {e € &, |e| < A\\/p}, D1 'image naturelle de D
dans [-\/p, Ay/Dl, Dy = DiNj0, A/p| et D; = D1 N [—A/p, O[. Quitte &
changer s en —s, on peut supposer sans perte de généralité que \Dﬂ > |Dy |,
et on a donc |Df| > 0,5,/p. Sion a ZdeDf |d| > 27 (A\/p)*?In(A\/p), le
Théoréme 4 implique que (D} )* et ((—1)-D; )* ont un élément en commun,
ce qui contredit le fait que 0 n’est pas dans A? et donc pas dans (s- .A)u.
On a donc montré que ZdeD; |d| = O(p*/*Inp). Tl en résulte que |Dy| =
O(p*®1np), et donc |DY| > (c +2)/3 /p.

On applique le Théoreme 3 & DY, avec L = |[A\\/p], I = L+1et C =
125 LY2In L] ; puisque D, inclus dans ]0, A,/p], contient au moins (c +
2)/3/p éléments, I’élément d dont le Théoreme 3 affirme l'existence est
O(1). On prend pour d le plus grand tel élément. Au moins (c + 3)/4/p
termes de Df sont divisibles par d. On note d I'inverse de d modulo p et
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u = ds mod p. Considérons I'ensemble B = u - A et notons B son image
naturelle dans | —p/2, p/2], Bf = BN]0, A\\/p] et B = BN[-A/p, 0. Par

construction, on a

(7) Bl > (c+3)/4/p.

On applique — c’est la derniere fois! — le Théoreme 3 & B, avec L = IAVDs
I=L+1etC=[25L"Y2InL] ;le caractere maximal du nombre d choisi
a l'étape précédente implique que le nouveau d obtenu vaut 1 : il existe
donc un sous-ensemble C de Bf , de cardinal au plus C, tel que C¥ contient
un intervalle avec au moins L termes ; il est en outre clair que le plus
petit de ses termes est inférieur & CL = O(p*/*Inp). 1l en résulte que
(Bf)* contient un intervalle de longueur au moins ZbeB;‘\C b et dont le

plus petit élément est O(p3/ 4Inp). Par la Relation 7, cet intervalle est de
longueur supérieure & p/2. On considere alors ’ensemble B* = BN|0, p/2[ :
Pensemble (BT)* contient un intervalle de longueur au moins Y, 5 et

puisque cette longueur est au plus p, et que ) . c = O(p3/ 4Inp), on a

(8) > b<p+0E*np).
beB+
Considérons maintenant B~ = BN] — p/2, 0] : aucun élément de (B~)

ne peut étre 'opposé d'un élément de (B”“)ﬁ : cela implique que tous les
éléments b~ de B~ vérifient |b~| = O(p*/*Inp), et qu'on a

(9) > bl = 0(p** Inp).
beB—

Le Théoréme 1 résulte de la construction des ensembles (BT) et (B7) et
des Relations (8) et (9). O

4. Démonstration du Théoréme 2

Cette partie suit de pres 'argument de article [1] en le simplifiant en
partie, et nous n’en indiquons les détails que pour cette partie. En revanche,
nous profitons de cet article pour redonner ’énoncé du Lemme 1, pollué
par une coquille, qui doit se lire ainsi :

Lemme 3. Soit k > 3 un entier naturel. Tout entier de l'intervalle [k +
2,4k? — 3k] peut étre écrit comme somme d’éléments deuzx a deux distincts
de lintervalle [k + 2, 5k].

Pour démontrer le Théoreme 2 on commence par construire un ensemble
auxiliaire d’entiers £. On rappelle que I'on a 0 < ¢ < v/2. On pose

¢ =min{1/10, (V2 —¢)/5} et k= |ey/p|
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et on définit £ comme ’ensemble des entiers de l'intervalle
[k+1, [(V2+€/2,2)/p+1]].
Quand p est suffisamment grand, on a
(V2+€/2,2)p < [(V2+€/22)yp+ 1] < (V2+€/2,1)/p,

d’out 'on déduit aisément, toujours pour p suffisamment grand

(10) p+01E* <> e<p+k’
ec&

D’apres le Lemme 3, on peut trouver un ensemble C d’entiers de 'intervalle
[k + 2, bk], deux a deux distincts, tel qu’en notant D = E\C on ait

(11) Zd:p—i—k.

deD

Puisque D contient les entiers de I'intervalle [5k+1, | (vV2+€2/2,2),/p+1]]

et donc ceux de l'intervalle [5e,/p+ 1, v2,/p + 3], le choix de € assure que
I'on a

(12) card D > c¢\/p.

Soit alors B ’ensemble des entiers de l'intervalle [~ | vk |, —1] et F = DUB.
OnaB* C[-k+1, —1],dou F* C [-k+1, p+k]. Montrons que ni p ni 0
ne sont dans F*. Soit G un sous-ensemble non vide de F ; il contient D, on
ay, P 1 ; s’il ne contient pas tout D mais en contient un élément,
onal<)> 9eg 9 <D enfin, s’il ne contient aucun élément de D, puisqu’il
est non vide, on a ) geg 9 < 0. Cela implique que I'image canonique A de

F dans Z/pZ satisfait & la relation souhaitée 0 ¢ A! ; en outre la relation
(12) implique que card A > ¢,/p ; puisque k est de l'ordre de grandeur de
/P, la relation (11) et la définition de B impliquent les inégalités de (2)
pour s = 1.

La validité des inégalités (2) pour 0 < [s| < p/2 se démontre comme
dans [1] ; rappelons-en le principe. Tant que [s| < 0,35,/p, on a bien siir
Y zesp || = 18] D_gqep d, mais I'ensemble d’entiers s-D est dans [0, p/2] ou
[—p/2, 0], d’ou ||sd/p|| = |s|||d/p||, et la relation (11) implique la premiere
partie de la relation (2) ; quant & la seconde inégalité, ’argument précédent
la fournit si s est négatif ; si s est positif, on applique 'argument précédent
a B. Lorsque 0,35,/p < |s| < p/2, le méme argument qu’en [1] (étude
directe lorsque s n’est pas trop grand et sinon, utilisation de sommes trigo-
nométriques) implique la relation ) . . |z| > 2. Si s est négatif, 'argu-
ment précédent implique également la seconde inégalité de (2). Enfin, si
s est positif, on applique la technique précédente & s - B pour terminer la
démonstration du Théoreme 2. O



Quand seule la sous-somme vide est nulle modulo p 79

Bibliographie

[1] DESHOUILLERS J-M., A lower bound concerning subset sums which do not cover all the
residues modulo p. Hardy-Ramanujan J. 28 (2005), 30-34.

[2] DESHOUILLERS J-M., FREIMAN G. A., When subset-sums do not cover all the residues mo-
dulo p. J. Number Theory 104 (2004), 255-262.

[3] ErRDOs P., HEILBRONN H., On the addition of the residue classes modp. Acta Arith. IX
(1964), 149-159.

[4] OLson J. E., An addition theorem modulo p. J. Combin. Theory 5 (1968), 45-52.

[5] OuLD HAMIDOUNE Y., ZEMOR G., On zero sum-free sets. Acta Arith. LXXVIII (1996),
143-152.

Jean-Marc DESHOUILLERS

Institut de Cognitique

Université Victor Segalen Bordeaux 2

33076 BORDEAUX Cedex (France)

et

A2X, UMR 5465

Université Bordeaux 1 et CNRS

33405 TALENCE Cedex (France)

E-mail : jean-marc.deshouillers@math.u-bordeauxl.fr



