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Approche Numérique de la Solution
Entropique de l’équation d’évolution de

Bürgers par la Méthode des lignes1

A. Guesima, N. Daili

Abstract

Dans ce travail, on s’intéresse à des techniques d’analyse numérique

appliquées aux équations aux dérivées partielles. Spécialement aux

techniques de la méthode des lignes appliquées à l’équation d’évolution

de Bürgers. On utilise une formulation aux volumes finis pour donner

des approximations numériques par la méthode des lignes de volumes

finis pour des discrétisations spatiale et temporelle pour obtenir un

système différentiel ordinaire de la forme du
dt = F (t, u). Nous prou-

vons la convergence de la solution approximative vers la solution

faible d’entropie du problème. Nous donnons une évalution d’erreur

entre les deux.
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1 Introduction

L’équation d’évolution de Bürgers présente un phénomène particulier (dans

les lois de conservation) qui est la présence de chocs. S.N. Kruzhkov ([14]) a

montré l’existence et l’unicité d’une solution entropique en 1970 en utilisant

une méthode de viscosité pour prouver l’existence et doublement de variable

pour prouver l’unicité ([2], [5], [6], [7],[14], [17], [21]).

Depuis une dizaine d’années, plusieurs travaux présentent des schémas

numériques intéressants pour les lois de conservation à flux discontinus.

Par exemple, les schémas de “Godunov scheme , Lax-Wendroff et Lax-

Fridrichs” présentés dans ([13]) convergent tous vers la solution entropique

du problème.

L’objectif de ce travail est de présenter un schéma volume fini adapté au

problème et d’établir la convergence du schéma vers la solution entropique.

On utilise une formulation aux volumes finis pour donner des approxi-

mations numériques par la méthode des lignes de volumes finis pour des

discrétisations spatiale et temporelle pour obtenir un système différentiel

ordinaire de la forme











du
dt

= F (t, u),

u(0) = u0.

Nous prouvons la convergence de la solution approximative vers la so-

lution faible d’entropie du problème. Nous donnons une évalution d’erreur

entre la solution approximative et la solution faible d’entropie.
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2 Approximation Numérique par la Méthode

des Lignes de Volumes Finis

On considère le problème non linéaire suivant :

(2.1)



















































∂u
∂t

+ u∂u
∂x

= f(x, t), (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]































u(0, t) = g0(t), t ∈ [0, T ] ,

u(1, t) = g1(t), t ∈ [0, T ] ,

u(x, 0) = U0(x), x ∈ [0, 1] ,

où la solution faible u(x, t) est définie sur [0, 1] × [0, T ].

On considère une subdivision de [0, 1] , soit (xi)i∈N et on note

xi+1/2 =
xi+1 + xi

2
.

On définie ensuite les volumes de contrôle Ki =
[

xi−1/2, xi+1/2

]

et soit

hi = xi+1/2 − xi−1/2 sa longueur.

La réunion des volumes Ki est l’intervalle [0, 1] ,

On rappelle que les méthodes de volumes finis ([1], [3], [4], [6], [10], [11],

[12], [15], [18], [19] et [20]) consistent à chercher une approximation de la

moyenne de la solution sur chaque volume de contrôle Ki.

Pour chaque élément Ki du maillage, on introduit une valeur moyenne

ui(t) de la solution, qu’on suppose existe ([1], [2], [4], [6] [16]) :

ui(t) = 1
hi

∫

Ki
u(x, t)dx, i ∈ N,

∂ui(t)
∂t

= 1
hi

∫

Ki

∂u(x, t)
∂t

dx, i ∈ N.

On intègre l’équation (2.1) sur Ki afin d’obtenir

hi
∂ui(t)

∂t
+

1

2
(u2(xi+1/2, t) − u2(xi−1/2, t)) =

∫

Ki

f(x, t)dx.
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On note

F (xi+1/2, t) =
u2(xi+1/2, t)

2
= 1

2
(u(xi+1, t)+u(xi, t)

2
)2 = 1

8
(u(xi+1, t) + u(xi, t))2

F (xi−1/2, t) =
u2(xi−1/2, t)

2
= 1

2
(u(xi, t)+u(xi−1, t)

2
)2 = 1

8
(u(xi, t) + u(xi−1, t))2

fi(t) = 1
hi

∫

Ki
f(x, t)dx.

L’équation s’écrit donc

hi
∂ui(t)

∂t
+ (F (xi+1/2, t) − F (xi−1/2, t)) = hifi(t).

On approche le flux de la solution exacte aux sommets xi+1/2 et xi−1/2 afin

d’obtenir l’équation suivante :

∂ui(t)

∂t
+

1

8hi

(u(xi+1, t) + u(xi, t))2 −
1

8hi

(u(xi, t) + u(xi−1, t))2 = fi(t)

Comme xi est le centre de Ki (voir [3] et [6]), on a

|ui(t) − u(xi, t)| ≤ ch2.

Posons

Ψ(u.
i+1, u.

i) =
1

8
(ui+1(t) + ui(t))

2,

le flux numérique. Nous aurons

hi
∂ui(t)

∂t
+ Ψ(u.

i+1, u.
i) − Ψ(u.

i+1, u.
i) = hifi(t), t ≥ 0.

Donc

∂ui(t)

∂t
=

1

8hi

(ui(t) + ui−1(t))
2 −

1

8hi

(ui+1(t) + ui(t))
2 + fi(t).

La discrétisation en temps de la méthode ne demande que d’appliquer les

divers schémas de base pour résoudre une équation différentielle ordinaire

générale de la forme










du
dt

= F (t, u),

u(0) = u0,
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avec

Fi(t, u) = 1
8hi

(ui(t) + ui−1(t))
2 − 1

8hi
(ui+1(t) + ui(t))

2 + fi(t)

et

F (t, u) = (F1(t, u), F2(t, u), ..., FN (t, u))

On dispose un pas de temps ∆t > 0 et on pose tn = n∆t, n ≥ 0 entier.

On choisit, par exemple, le schéma de Crank-Nicolson on obtient

1

∆t
(un+1 − un) =

1

2
(F (tn, un) + F (tn+1, un+1)).

3 Etude de la Convergence

Nous fixons une condition initiale u0 ∈ L∞([0, 1]),que nous discrétisons sur

un maillage Tm de pas hm > 0 :

(um)0
i =

1

hm

∫

Ki

u(x, 0)dx, i ∈ N

Nous utilisons un pas de temps ∆tm, et cherchons une fonction um sup-

posée constante dans chaque pavé de la forme

]ihm, (i + 1)hm[ × ]n∆tm, (n + 1)∆tm[. Alors

um(x, t) = (um)n
i , (x, t) ∈ ]ihm, (i + 1)hm[ × ]n∆tm, (n + 1)∆tm[ .

On calcule (um)n+1
i d’après

1

∆tm
((um)n+1

i − (um)n
i )+

1

hm

(Ψ((um)n.
i+1, (um)n

i )−Ψ((um)n
i , (um).n

i−1)) = fn
i

Lorsque ∆tm → 0 et hm → 0 pour m → ∞, le comportement de la famille

de fonctions (um)m∈N peut converger vers une solution faible de problème

([1]).

Definition 3.1. (Consistence avec la condition d’entropie)([1], [3], [10],

[14], [15] et [19]) Un schéma de volume finis explicite est consistant avec
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l’inégalité d’entropie si, pour toute entropie mathématique η (η >0, η con-

vexe), il existe une fonction de flux numérique d’entropie Φ consistante avec

le flux d’entropie ξ (on rappelle que ξ
′

= η
′

(u2

2
)
′

) :

Φ(u, u) = ξ(u).

de sorte que si un
i est donné par le schéma numérique :

1

∆t
(un+1

i − un
i ) +

1

hi

(Ψ(un.
i+1, un.

i ) − Ψ(un.
i , un.

i−1)) = fn
i ,

alors, on a également une inégalité discrète d’entropie

1

∆t
(η(un+1

i ) − η(un
i )) +

1

hi

(Φ(un.
i+1, un.

i ) − Φ(un.
i , un.

i−1)) ≤ η(fn
i ),

où

η(fn
i ) =

1

hi∆t

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

η
′

(u)f(x, t)dxdt.

Cette définition permet de compléter l’unicité de la solution entropique

dans le théorème de Lax-Wendroff.

Theorem 3.1. (Convergence)([16]) On se place dans le cadre ci-dessus

d’une famille Tm de maillages uniformes de pas hm > 0 et d’une famille

∆tm de pas de temps. On construit une suite (um). On fait les hypothèses

suivantes :

(H1) : la fonction de flux numérique Ψ(., .) est consistante avec le flux ( u2

2
)

de la loi de conservation

Ψ(u, u) = (
u2

2
) ;

(H2) : la suite (um)m∈N est uniformément bornée dans L∞([0, 1])

∃ d > 0,
∥

∥u0
∥

∥

L∞([0, 1])
≤ d, ‖um‖L∞([0, 1]) ≤ d, m ∈ N ;

(H3) : la fonction de flux numérique Ψ est lipchitzienne sur [−d, d]2 i.e.,

∃L > 0, |Ψ(u1, u2) − Ψ(v1, v2)| ≤ L(|u1 − v1| + |u2 − v2|),

(u1, u2, v1, v2) ∈ [−d, d]4 ;
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(H4) : il existe u ∈ L∞([0, 1] × [0, T ]) telle que

lim
(m→∞)

um(x, t) = u(x, t) p.p. (x, t).

Alors u(., .) est une solution faible du problème.

Proof. 1) Le flux numérique Ψ(., .) est consistant avec le flux (u2

2
) de la loi

de conservation, car

Ψ(u, u) =
1

8
(u + u)2 = (

u2

2
).

2) On a

(um)0
i =

1

hi

∫

Ki

u(x, 0)dx, i ∈ N.

On en déduit par récurrence

α ≤
∥

∥u0
∥

∥

L∞([0, 1])
≤ β ⇒ α ≤ ‖um‖L∞([0, 1]) ≤ β, ∀m ∈ N.

(la suite (um)m∈N est uniformément bornée)

3) Comme Ψ(u, v) appartient à la classe C2([−d, d]2) par rapport à u

et v alors le flux numérique Ψ est lipchitzien sur [−d, d]2 .

En effet ; on écrit la convexité de la fonction η : le point η(un
i ) est

au-dessus de la direction tangente issue de un+1
i :

η(un
i ) ≥ η(un+1

i ) + %n+1
i (un

i − un+1
i ),

avec

%n+1
i =

∂η(u)

∂un
i

,

voir ([7]). On en déduit

η(un
i ) ≥ η(un+1

i ) +
∆t

hi

%n+1
i (Ψ(un.

i+1, un.
i ) − Ψ(un.

i , un.
i−1)) − ∆t %n+1

i fn
i

ce qui implique

∆t %n+1
i fn

i ≥ η(un+1
i ) − η(un

i ) +
∆t

hi

%n+1
i (Ψ(un.

i+1, un.
i ) − Ψ(un.

i , un.
i−1)).
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Comme

%n+1
i Ψ(un.

i+1, un.
i ) = Φ(un.

i+1, un.
i ) et %n+1

i fn
i = η(fn

i ),

donc, nous obtenons

∆tη(fn
i ) ≥ η(un+1

i ) − η(un
i ) +

∆t

hi

(Φ(un.
i+1, un.

i ) − Φ(un.
i , un.

i−1)).

ce qui nous donne

1

∆t
(η(un+1

i ) − η(un
i )) +

1

hi

(Φ(un.
i+1, un.

i ) − Φ(un.
i , un.

i−1)) ≤ η(fn
i ).

Remark 3.1. Le théorème précédent nous dit que si la famille de solutions

numériques (um)m∈N converge, alors cette convergence sera vers une solution

faible du problème.

Remark 3.2. E.Tadmor ([20], 1987) a démontré, avec l’inégalité d’entropie,

que tout schéma de volume finis implicite est consistant.

Proposition 3.2. (Convergence de la méthode des volumes finis) Sous les

hypothèses du théorème précédent, si le schéma numérique est consistant

avec la condition d’entropie, pour toute entropie η, et le flux numérique Φ

est lipchitzien sur l’intervalle [−d, d], alors la limite u est l’unique solution

faible entropique bornée du problème.

4 Algorithme

Etape 1 : calculer

fi(t) = 1
hi

∫

Ki
f(x, t)dx, i = 1....N.

(ui)0 = 1
hi

∫

Ki
u(x, 0)dx, i = 1....N.

Etape 2 : poser tn+1 = tn + ∆t ; calculer pour i = 1, ..., N

un+1
i − ∆t

16hi
((un+1

i + un+1
i−1 )2 − (un+1

i+1 + un+1
i )2 + 8hifi(tn+1))

= un
i + ∆t

16hi
((un

i + un
i−1)

2 − (un
i+1 + un

i )2 + 8hifi(tn)) ;
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Etape 3 : calculer

Fi(tn, u
n) = 1

8hi
(un

i + un
i−1)

2 − 1
8hi

(un
i+1 + un

i )2 + fi(tn)

Fi(tn+1, un+1) = 1
8hi

(un+1
i + un+1

i−1 )2 − 1
8hi

(un+1
i+1 + un+1

i )2 + fi(tn+1)

F (tn, un) = (F1(tn, un), F2(tn, un), ..., FN(tn, un)).

Etape 4 : poser tn+1 = tn + ∆t , calculer

1
∆t

(un+1 − un) = 1
2
(F (tn, un) + F (tn+1, un+1)).

un+1
i − ∆t

2
F (tn+1, un+1) = un

i + ∆t
2

F (tn, un), i = 1, ..., N.

5 Résultats graphiques (Evaluation d’erreur)
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Figure 1: Error for ∆t = 0.1 and α = 0.001
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Figure 2: Error for ∆t = 0.2 and α = 0.001
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Figure 2: Error for ∆t = 0.01 and α = 0.001
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où nx désigne le nombre de discrétisations spatiales et nt désigne le nombre

de discrétisation du temps.

6 Conclusions

L’erreur obtenue par la méthode des lignes pour l’équation de Bürgers avec

un terme additif due aux forces extérieures (fonction de source) sous la

forme

f(x, t) = απx(x − 1) sin(−απx) + x(x − 1)(2x − 1) cos2(απx)

reste invariant lorsque on augmente le nombre nt de discrétisation du temps,

mais elle diminue avec des nombres de discrétisation en espace nx assez

grand.
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[5] R. Eymard, T. Gallouët, R. Herbin, Existence and uniqueness of the

entropy solution to a nonlinear hyperbolic equation, Chin. Ann. Math.,

Vol. 16B(1)(1995), pp. 1-14.



110 A. Guesima, N. Daili
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