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NOPQRSTQ
UV WXYZZ VW[Y\Z]WX Y ^V_VWWY`a Y^b Wcd _]V^[ _e^b][]e^ c^bV` fX]_X

fV XYgV [XV ^cZZ _e^[`eZZY\]Z][a eh Wei V j`W[ e`bV` ]ikcZW]gV VgeZc[]e^
VlcY[]e^ ]^ Y m]Z\ V`[ WkY_V n
o pq rstttu v wxNwyz {w|t} z {wq~} �
�����R�P v � �� ��������� ��������� ��� ������ ����������� � ��� ���� ������
��������� �������� �
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¦§¨ ©ª«¬¨® «¯ ¨°±²³ ²«´³ª«±¬µµ³¶ «¯ µ´¨±ª ·¶·³¨® · ª¨©ª¨·¨´³¨¸ ¬¶ µ´¹º
´µ³¨ ²«´·¨ª»±³µ»¨ ·¶·³¨® · §±· ¬ ¨¨´ ¨°³¨´·µ»¨¶ ·³¼¸µ¨¸ ¬¶ ·¨»¨ª± ±¼³§«ª· ½ ¾
¿±ª±¼° ÀÁÂ

, Ã ¾¦ªµÄÄµ±´µ ÀÅÆÂ, Ç ¾¿ ¾ È¼±´ É ¦ ¾¿ ¾ Êµ±´ É ±´¸ Ë ¾Ì¼ ÀÍÂ É ·¨¨ ±·«³§¨ ª¨¯¨ª¨´²¨· ÀÅÉ Î É Æ É ÅÏ ÉÅÐÂ ¾ Ñ´ ³§¨ ·¨Ò¼¨ É Ó¨ ·§± ¬ ¨ ²«´²¨ª´¨¸ Ó µ³§ ³§¨
©ª«¬¨® «¯ ´¼ ²«´³ª«±¬µµ³¶ «¯ ·«® ¨ ¹ª·³ «ª¸¨ª ¨»«¼³µ«´ ¨Ò¼±³µ«´ ·¼¬º
Ô ¨²³ ³« µ®©¼·µ»¨ ²«´¸µ³µ«´· ±´¸ ·« Ó¨ ·§± ¸¨ªµ»¨ ± ´¨²¨··±ª¶ ±´¸ ·¼Õ ²µ¨´³
²«´¸µ³µ«´ ¼´¸¨ª Ó§µ²§ ´¼ ²«´³ª«±¬µµ³¶ « ²²¼ª· ¾ ½²³¼±¶É Ó¨ ·§± ¨·³±¬º
µ·§ ±´ ¨Ò¼µ»±¨´²¨ ¬ ¨³Ó¨¨´ ³§¨ ´¼º²«´³ª«±¬µµ³¶ ±´¸ ·«® ¨ Ö«¬·¨ª»±¬µµ³¶Ö
µ´¨Ò¼±µ³¶ µ´ ·«® ¨§«Ó ®«ª¨ Ä¨´¨ª± ¯ª±® ¨Ó«ª× ³§±´ ³§±³ ©ª«© «·¨¸ ¬¶ ½ ¿±º
ª±¼° ÀÁÂ ¾ Ã¨Ä±ª¸µ´Ä ³§¨ µ³¨ª±³¼ª¨ «´ ³§¨ µ®©¼·µ»¨ ¸µØ¨ª¨´³µ± ¨Ò¼±³µ«´· Ó¨ª¨¯¨ª ³§¨ ª¨±¸¨ª ³« ³§¨ Ó«ª×· «¯ Ù ¾Ù ¾ Ú±µ´«» ±´¸ Û¾Ü ¾ Üµ® ¨«´«» ÀÝ É ÞÂ ±´¸
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³§¨ ª¨¯¨ª¨´²¨· ÀÐ É â ÉÅÅÉ ÅÎ É ÅÝÂ ¾ �¨ ±ª¨ Ä«µ´Ä ³« ·³¼¸¶ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä ©ª«¬¨®
y

′

(t) + Ay (t) = Bu (t) , t ∈ (0, T ) \ {tk}k∈σm

1
, �Å�

y (0) = y0,

∆y (tk) = Iky (tk) +Dkvk, k ∈ σm
1 , (1k)

Ó§¨ª¨ ³§¨ ¹´± ³µ® ¨
T
µ· ± ©«·µ³µ»¨ ´¼®¬¨ª É

y0 µ· ±´ µ´µ³µ± ²«´¸µ³µ«´ µ´ ±¿µ¬ ¨ª³ ·©±²¨
H
¨´¸«Ó¨¸ Ó µ³§ ±´ µ´´¨ª ©ª«¸¼²³ 〈., .〉H É y (t) : [0, T ] → H

µ· ±
»¨²³«ª ¯¼´²³µ«´ É

σm
1

µ· ± ·¼¬·¨³ «¯
N
Äµ»¨´ ¬¶

σm
1 = {1, 2, ..., m} É ±´¸ ¹´±¶É

{tk}k∈σm

1

µ· ±´ µ´²ª¨±·µ´Ä ·¨Ò¼¨´²¨ «¯ ´¼®¬¨ª· µ´ ³§¨ «©¨´ µ´³¨ª»±
(0, T ) ,±´¸

∆y (tk)
¸¨´«³¨· ³§¨ Ô ¼®© «¯

y (t)
±³
t = tk

É ����É
∆y (tk) = y

(
t+k
)
− y

(
t−k
)

Ó§¨ª¨
y
(
t+k
) ±´¸

y
(
t−k
) ª¨©ª¨·¨´³ ³§¨ ªµÄ§³ ±´¸ ¨¯³ µ® µ³· «¯

y (t)
±³
t = tkª¨·© ¨²³µ»¨¶

. �´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É ³§¨ «© ¨ª±³«ª· A, B, Ik, Dk : H → H
±ª¨

Äµ»¨´ µ´¨±ª ¬ «¼´¸¨¸ «©¨ª±³«ª· ¾ � «ª¨«»¨ª É Ó¨ ·¨³ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä ±··¼®©³µ«´· �	
 ��
A∗ = −A É	
�
I∗k = −Ik,

¯«ª ¨»¨ª¶
k ∈ σm

1 ,
±´¸ ¯«ª ¨±²§

k ∈ σm
1

É ³§¨ «© ¨ª±³«ª
Ik = Ik + I

µ· µ´»¨ª³µ¬¨
,	
��

B∗ = B ≥ 0
±´¸ ³§¨ª¨ µ·

d0 > 0
·¼²§ ³§±³

(Bu, u)H ≤ d0 ‖u‖2
H ,
¯«ª ±

u ∈ H,

	
� �
D∗

k = Dk ≥ 0,
¯«ª ¨»¨ª¶

k ∈ σm
1 ,
±´¸ ¯«ª ¨±²§

k ∈ σm
1

³§¨ª¨ µ·
dk > 0

·¼²§ ³§±³

(Dku, u)H ≤ dk ‖u‖2
H ,
¯«ª ±

u ∈ H.

Ñ´ ³§¨ ·¨Ò¼¨ Ó¨ ·§± ¸¨·µÄ´±³¨ ¬¶ � ³§¨ ¯¼´²³µ«´
�
(t) =

(
u (t) , {vk}k∈σm

1

)
,

Ó§¨ª¨
u (t) ∈ L2

(
(0, T ) \ {tk}k∈σm

1
;H
) ±´¸

{vk}k∈σm

1
∈ l2 (σm

1 ;H) +

{
{vk}k∈σm

1
, vk ∈ H

}
.
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�¨ © «µ´³ «¼³ ³§±³ ³§¨ ·©±²¨ Km = L2
(
(0, T ) \ {tk}k∈σm

1
;H
)
× l2 (σm

1 ;H)
µ·

± ¿ µ¬ ¨ª³ ·©±²¨ Ó µ³§ ª¨·© ¨²³ ³« ³§¨ µ´´¨ª ©ª«¸¼²³
(�
,
�̃)

Km

=

∫ T

0

(u (t) , ũ (t))H dt+

m∑

k=1

(vk, ṽk)H ,

¸¨¹´¨¸ ¯«ª ± �
= (u (t) , {vk}m

k=1)
±´¸ �̃

= (ũ (t) , {ṽk}m
k=1) ∈ Km.�¨ ·§± ¸¨´«³¨ ¬¶ B ³§¨ ²«´³ª« «© ¨ª±³«ª Äµ»¨´ ¬¶

B =
(
B, {Dk}k∈σm

1

)
∈ L

(
L2
(
(0, T ) \ {tk}k∈σm

1
;H
)
× l2 (σm

1 ;H)
)
,

·« ³§±³
B�

(t) =
(
Bu (t) , {Dkvk}k∈σm

1

)
.

�¨ §±»¨ ¯«ª ¨»¨ª¶ �
= (u(t), {vk}m

k=1) ∈ Km

(B�
,
�
)Km

=

∫ T

0

(Bu (t) , u (t))H dt+

m∑

k=1

(Dkvk, vk)H

=

∫ T

0

(u (t) , Bu (t))H dt+

m∑

k=1

(vk, Dkvk)H

= (
�
,B�

)Km
,

Ó§µ²§ ·§«Ó · ³§±³ B∗ = B É ³§±³ µ· É B µ· ·¨¯º±¸Ô «µ´³ ¾ �´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É Ó¨§±»¨

(B�
,
�
)Km

=

∫ T

0

(Bu (t) , u (t))H dt+
m∑

k=1

(Dkvk, vk)H

≤ d0

∫ T

0

‖u (t)‖2
H dt+

m∑

k=1

dk ‖vk‖2
H

≤ δ ‖h‖2
Km

,

Ó§¨ª¨
δ = max {d0, d1, ..., dm} .

¦§¼· É ³§¨ «©¨ª±³«ª µ· B ¬«¼´¸¨¸ µ´ Km.á¨°³ É Ó¨ ²«´·µ¸¨ª ³§¨ � �� �� �� ���� ������ ±··« ²µ±³¨¸ Ó µ³§ �Å� �

ϕ
′

(t) + Aϕ (t) = 0, t ∈ (0, T ) \ {tk}k∈σm

1
, �Î�

ϕ (0) = ϕ0,

∆ϕ (tk) = Ikϕ (tk) , k ∈ σm
1 . (2k)
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�¨ © «µ´³ «¼³ ³§±³ «´ ¨±²§ µ´³¨ª»±
[tk, tk+1)

É ¯«ª
k = 0, ..., m

É ³§¨ ·«¼³µ«´
ϕµ· ¨¯³ ²«´³µ´¼«¼· ±³ ¨±²§ ³µ® ¨

tk
¾

�«´·µ¸¨ª ³§¨ ²«ªª¨·©«´¸µ´Ä §«®«Ä¨´¨«¼· ¬±²×Ó±ª¸ ©ª«¬¨® �
−ϕ̃′

(t) + Aϕ̃(t) = 0, , t ∈ (0, T ) \ {tk}k∈σm

1
, �Ý�

ϕ̃(T ) = ϕ0,

∆ϕ̃(tm−(k−1)) = −Ĩm−(k−1)ϕ̃(t+m−(k−1)), k ∈ σm
1 , (3k)

Ó§¨ª¨

A = A∗ = −A, Ĩm−(k−1) = I∗m−(k−1) = −Im−(k−1), k ∈ σm
1 .

�¨ «¬·¨ª»¨ ³§±³ ³§¨ ©ª«¬¨® �Ý� «´ ³§¨ µ´³¨ª»± [tm, T ]
µ· ¨Ò¼µ»±¨´³ ³« ³§¨

²±··µ²± ¬±²×Ó±ª¸ ©ª«¬¨®

−ϕ̃′

(t) + Aϕ̃(t) = 0, t ∈ [tm, T ] ,
ϕ̃(T ) = ϕ0.

�¨ µ´³ª«¸¼²¨ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä ·©±²¨ � PC ([0, T ] ;H) = {y, y : [0, T ] → H
�� �� ����

y(t)
�� ���������� ��

t 6= tk,
��� ��� ��� ������� ����� �� � ��� � ��� ��

t = tk �
� �� �	���

k ∈ σm
1 }.ß»µ¸¨´³¶É PC ([0, T ] ;H)
µ· ± Ú±´±²§ ·©±²¨ Ó µ³§ ª¨·© ¨²³ ³« ³§¨ ´«ª®

‖y‖PC = sup
t∈(0,T )

‖y(t)‖ .

�´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É Ó¨ ¸¨¹´¨ ³§¨ ·¼¬·©±²¨· PLC É �ª¨·© ¨²³µ»¨¶É PRC �=
{y, y ∈ PC �� �� ����

y(t)
�� 
�� � � ª¨·© ¨²³µ»¨¶É ���� �� ���������� ��

t = tk �� �� �	���
k ∈ σm

1 }.
����� � �� �� � ����� PLC �

����� ����	�
�
� PRC

� ��� �� ������� �� �� �
�������� �� Km.

���� ��
�

�� ����
y ∈ PLC �

����� ����	�
�
� ỹ ∈ PRC

� ��
��� ��� �� �� � � �� ����� § ����� ����	�
�

�
§̃� ��� � �� ��

§
(t) =

(
y (t) , {y (tk)}k∈σm

1

)
,

���
§̃

(t) =
(
ỹ (t) , {ỹ (tk)}k∈σm

1

)
.

�� � � ��� ��� y 7→ § (t)
����� ����	�
�

� ỹ 7→ §̃� �� � 
�� ��� ��� ������ �
ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ Þ



�� ���
ỹ ∈ PRC �

�� � � �� �����
y

��� �� � ������ �� �

ỹ(t) =





ỹ[0](t)
��

t ∈ [t0, t1)
ỹ[k](t)

��
t ∈ [tk, tk+1)

ỹ[m](t)
��

t ∈ [tm, T ] .

á¨°³ É ¨³
τk = tk − tk−1,

Ó¨ ¸¨¹´¨ ³§¨ «© ¨ª±³«ª T : D(T ) = PRC ⊂ Km →
Km
¬¶

(T ỹ)(t) =





ỹ[0]((T − t) τ1
τm+1

+ t0)
µ¯

t ∈ [tm, T ] ,

ỹ[k]((tm−(k−1) − t)
τk+1

τm−(k−1)
+ tk)

µ¯
t ∈
[
tm−k, tm−(k−1)

)
, k ∈ σm−1

1 ,

ỹ[m]((t1 − t) τm+1

τ1
+ tm)

µ¯
t ∈ (0, t1] .

�Þ ��¨ ´«³¨ ³§±³ ³§¨ ª±´Ä¨ «¯ T µ· ¨°±²³¶ PLC ¾ ¦§¨ ¯¼´²³µ«´ (T ỹ)(t) ²±´ ¬ ¨Ó ªµ³³¨´ ±· ¯««Ó · �

(T ỹ)(t) =





y[0](t)
��

t ∈ [t0, t1] ,
y[k](t)

��
t ∈ (tk, tk+1] , k ∈ σm−1

1 ,

y[m](t)
µ¯

t ∈ (tm, T ] .

�¨³
X (t)

¬¨ ³§¨ ª¨·«»¨´³ ·«¼³µ«´ «¯ ³§¨ «© ¨ª±³«ª ·¶·³¨®

X
′

(t) + AX(t) = 0, 0 = t0 < t < tm+1 = T, t 6= tk, k = 1, 2, ..., m,
X(0) = I,

X(tk + 0) −X(tk − 0) = IkX(tk), k = 1, 2, ..., m,

Ó§¨ª¨
I : H → H

µ· ³§¨ µ¸¨´³µ³¶ «© ¨ª±³«ª ¾ �¨ ·§± ·¼©©«·¨ ³§±³ ³§¨ «©¨ª±³«ª
Ik = Ik + I

§±· ± ¬ «¼´¸¨¸ µ´»¨ª·¨ ¾
� ����	�
� � � � �� �����

y ∈ PC ([0, T ] ;H)
�� � � �
� � �
����� �� �� � ��� � 
�

� �	� � ���
�� ��� �� �� � ��� � 
� �	� ���������� ��� ������ �� ���

y(t) = G(t, 0+)y0 +
∫ t

0
G(t, s)Bu (s) ds

+
∑

0<tk≤tG(t, tk)(Dkvk),
� �� �	���

t ∈ (0, T ),

�� ��� �� � �	�
����� �� ������
G(t, s)

�� � �	�� ��

G(t, s) = X(t)X−1(s).
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Ñ³ µ· ´«³ §±ª¸ ³« ²§¨²× ³§±³ ³§¨ «©¨ª±³«ª
G(t, tk)

·±³µ·¹¨· ³§¨ «©¨ª±³«ª ·¶·³¨®

G
′

(t, tk) + AG(t, tk) = 0, t ∈ [tk, tk+1) , k ∈ σm
0 ,

G(tk, tk) = I,

G(t+k+1, tk) −G(t−k+1, tk) = Ik+1G(t−k+1, tk).

Ñ³ µ· Ó¨ ×´«Ó´ ³§±³ �Å� §±· ± ¼´µÒ¼¨ ·«¼³µ«´ y ·¼²§ ³§±³

y ∈ PLC ([0, T ] ;H) ∩ C1
(
[0, T ] \ {tk}k∈σm

1
;H
)
.

á«Ó É Ó¨ ¸¨¹´¨ ³§¨ ²«´²¨©³ «¯ ® µ¸ ·«¼³µ«´ ¯«ª ³§¨ ¬±²×Ó±ª¸ µ®©¼·µ»¨
·¶·³¨® �Ý� ±··«²µ±³¨¸ Ó µ³§ ·¶·³¨® �Î� ¾
� ����	�
�  �� ��� ����

ϕ̃ ∈ PRC ([0, T ] ;H)
�� � � �
� � �
����� � �� �� �

�������� ��� � 
� �	� ������ ��� �� T ϕ̃ �� � � �
� � �
����� � �� �� � � �� �� �� ������� � 
� �	� ������ ��� �
�¨³ ¼· µ´³ª«¸¼²¨ ³§¨ ´«³µ«´ «¯ ³§¨ ´¼ ²«´³ª«±¬µµ³¶ «¯ ³§¨ µ´ µ³µ± ·³±³¨

±· ¯««Ó · �
� ����	�
� � �� ��� ���� �� � �� ����
 �����

y0 ∈ H
�� �� 
 
 ������
 
��
� �� ��� �

T �
�� �� ��� �� � ������
 � �� ����� § ∈ Km

� �� ����� �� � � �
�����
y

�� ������
��� ������ ��

y (T ) = 0.

� � � ¥� ���£ ���
	 µª·³ Ó¨ ¬¨Äµ´ ¬¶ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä ¨®®± ¾

���� � � ���� � ����

ξ (t) , ζ (t) ∈ L1 ([0, T ] ;H)
��� {ξk}m

k=1 , {ζk}
m
k=1 ∈

l1(σm
1 , H)

� �� ��
�
� �� �	��� 	����� � �� ������

γ (t) ∈ PLC ([0, T ] ;H) ∩ C1
(
[0, T ] \ {tk}k∈σm

1
;H
)

���

η (t) ∈ PRC ([0, T ] ;H) ∩ C1
(
[0, T ] \ {tk}k∈σm

1
;H
)

������ � ��� �� � � ���
��
d

dt
〈γ (t) , η (t)〉 = 〈ξ (t) , ζ (t)〉, t 6= tk,

� ��
k ∈ σm

1 ,

∆〈γ (tk) , η (tk)〉 = 〈∆γ (tk) , η (tk)〉 + 〈γ (tk) ,∆η (tk)〉 = 〈ξk, ζk〉, k ∈ σm
1 ,
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� � ��	� �� � � �
 
�� ��� ��������
〈γ (t) , η (t)〉|T0 = 〈γ (T ) , η (T )〉 − 〈γ (0) , η (0)〉 �Ð�

=

∫ T

0

〈ξ (t) , ζ (t)〉dt+
m∑

k=1

〈ξk, ζk〉.

� ���� � Ñ³ µ· ·³ª±µÄ§³¯«ªÓ±ª¸ ¾
��¨ ±·« ´¨¨¸ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä �¨®®±· ¾


���� 
[14] �

� B ∈ L(Km)
�� � �
� ���� ���� ��� ���� �����	�� �� ��

‖B§‖ ≤ ‖B‖1/2 (B§, §)1/2
Km
,
§ ∈ Km.


���� �
�
�
τk+1 = τm−(k−1), k ∈ σm−1

0 �
�� �� � �� �� � � �
� � �
�����

ϕ̃
�� ���

��� � �������� � �
�� �

∫ T

0

|Bϕ̃|2H dt+

m∑

k=1

∣∣Dkϕ̃
(
t+k
)∣∣2

H
=

∫ T

0

|Bϕ|2H dt+

m∑

k=1

∣∣Dkϕ
(
tm−(k−1)

)∣∣2
H
.

�Æ�
� ���� � 	«ª ¨±²§

k ∈ σm
0 ,
¼·µ´Ä ³§¨ ²§±´Ä¨ «¯ »±ªµ±¬¨

t → (tm−(k−1) −
t) τk+1

τm−(k−1)
+ tk

Ó¨ §±»¨
∫ tm−(k−1)

tm−k

(Bϕ[m−k](t), Bϕ[m−k](t))dt

=

∫ tm−(k−1)

tm−k

(Bϕ̃[k]((tm−(k−1) − t)
τk+1

τm−(k−1)

+ tk), Bϕ̃[k]((tm−(k−1) − t)
τk+1

τm−(k−1)

+ tk))dt

=
−τm−(k−1)

τk+1

∫ tk

tk+1

(Bϕ̃[k](s), Bϕ̃[k](s))ds

=

∫ tk+1

tk

(Bϕ̃[k](s), Bϕ̃[k](s))ds.

Ü¼®® µ´Ä ¼© Ó µ³§ ª¨·© ¨²³ ³«
k
É Ó¨ Ä¨³

m∑

k=0

∫ tm−(k−1)

tm−k

(Bϕ[m−k]((t)), Bϕ[m−k](t))dt =
m∑

k=0

∫ tk+1

tk

(Bϕ̃[k](t), Bϕ̃[k](t))dt.
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¦§¼· É Ó¨ «¬³±µ´
∫ T

0

|Bϕ̃|2H dt =

∫ T

0

|Bϕ|2H dt.

�´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É ¬¶ »µª³¼¨ «¯ ³§¨ ¸¨¹´µ³µ«´ «¯ ³§¨ ¯¼´²³µ«´ ϕ̃ Ó¨ Ä¨³

ϕ (tm−k) = ϕ̃ (tk+1) , k ∈ σm−1
0 .

½·« É Ó¨ §±»¨
ϕ
(
tm−(k−1)

)
= ϕ̃ (tk) , k ∈ σm

1 ,±´¸
ϕ̃ (tm−k) = ϕ (tk+1) , k ∈ σm−1

0 .
¦§µ· µ®©µ¨· ³§±³

m∑

k=1

|Dkϕ̃ (tk)|2H =

m−1∑

k=0

〈Dm−kϕ̃ (tm−k) , Dm−kϕ̃ (tm−k)〉H

=

m−1∑

k=0

〈Dm−kϕ (tk+1) , Dm−kϕ (tk+1)〉H

=

m∑

l=1

〈
Dlϕ

(
tm−(l−1)

)
, Dlϕ

(
tm−(l−1)

)〉
H

=
m∑

k=1

〈
Dkϕ

(
tm−(k−1)

)
, Dkϕ

(
tm−(k−1)

)〉
H

=
m∑

k=1

∣∣Dkϕ
(
tm−(k−1)

)∣∣2
H
,

Ó§µ²§ Äµ»¨· �Æ� ¾ �

�
�
 ����� �
�
�
τk+1 = τm−(k−1),

� ��
k ∈ σm−1

0 �
���

B,Dk

��� ���� �����	���
H,

�� �� �� � � �
 
�� ��� � �
�� �
∫ T

0

〈Bϕ̃(t), ϕ̃(t)〉dt+
k=m∑

k=1

〈Dkϕ̃(tk), ϕ̃(tk)〉

=

∫ T

0

〈Bϕ(t), ϕ(t)〉dt+
k=m∑

k=1

〈Dkϕ(tm−(k−1)), ϕ(tm−(k−1))〉.

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ Á



� ���� � ¦§µ· ¯««Ó · µ®®¨¸µ±³¨¶ ¯ª«® �¨®®± Ý µ¯ Ó¨ ·¼¬·³µ³¼³¨
B
¬¶

B
1
2 ,±´¸

Dk

¬¶
D

1
2
k . �á«Ó É Ó¨ ·³±³¨ ±´¸ ¨·³±¬µ·§ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä ¦§¨«ª¨® ¾

���
��� � ���
y0 ∈ H

�� � � �	�� �� ����
 ����� � �� �� � ������ ���
,
�� ��

y0 ��
�� 
 
 ������
 
��
� �� ��� �

T
�� ��� �� 
� �� �� ��� �� � � �� ���	� ��������

C
�� ��

����
∣∣〈y0, ϕ̃0〉H

∣∣ ≤ C

{∫ T

0

|Bϕ|2H dt+
m∑

k=1

∣∣Dkϕ
(
tm−(k−1)

)∣∣2
H

}1/2

, ∀ϕ̃0 ∈ H,

�Í��� ���
ϕ ∈ PLC ([0, T ] ;H)

�� �� � �� ��� � � �
� � �
����� ��
(2)

� ���
ϕ (T ) = ϕ̃0.

� ���� � Ñ³ ·¼Õ ²¨· ³« ©ª«»¨ ³§µ· ¦§¨«ª¨® ¯«ª ³§¨ ·© ¨²µ± ²±·¨
τk+1 = τm−(k−1),

¯«ª
k ∈ σm−1

0 ,
¬ ¨²±¼·¨ ³§¨ ´«ª® ‖|.|‖ +

{∑m
k=0

τm−(k−1)

τk+1

∫ tk+1

tk
|.|2H dt

}1/2 µ·
¨Ò¼µ»±¨´³ ³« ³§¨ ¼·¼± ´«ª® «¯

L2 ([0, T ] ;H) .�¨ ·§± ©ª«²¨¨¸ µ´ ·¨»¨ª± ·³¨©· ¾
�	�� �� �¨³

y
±´¸

ϕ̃
¬ ¨ ·³ª«´Ä ·«¼³µ«´· ³«

(1)
±´¸

(3)
É ª¨·© ¨²³µ»¨¶¾

¦§¨´ É ¯«ª
t 6= tk

É
k ∈ σm

1

É Ó¨ §±»¨

d

dt
〈y (t) , ϕ̃ (t)〉 = 〈y (t) , ϕ̃

′

(t)〉 + 〈y′

(t) , ϕ̃ (t)〉 �Á�
= 〈y (t) ,−Aϕ̃ (t)〉 + 〈−Ay (t) +Bu (t) , ϕ̃ (t)〉
= 〈y (t) ,−Aϕ̃ (t)〉 + 〈−Ay (t) , ϕ̃ (t)〉 + 〈Bu (t) , ϕ̃ (t)〉
= 〈Bu (t) , ϕ̃ (t)〉.

�¼³µ© ¶ µ´Ä ¨Ò¼±³µ«´ �Ýk� µ´ �Ý� ¯ª«® ³§¨ ¨¯³ ¬¶ y (tm−(k−1)

) ³§¨ ·«¼³µ«´ «¯
(1)
É ±´¸ ®¼³µ© ¶ µ´Ä ¨Ò¼±³µ«´ �Åk� µ´ �Å� ¯ª«® ³§¨ ªµÄ§³ ¬¶ ϕ̃ (tk)

³§¨ ·«¼³µ«´
«¯ �Ý� É ±´¸ ¹´±¶ ±¸¸µ´Ä ®¨®¬¨ªÓ µ·¨ Ó¨ Ä¨³

∆〈y(t), ϕ̃(t)〉|t=tk = 〈y(tk),∆ϕ̃(tk)〉 + 〈∆y(tk), ϕ̃(tk)〉 �â�
= 〈y(tk), Ikϕ̃(tk)〉 + 〈Iky(tk) +Dkvk, ϕ̃(tk)〉
= 〈y(tk), Ikϕ̃(tk)〉 + 〈Iky(tk), ϕ̃(tk)〉 + 〈Dkvk, ϕ̃(tk)〉
= 〈Dkvk, ϕ̃(tk)〉.

Ü¨³³µ´Ä
γ(t) = y(t)

É
η(t) = ϕ̃(t)

É
ξ(t) = Bu(t)

É
ζ(t) = ϕ̃(t)

É
ξk = Dkvk

É
ζk = ϕ̃(tk),

³§¨´ ¨Ò¼±³µ«´· �Ð� É �Á� ±´¸ �â� Äµ»¨
ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ â



〈y(T ), ϕ̃(T )〉 − 〈y(0), ϕ̃(0)〉 =

∫ T

0

〈Bu(t), ϕ̃(t)〉dt+

k=m∑

k=1

〈Dkvk, ϕ̃(tk)〉. �ÅÏ�

Üµ´²¨ B µ· ¬ «¼´¸¨¸ É ·¨¯º±¸Ô «µ´³ ±´¸ B ≥0
É ³§¨´ ¬¶ ¸¨´·µ³¶ ³§¨ ±³³¨ª µ¸¨´³µ³¶

µ· ·³µ »±µ¸ ¯«ª ® µ¸ ·«¼³µ«´·
y
«¯ �Å� ¾ Ñ¸¨´³µ³¶ �ÅÏ� ²±´ ¬¨ Ó ªµ³³¨´ ±· ¯««Ó ·

〈y(T ), ϕ̃(T )〉 − 〈y(0), ϕ̃(0)〉 =

∫ T

0

〈u(t), Bϕ̃(t)〉dt+

k=m∑

k=1

〈vk, Dkϕ̃(tk)〉. �ÅÅ�

á¨°³ É µ¯ ³§¨ª¨ µ· ± ²¨ª³±µ´ �
(t) ∈ Km

·¼²§ ³§±³ ³§¨ ® µ¸ ·«¼³µ«´ «¯ �Å� Ó µ³§
y(0) = y0 ·±³µ·¹¨· y(T ) = 0,

³§¨´

−〈y(0), ϕ̃(0)〉 =

∫ T

0

〈u(t), Bϕ̃(t)〉dt+
k=m∑

k=1

〈vk, Dkϕ̃(tk)〉,

±´¸ ·« ¬¶ �±¼²§¶ºÜ²§Ó±ª� Ñ´¨Ò¼±µ³¶ Ó¨ «¬³±µ´

|〈y(0), ϕ̃(0)〉H| ≤
{∫ T

0

‖u(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

‖vk‖2
H

}1/2

�ÅÎ�

×
{∫ T

0

‖Bϕ̃(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

‖Dkϕ̃((tk)‖2
H

}1/2

.

� ·µ´Ä �¨®®± Ý É ±´¸ ¨Ò¼±³µ«´ �ÅÎ� Ó¨ §±»¨

|〈y(0), ϕ̃(0)〉H | ≤
{∫ T

0

‖u(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

‖vk‖2
H

}1/2

×
{∫ T

0

‖Bϕ(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

∥∥Dkϕ(tm−(k−1))
∥∥2

H

}1/2

.

Ü¨³³µ´Ä

C = ‖�(t)‖Km
=

{∫ T

0

‖u(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

‖vk‖2
H

}1/2

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ ÅÏ



Ó¨ ¹´¸ ³§±³

|(〈y(0), ϕ̃(0)〉H| ≤ C

{∫ T

0

‖Bϕ(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

∥∥Dkϕ(tm−(k−1))
∥∥2

H

}1/2

.

¦§µ· ·§«Ó · ³§¨ ´¨²¨··±ª¶ ²«´¸µ³µ«´ «¯ ³§¨ ¦§¨«ª¨® ¾
�	��  � ¦« ©ª«»¨ ³§¨ ·¼Õ ²µ¨´²¶ Ó¨ ´¨¨¸ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä ª¨·¼³ Ó§¨´ B ≥

α > 0.

��� �� � � ���� � ���� �� ��� ��
α > 0

�� �� ����
{∫ T

0

‖Bu(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

‖Dkvk‖2
H

}
≥ α

{∫ T

0

‖u(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

‖vk‖2
H

}

�� ��
�
� �� �	���

y0 ∈ H
�� ��� ��

ϕ0 ∈ H
�� �� ���� �� � � �
� � �
����� �� ���

� ���
§
(t) = (ϕ̃(t), ϕ̃(t1), .., ϕ̃(tk).., ϕ̃(tm)) ∈ Km

���
y(0) = y0

������ ��
y(T ) = 0.

¦« ©ª«»¨ ³§µ· � ±µ® É Ó¨ ²«´·µ¸¨ª ¯«ª ¨»¨ª¶
z ∈ H

³§¨ ·«¼³µ«´
ϕ
«¯ �Î�·±³µ·¯¶ µ´Ä

ϕ(T ) = z
±´¸ ³§¨ ¼´µÒ¼¨ ® µ¸ ·«¼³µ«´

y
³« ³§¨ ©ª«¬¨®

y
′

(t) + Ay(t) = Bϕ̃(t), t ∈ (0, T )
∖
{tk}k∈σm

1
,

∆y(tk) = Iky(tk) +Dkϕ̃(tk),

y(T ) = 0.

á¨°³ É Ó¨ µ´³ª«¸¼²¨ ± ¬«¼´¸¨¸ µ´¨±ª «© ¨ª±³«ª
Λ : H → H

¸¨¹´¨¸ ¬¶

Λz = −y(0).

½²²«ª¸µ´Ä ³« ¯«ª®¼± �ÅÅ� ±´¸ ³§¨ �«ª«±ª¶ Å Ó¨ §±»¨

|〈Λz, z〉| = |−〈y(0), ϕ̃(0)〉| =

∣∣∣∣∣

∫ T

0

〈Bϕ̃(t), ϕ̃(t)〉dt+

k=m∑

k=1

〈Dkϕ̃(tk), ϕ̃(tk)〉
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫ T

0

〈Bϕ(t), ϕ(t)〉dt+
k=m∑

k=1

〈Dkϕ(tm−(k−1)), ϕ(tm−(k−1))〉
∣∣∣∣∣

≤ ς

{∫ T

0

‖ϕ(t)‖2
dt+

k=m∑

k=1

‖ϕ(tk)‖2

}
,

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ ÅÅ



Ó§¨ª¨
ς = sup

k∈σm

0

{dk} <∞.

�¨ §±»¨
∫ T

0

‖ϕ(t)‖2
dt =

∫ t1

0

‖ϕ(t)‖2
dt+

∫ t2

t1

‖ϕ(t)‖2
dt+ ... +

∫ T

tm

‖ϕ(t)‖2
dt.

Üµ´²¨ ³§¨ª¨ µ· ´« µ®©¼·¨ µ´ ³§¨ µ´³¨ª»±
[tk, tk+1)

Ó¨ §±»¨

‖ϕ(t)‖ =
∥∥ϕ(t+k )

∥∥ , ¯«ª ¨»¨ª¶ t ∈ [tk, tk+1) , k ∈ σm
0 ,

∥∥ϕ(t−k+1)
∥∥ =

∥∥ϕ(t+k−1)
∥∥ , k ∈ σm

0 . �ÅÝ�
¦§¨ª¨¯«ª¨ É ³§¨ª¨ ±ª¨

τk+1 = tk+1 − tk > 0
É
k ∈ σm

0

·¼²§ ³§±³
∫ tk+1

tk
‖ϕ(t)‖2

dt ≤ ρk

∥∥ϕ(t+k )
∥∥2

= τk+1

∥∥Ikϕ(t−k ) + ϕ(t−k )
∥∥2
, k ∈ σm

1 . �ÅÞ �
�´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É ³§¨ ²«´³µ´¼µ³¶ «¯ Ik µ® ©µ¨· ³§±³

∥∥ϕ(t+k )
∥∥2

=
∥∥(Ik + I)ϕ(t−k )

∥∥2 ≤ (1 + L(Ik))
2
∥∥ϕ(t−k )

∥∥2
, k ∈ σm

1 . �ÅÐ�
Ñ³ ¯««Ó · ¯ª«® �ÅÞ � ±´¸ �ÅÐ� ³§±³

∫ tk+1

tk
‖ϕ(t)‖2

dt ≤ τk+1(1 + L(Ik))
2
∥∥ϕ(t−k )

∥∥2
, k ∈ σm

1 . �ÅÆ�
Üµ´²¨

m
µ· ¹´µ³¨ É ±´¸ ¸¼¨ ³« �ÅÝ� É�ÅÆ� É ³§¨´ ³§¨ª¨ µ· ± ²«´·³±´³ 0 < µ < ∞·¼²§ ³§±³ 〈Λz, z〉 ≤ µ ‖z‖2

,
±´¸ ³§¼· É

Λ
µ· ¬ «¼´¸¨¸ ¾

á«Ó É ±· B µ· ´«´´¨Ä±³µ»¨ µ´ Km

É Ó¨ §±»¨

‖Bξ (t)‖ ≥ α {(ξ (t) , ξ (t))Km
}1/2

¯«ª ±
ξ ∈ Km

� ³§¼· É ¬¶ »µª³¼¨ «¯ �¨®®± Î É Ó¨ §±»¨
{∫ T

0

(Bu(t), u(t))Hdt+
k=m∑

k=1

(Dkvk, vk)H

}
�ÅÍ�

≥ α ‖B‖
{∫ T

0

‖u(t)‖2
H dt+

k=m∑

k=1

‖vk‖2
H

}
.

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ ÅÎ



Ñ³ ¯««Ó · ¯ª«® �ÅÅ� É �ÅÍ� ±´¸ �«ª«±ª¶ Å ³§±³

〈Λz, z〉 = −〈y(0), ϕ̃(0)〉

=

∫ T

0

〈Bϕ(t), ϕ(t)〉dt+

k=m∑

k=1

〈Dkϕ(tm−(k−1)), ϕ(tm−(k−1))〉

≥ α ‖B‖
{∫ T

0

‖ϕ(t)‖2
dt+

k=m∑

k=1

‖ϕ(tk)‖2

}

≥ α ‖B‖
∫ t1

0

‖ϕ(t)‖2
dt = ‖B‖αt1 ‖z‖2 = θ ‖z‖2

,

¬¨²±¼·¨ ³§¨ª¨ µ· ´« µ®©¼·¨ ¬ ¨¯«ª¨ ³µ® ¨
t1
¾ ¦§¨ª¨¯«ª¨ É

Λ
µ· ²« ¨ª²µ»¨ «´

H
¾

¦« ·§«Ó ³§±³ ³§¨ª¨ µ· ± ¬µÔ ¨²³µ«´ ¯ª«®
H
«´³«

H,
µ³ ·¼Õ ²¨· ³« ©ª«»¨ ³§±³

Λ + I
µ· ± ¬µÔ ¨²³µ«´ ¯ª«®

H
«´³«

H.
� ¨±ª¶É

Λ + I
µ· µ´Ô ¨²³µ»¨ ·µ´²¨

〈Λz + z, z〉 = 〈Λz, z〉 + 〈z, z〉 ≥ (θ + 1) ‖z‖2
.

�´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É ¨³ y0 ∈ H
É ±· ³§¨ ¯«ª®

a(f, g) + 〈f, g〉 = 〈Λf, g〉+ 〈f, g〉µ· ·¶®®¨³ªµ² ±´¸ ²«¨ª²µ»¨ É ³§¨´ É ¬¶ » µª³¼¨ «¯ �±°º� µÄª±® ¦§¨«ª¨® É ³§¨ª¨
µ· ±´ ¨¨® ¨´³

f ∈ H
·¼²§ ³§±³

a(f, g) + 〈f, g〉 = 〈y0, g〉 É ¯«ª ± g ∈ H.

¦§µ· µ® ©µ¨· ³§±³
Λ(H) = H

¾ ¦§¼· É ¯«ª ¨»¨ª¶
y0 ∈ H

É ³§¨ª¨ µ· ± ¼´µÒ¼¨
z ∈ H

·¼²§ ³§±³
Λ(z) = −y0 É Ó§µ²§ ²«®©¨³¨· ³§¨ ©ª««¯ «¯ � ±µ® Å¾

�	�� � � ½··¼®¨ ³§±³
B,Dk ≥ 0

É ³§¨´ B ≥ 0,

B̃2 = B, D̃2
k = Dk.

�¨ ¸¨¹´¨ ¯«ª
ε > 0,

βε
+ B̃2 + εI,

δε
k + D̃2

k + εI,
±´¸

Bε
+ (βε; δε

1, .., δ
ε
m) = (B̃2 + εI; D̃2

1 + εI, .., D̃2
m + εI).

½²²«ª¸µ´Ä ³« � ±µ® ÅÉ ³§¨ª¨ µ·
ϕ̃0,ε ∈ H

·¼²§ ³§±³ ³§¨ ® µ¸ ·«¼³µ«´
yε
«¯ �Å�Ó µ³§

yε(0) = y0 ·±³µ·¹¨· yε(T ) = 0;
Ó§¨ª¨ B(

�
)
§±· ¬ ¨¨´ ª¨©±²¨¸ ¬¶

Bε(ϕ̃(t), ϕ̃(t1), .., ϕ̃(tk).., ϕ̃(tm)) ∈ Km.

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ ÅÝ



�¨ «¬³±µ´ ¯ª«® �ÅÅ� ±´¸ �«ª«±ª¶ Å

−〈y(0), ϕ̃ε(0)〉 =

∫ T

0

〈βε
εϕ̃(t), ϕ̃ε(t)〉dt+

k=m∑

k=1

〈δε
kϕ̃ε(tk), ϕ̃ε(tk)〉, �ÅÁ�

±´¸ �Í� Äµ»¨·

−〈y(0), ϕ̃ε(0)〉 ≤ C

{∫ T

0

〈B̃2ϕε(t), ϕε(t)〉dt+
k=m∑

k=1

〈D̃2
kϕε(tm−(k−1)), ϕε(tm−(k−1))〉

}1/2

.

�Åâ�� §¨´²¨ É

−〈y(0), ϕ̃ε(0)〉 ≤ C

{∫ T

0

〈βεϕε(t), ϕε(t)〉dt+

k=m∑

k=1

〈δε
kϕε(tm−(k−1)), ϕε(tm−(k−1))〉

}1/2

.

�ÎÏ�Ñ³ ¯««Ó · ±³ «´²¨ ¯ª«® �ÅÁ� É �Åâ� ±´¸ �ÎÏ� ³§±³

ε

{∫ T

0
‖ϕε(t)‖2

dt+
k=m∑
k=1

‖ϕε(tk)‖2

}

+
∫ T

0
〈B̃ϕε(t), B̃ϕε(t)〉dt+

k=m∑
k=1

〈D̃kϕε(tm−(k−1)), D̃kϕε(tm−(k−1))〉

=
∫ T

0
(βεϕε(t), ϕε(t))dt+

k=m∑
k=1

〈δε
kϕε(tm−(k−1)), ϕε(tm−(k−1))) ≤ C2.

�ÎÅ�
�	�� � � ½²²«ª¸µ´Ä ³« ³§¨ ¨·³µ® ±³¨ �ÎÏ� ³§¨ ¯±® µ¶
bε = Bε(ϕ̃ε(t); ϕ̃ε(t1)..., ϕ̃ε(tm)

= (B̃2
ε ϕ̃(t); D̃2

1ϕ̃ε(t1)..., D̃mϕ̃ε(tm)) + ε(ϕ̃ε(t); ϕ̃ε(t1)..., ϕ̃ε(tm))

µ· ²«´³±µ´¨¸ µ´ ± ¬«¼´¸¨¸ ·¼¬·¨³ Km.¦§¼· É ¬«³§ «¯ ³§¨ ¯±® µµ¨·
√
ε(ϕ̃ε(t); ϕ̃ε(t1)..., ϕ̃ε(tm))

±´¸
(Bϕ̃ε(t);D1ϕ̃ε(t1)..., Dmϕ̃ε(tm))

±ª¨ ¬ «¼´¸¨¸ µ´ Km

� ¦§¨ª¨¯«ª¨ É Ó¨ ®±¶ ¨°³ª±²³ ± ·¼¬¯±® µ¶É ·±¶
(Bϕ̃ε(t);D1ϕ̃ε(t1)..., Dmϕ̃ε(tm)) ⇀

�
,
Ó¨±×¶ µ´ Km.

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ ÅÞ



¦§¨´ ²¨±ª¶

(B̃2ϕ̃ε(t); D̃
2
1ϕ̃ε(t1)..., D̃

2
mϕ̃ε(tm))+ε(ϕ̃ε(t); ϕ̃ε(t1)..., ϕ̃ε(tm)) ⇀ B�

,
Ó¨±×¶ µ´ Km.

�	�� � � ¦±×µ´Ä ³§¨ µ® µ³ ±·
ε→ 0

É Ó¨ ·¨¨ ³§±³ ³§¨ ·«¼³µ«´
y
«¯ �Å� Ó µ³§µ´µ³µ± ²«´¸µ³µ«´

y(0) = y0 É � ¬ ¨µ´Ä ±· µ´ �	�� � ·±³µ·¹¨·
y(T ) = 0

¾ ¦§µ·
²«®©¨³¨· ³§¨ ©ª««¯ «¯ ¦§¨«ª¨® Å¾

�½· ±´ µ®®¨¸µ±³¨ ±©©µ²±³µ«´ «¯ ³§¨ ¯«ª¨Ä«µ´Ä ¦§¨«ª¨® Ó¨ Äµ»¨ ³§¨ ¯«º
«Ó µ´Ä ¨°±®©¨ ¾

����� �� � �´¨ ¸µ® ¨´·µ«´± µ®©¼·µ»¨ Ü²§ª�¸µ´Ä¨ª ¨Ò¼±³µ«´ �
�¨ ²«´·µ¸¨ª ³§¨ ©ª«¬¨®
∂y (t, x)

∂t
+ i

∂2y

∂x2
(t, x) = χω0u (t, x) , t ∈ (0, T ) \ {tk}k∈σm

1
, x ∈ Ω = (0, 2π),

y(t, 0) = y(t, 2π) = 0, �ÎÎ�
y (0, x) = y0,

∆y (tk, x) = iαky (tk, x) + χωk
vk(x), k ∈ σm

1 ,

Ó§¨ª¨

tk+1 − tk > 2π, ωk = (ak
1, a

k
2) ⊂ Ω, k ∈ σm

0 , {αk}k∈σm

1
⊂ R+.

�¨³

H = L2(Ω,C), Aw(x) = i∂
2w

∂x2 (x), D(A) =
{
w ∈ H, ∂2w

∂x2 ∈ H,w(0) = w(π) = 0
}
,

±´¸
Ikw(x) = iαkw(x)

±´¸ ³§¨ ²«´³ª« «© ¨ª±³«ª µ· Äµ»¨´ ¬¶
B = χω0 , Dk =

χωk

É ³§¨´ ³§¨ ·¶·³¨® �ÎÎ� ¬¨²«®¨· ±´ ±¬·³ª±²³ ¯«ª®¼±³µ«´ «¯ �Å� ¾ ½ · ±²«´·¨Ò¼¨´²¨ «¯ ¦§¨«ª¨® ÅÉ ³§¨ µ´ µ³µ± ·³±³¨
y0 ∈ L2(Ω,C) = H

«¯ ³§¨
·«¼³µ«´ «¯ �ÎÎ� µ· ´¼º²«´³ª«±¬¨ ±³ t = T,

µ¯ ±´¸ «´¶ µ¯ É ³§¨ª¨ µ·
C > 0·¼²§ ³§±³

∣∣∣∣
∫

Ω

y0(x)ϕ̃0(x)dx

∣∣∣∣ �ÎÝ�

≤ C

{∫ T

0

∫

ω0

|ϕ|2 (t, x)dxdt+
m∑

k=1

∫

ωk

|ϕ|2 (tm−(k−1), x)

} 1
2

, ∀ϕ̃0 ∈ L2(Ω,C),

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ ÅÐ



Ó§¨ª¨
ϕ̃0(x) = ϕ(T, x)

±´¸
ϕ
µ· ³§¨ ® µ¸ ·«¼³µ«´ «¯

∂ϕ(t, x)

∂t
+ i

∂2ϕ(t, x)

∂x2
= 0, t ∈ (0, T ) \ {tk}k∈σm

1
, x ∈ Ω,

ϕ(t, 0) = ϕ(t, 2π) = 0,

ϕ (0, x) = ϕ0(x), x ∈ Ω,

∆ϕ (tk, x) = iαkϕ (tk, x) , x ∈ Ω, k ∈ σm
1 .

¿¨ª¨
ϕ
µ· Äµ»¨´ ¬¶

ϕ(t) =






ϕ[0](t) ,
µ¯

t ∈ [t0, t1)
ϕ[k](t) ,

µ¯
t ∈
[
tk, tk+1)

)

ϕ[m](t) ,
µ¯

t ∈ [tm, T ] ,

Ó§¨ª¨
ϕ[k](t)

µ· ± ·«¼³µ«´ «¯ ³§¨ ²±··µ²± Ü²§ª�¸µ´Ä¨ª ¨Ò¼±³µ«´

∂ϕ[k] (t, x)

∂t
+ i

∂2ϕ[k]

∂x2
(t, x) = χω0u (t, x) , t ∈ (t0, t1) , x ∈ Ω = (0, 2π),

ϕ[k](t, 0) = ϕ[k](t, 2π) = 0,

ϕ[0] (t0, x) = ϕ0(x), x ∈ Ω,

±´¸
∂ϕ[k] (t, x)

∂t
+ i

∂2ϕ[k]

∂x2
(t, x) = χω0u (t, x) , t ∈ (tk, tk+1) ,

° ∈ Ω = (0, 2π),

ϕ[k](t, 0) = ϕ[k](t, 2π) = 0,

ϕ[k] (tk, x) = (1 + iαk)ϕ[k−1] (tk, x) , x ∈ Ω, k ∈ σm
1 .

¦§¨´ ± ·³±´¸±ª¸ ±©©µ²±³µ«´ «¯ ± »±ªµ±´³ «¯ Ñ´Ä§±® �· Ñ´¨Ò¼±µ³¶ ÀÁÂ ·§«Ó ·
³§±³

∫ tk+1

tk

∫

w0

∣∣ϕ[k]

∣∣ (t, x)dtdx ≥ c(τk, w0)

∫

Ω

∣∣ϕ[k]

∣∣ (t+k , x)dx,
¯«ª ·«® ¨ ©«·µ³µ»¨ ²«´·³±´³·

c(τk, w0) > 0
¾ Ü¼®® µ´Ä ¼© Ó¨ Ä¨³

m∑

k=0

∫ tk+1

tk

∫

w0

∣∣ϕ[k]

∣∣ (t, x)dtdx =

∫ T

0

∫

ω0

|ϕ|2 (t, x)dxdt

≥ c1

m∑

k=1

∫

Ω

∣∣ϕ[k]

∣∣ (t+k , x)dx,

ßàÊ¦Ùß É ÎÏÏÍ á« ¾ Åâ É © ¾ ÅÆ



Ó§¨ª¨
c1 = min

k∈σm

0

c(τk, w0) > 0.

�´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É ³§¨ª¨ µ· ± ©«·µ³µ»¨ ²«´·³±´³ c2 > 0
·¼²§ ³§±³

m∑

k=1

∫

ωk

|ϕ|2 (tm−(k−1), x) ≥ c2

m∑

k=1

∫

Ω

∣∣ϕ[k]

∣∣2 (t+k , x)dx.

Ñ³ ¯««Ó · ³§±³
∫ T

0

∫

ω0

|ϕ|2 (t, x)dxdt

+
m∑

k=1

∫

ωk

|ϕ|2 (tm−(k−1), x)

≥ (c1 + c2)
m∑

k=1

∫

Ω

∣∣ϕ[k]

∣∣2 (t+k , x)dx

≥ (c1 + c2)

∫

Ω

∣∣ϕ[m]

∣∣2 (t+m, x)dx

= (c1 + c2)

∫

Ω

|ϕ|2 (T, x)dx.

á«Ó É ·µ´²¨
ϕ̃0(x) = ϕ̃(0, x) = ϕ(T, x),

³§¨´ É
∫ T

0

∫

ω0

|ϕ|2 (t, x)dxdt+

m∑

k=1

∫

ωk

|ϕ|2 (tm−(k−1), x) ≥ m(c1 + c2)

∫

Ω

∣∣ϕ̃0
∣∣2 (x)dx,

¯ª«® Ó§µ²§ Ó¨ Ä¨³
∫

Ω

∣∣ϕ̃0
∣∣2 (x)dx ≤ 1

m(c1 + c2)

(∫ T

0

∫

ω0

|ϕ|2 (t, x)dxdt+
m∑

k=1

∫

ωk

|ϕ|2 (tm−(k−1), x)

)
.

�¨ ²«´²¼¸¨ ¬¶ �±¼²§¶ºÜ²§Ó±ª� µ´¨Ò¼±µ³¶ ³§±³
∣∣∣∣
∫

Ω

y0(x)ϕ̃0(x)dx

∣∣∣∣ ≤
{∫

Ω

∣∣y0
∣∣2 (x)dx

∫

Ω

∣∣ϕ̃0
∣∣2 (x)dx

}1/2

≤
{∫

Ω
|y0|2 (x)dx

m(c1 + c2)

}1/2(∫ T

0

∫

ω0

|ϕ|2 (t, x)dxdt

+
m∑

k=1

∫

ωk

|ϕ|2 (tm−(k−1), x)dx

)1/2

,
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Ó§µ²§ ¨·³±¬µ·§¨· ³§¨ ´¨²¨··±ª¶ ±´¸ ·¼Õ ²µ¨´³ ²«´¸µ³µ«´ «¯ ´¼ ²«´³ª«±¬µµ³¶
·³±³¨¸ µ´ ¦§¨«ª¨® Å¾

�¨ ²«´²¼¸¨ «¼ª ©±©¨ª ¬¶ ± ·© ¨²µ± ²±·¨ Ó§¨´ «¼ª µ´ µ³µ± ·³±³¨ µ· ±´
¨µÄ¨´·«¼³µ«´ «¯ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä µ´¨±ª «© ¨ª±³«ª

Γ : H → H
¸¨¹´¨¸ ¬¶

Γ(ψ) =

∫ T

0

X−1(s)B2X(s)ψds+

k=m∑

k=1

X−1(tk)D
2
kX(tk)ψ.

�¨ §±»¨ ³§¨ ¯««Ó µ´Ä ª¨·¼³ «¯ ´¼º²«´³ª«±¬µµ³¶¾
� �
�
��	 �
� � ���

λ > 0
�� �� ��� ��	�
� � ��

Γ
� ��� ��� ��	����� ψ ∈ H.�� ��

�
�� � � �
�����

y
�� �� � � ���
��






y
′

(t) + Ay(t) = − 1
λ
B2(X(t)ψ), t ∈ (0, T )

∖
{tk}k∈σm

1
,

∆y(tk) = Iky(tk) − 1
λ
D2

k(X(tk)ψ), k ∈ σm
1

y(0) = ψ,

�ÎÞ �

������ ��
y(T ) = 0.

� ���� �
�ªµ³¨ ·¶·³¨® �ÎÞ � µ´³« ³§¨ ¯«ª®





y
′

(t) + Ay(t) = − 1
λ
B2(X(t)ψ), t ∈ (0, T )

∖
{tk}k∈σm

1
,

y(t+k ) = Iky(tk) − 1
λ
D2

k(X(tk)ψ), k ∈ σm
1

y(0) = ψ.¦§¨ª¨¯«ª¨ É ³§µ· µ®©¼·µ»¨ ©ª«¬¨® §±· ± ·«¼³µ«´ Ó§µ²§ ²±´ ¬ ¨ ª¨©ª¨·¨´³¨¸
¨°©µ²µ³¶ ±· ¯««Ó ·

y(t) = X(t)ψ+

∫ t

0

G(t, s)

[
−1

λ
B2(X(s)ψ

]
ds+

∑

0<tk≤t

G(t, tk)

[
−1

λ
D2

kX(tk)ψ

]
,

Ó§¨ª¨ ³§¨ ¨»«¼³µ«´ «©¨ª±³«ª
G(t, s)

µ· Äµ»¨´ ¬¶

G(t, s) = X(t)X−1(s).
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�´ ³§¨ «³§¨ª §±´¸ É ³§¨ ·¶·³¨® �ÎÞ� ¶ µ¨¸·

y(T ) = X(T )ψ +

∫ T

0

G(T, s)

{
−1

λ
B2(X(s)ψ

}
ds

+
∑

0<tk≤T

G(T, tk)

{
−1

λ
D2

kX(tk)ψ

}

= X(T )

[
ψ +

∫ T

0

X−1(T )G(T, s)

{
−1

λ
B2(X(s)ψ

}
ds

−1

λ

∑

0<tk≤T

X−1(T )G(T, tk)
{
D2

kX(tk)ψ
}
]

= X(T )

[
ψ +

∫ T

0

X−1(s)

{
−1

λ
B2(X(s)ψ

}
ds

−1

λ

∑

0<tk≤T

X−1(tk)
{
D2

kX(tk)ψ
}
]

= X(T ))

[
ψ − 1

λ
Γ (ψ)

]
= 0.

¦§µ· ·§«Ó · ³§±³ ³§¨ µ´ µ³µ± ·³±³¨
ψ
µ· ´¼º²«´³ª«±¬¨ ±³ ³µ® ¨

T
Ó µ³§ ²«´³ª«

�
(t) =

(
u (t) , {vk}k∈σm

1

)
=

(
−1

λ
X (t)ψ,

{
−1

λ
X(tk)ψ

}

k∈σm

1

)
,

Ó§µ²§ ²«®©¨³¨· ³§¨ ©ª««¯ «¯ ³§¨ Ûª«©«·µ³µ«´ ¾
�

���� ��¤��
ÀÅÂ á ¾� ¾ ½§®¨¸ É �� ��� �
 ��� � 
� � ������
 � �� ��� � 
� �	� ������� �� � �����

������ ¾ à ¾ � ±³§ ¾ ½´± ¾ ½©© ¾ �« ¾ Å �á« ¾Å� �ÎÏÏÏ� É ÝÍºÐÎ ¾
ÀÎÂ � ¾� ¾ ½×§®¨³«» É ½ ¾ Ç±¯¨ª É �� � ������
 
���
��� �� ���������	�
� � � ����


��� � �� ���� �
�� ��� ��� � 
� �	� �������
�
á«´µ´¨±ª ½´±¶·µ· ÝÞ �ÅââÁ�ÅÏÐÐº ÅÏÆÐ ¾

ÀÝÂ Ù ¾Ù ¾ Ú±µ´«» ±´¸ Û¾Ü ¾ Üµ® ¨«´«» É ������� � ��� ��� � 
� � �� ���
�
�� ���� ���

��� 
�������� É ß µ· ¿±ª¸Ó««¸ ·¨ªµ¨· µ´ � ±³§¨® ±³µ²· ±´¸ µ³· ½©©µ²±³µ«´· É
ß µ· ¿±ª¸Ó««¸ É �§µ²§¨·³¨ª É ÅâÁâ ¾
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ÀÞÂ Ù ¾Ù ¾ Ú±µ´«» º Û¾Ü ¾ Üµ® ¨«´«» É
�
�� � 
� �	� ��� �������
 ��������� � � ���� �

����� � ��� ������ �� �� � � �
������ É �«ª¸ Ü²µ¨´³µ¹² É Ü¨ªµ¨· «´ ½¸»±´²¨· µ´
� ±³§ ¾ ¯«ª ½©©µ¨¸ Ü²µ¨´²¨· É ÎÁ �ÅââÐ� ¾

ÀÐÂ � ¾ Ú¨ª¨�±´·×¶ ±´¸ ß ¾ Úª±»¨ª® ±´ É � ������� ��� ��� �����
��� �� ��� � 
�
� �	�
� � �������� ������� �� � � ����� ������ Ûª¨©ªµ´³ ¯¼´²³±´�âÝ ÅÎÏÏ Å¾

ÀÆÂ Ã ¾� ¾ È¨«ªÄ¨ É ½ ¾� ¾ á ±´¸±×¼® ±ª±´ ±´¸ ½ ¾ ½ ª±©«·³±³§µ· É � ���� �� ��� �
���
 
���
��� �� ��� � 
� �	� ������� � à ¾ � ±³§ ¾ ½´± ¾ ½©© ¾ ÎÞ ÅÉ ÎÍÆºÎÁÝ É
ÎÏÏÏ ¾

ÀÍÂ Ç ¾¿ ¾ È¼±´ É ¦ ¾¿ ¾ Êµ±´ É ±´¸ Ë ¾ Ì¼ É ������
 
���
��� ��� ��� ��	���
��� ��

�� ��� ��� ��	��� ��� ��� � 
� �	� ������� ¾ Ñßßß � µª²¼µ³· Ü¶·³ ¾ Ñ É »« ¾ Þâ É ©© ¾
ÅÅâÁº ÅÎÏÁ É ÎÏÏÎ ¾

ÀÁÂ ½ ¾ ¿±ª±¼° É �� �
�������	� � �� ������
 ��� ����� �� �� ��� ������
 
���
��� ��
���� ��	���	� ������� É Û«ª³¼Ä±µ±¨ ® ±³§¨®±³µ²± ÆÅÉ Þ �ÎÏÏÞ � É ÝââºÞÝÍ ¾

ÀâÂ � ¾ �±×·§® µ×±´³§±® É Ù ¾Ù ¾ Ú±µ´«» ±´¸ Û¾Ü ¾ Üµ® ¨«´«» É �� ���� �� ��� � 
�
� �	� ��� �������
 ��������� ¾ �«ª¸ Ü²µ¨´³µ¹² ·¨ªµ¨· µ´ � «¸¨ª´ � ±³§¨® ±³º
µ²· É �« ¾ Æ É Üµ´Ä±© «ª¨ É ÅâÁâ ¾

ÀÅÏÂ Ü ¾ �¨¨± É 	 ¾½ ¾ � ²Ã±¨ É ±´¸ Ü ¾ Üµ»±·¼´¸±ª±® É ������
 
���
��� �� ��� � 
� �	�
��� �������
 ���������

�
à ¾ � ±³§ ¾ ½´± ¾ ½©© ¾ ÅÍÍ É ÅââÝ É ÎÞºÝÏ ¾

ÀÅÅÂ Ë ¾ � µ¼ É � �� 
�� ��� �������� 	�
� � � ���
��� � �� � ��� ����� ��� � 
� �	� �� �
��� ����� �������
 ��������� É ½©© ¾ ½´± ¾ ÝÆ �ÅââÏ� É ÅÅâº ÅÝÏ ¾

ÀÅÎÂ à ¾¿ ¾ � µ¼ É � �� 
�� ��� ��� � 
� �	� �	�
����� ��������� É Ù¶´±® µ²· �«´³µ´ ¾
Ù µ·²ª ¾ Ñ®©¼·µ»¨ Ü¶·³ ¾É Æ �Åâââ� É ÍÍºÁÐ ¾

ÀÅÝÂ ½ ¾� ¾ Ü±®«µ¨´×« ±´¸ á ¾½ ¾ Û¨ª¨·³¶¼× É ��� � 
� �	� ��� �������
 ��������� É
�«ª¸ Ü²µ¨´³µ¹² É Üµ´Ä±©«ª¨ É ÅââÐ ¾

ÀÅÞÂ Ã ¾ß ¾ Ü§«Ó±³¨ª É � �
���� ����� � ��� ��� � �� ������
 ��� �������
 ��������� É
ß ¨²³ª«´µ² à«¼ª´± «¯ Ù µØ¨ª¨´³µ± ßÒ¼±³µ«´· É � «´«Äª±©§ ÏÅÉ ÅââÞ ¾

ÀÅÐÂ � ¾ Ü¨® ª«¸ É �������� �����
������� �� � 
�� ��� ������
 ������ �� � �
����
����� � ��� �� � � ����� ������� ������


�
� ±³§ ¾ �«´³ª« ÜµÄ´±· Ü¶·³¨® · É

�« ¾ Î É ÎÆÐºÎÁÐ É ÅâÁâ ¾
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ÀÅÆÂ Ã ¾ ¦ªµÄÄµ±´µ É ������
 
���
��� ��� ��� ��	���
��� �� � ����� ����� � ���
������� �� ������� É ÜÑ½� à ¾ �«´³ª« �©³µ® µ� ¾ ÅÝ �Å� �ÅâÍÐ� É ÞÆÎºÞâÏ ¾

�Ã¨²¨µ»¨¸ � ²³«¬ ¨ª ÅÍ É ÎÏÏÆ�
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