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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@luz.ve)
Departamento de Matemaética, Facultad Exp. de Ciencias
Universidad del Zulia, Apartado Postal 526
Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta seccion son aquellos que puedan
ser abordados por un estudiante de matematica no graduado sin conoci-
mientos especializados. Problemas abiertos conocidos no son aceptables.
Se prefieren problemas originales e interesantes. Las soluciones y los
problemas propuestos deben dirigirse al editor, en espanol o inglés, a la
direccion arriba indicada. También pueden enviarse por correo electroni-
co, preferiblemente como un archivo fuente en KTEX. Las propuestas
deben acompanarse de la solucién, o al menos de informacién suficiente
que haga razonable pensar que una solucién puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tack-
led by undergraduate math students without specialized knowledge.
Known open problems are not suitable. Original and interesting prob-
lems are preferred. Problem proposals and solutions should be sent to
the editor, in Spanish or English, to the address given above. They
may also be sent by e-mail, preferably as a IETEX source file. Proposals
should be accompanied by a solution or, at least, enough information
on why a solution is likely.

Los problemas que se proponen a continuacién corresponden al nivel superior
de la cuarta ediciéon de la Olimpiada Bolivariana de Matemadtica, realizada
durante los das 5 y 6 de junio del presente ano. Esta competencia se realiza por
correspondencia, en dos dias consecutivos. Cada dia los participantes disponen
de tres horas y media para resolver tres problemas.

1 Problemas propuestos

67. Una pareja de nimeros enteros positivos (a,b) se llama mdgica si se
cumple que 1 es divisor de b, 2 es divisor de b+ 1, 3 es divisor de b+ 2,
y asi sucesivamente, hasta (a + 1) es divisor de (b + a).

(a) Probar que la pareja (a,1) es magica para todo entero positivo a.

(b) Probar que para todo entero positivo a existen infinitos ntimeros
enteros positivos b tales que la pareja (a,b) es mégica.
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68.

69.

70.

71.

72.

(¢) Dado un entero positivo a, encontrar todos los enteros positivos b
tales que la pareja (a,b) es mégica.

Con un grupo de 100 personas, se forman algunos comités de dos per-
sonas. Se sabe que, sin importar como se acomoden las 100 personas en
una mesa redonda, siempre hay exactamente dos comités para los que
cada miembro se encuentra vecino a su companero.

(a) Determinar el nimero de comités que hay.

(b) ¢{Es cierto que existe una persona que pertenece a todos los comités?

Nota: Dos comités se consideran diferentes si difieren en al menos uno
de sus miembros.

Sea ABC' un tridngulo acutdangulo. Sean D, E y F' los pies de las alturas
y X, Y,y Z los puntos medios de los lados BC, AC'y AB, respectiva-
mente. Sea H el punto de interseccién de las alturas. Supongase que H
no se encuentra en el interior del tridngulo XY Z. Demostrar que por lo
menos el drea de uno de los tridngulos AEF, BDF, CDE es menor o
igual que 1/9 del drea del tridngulo ABC.

Sea ABC un tridangulo isésceles con AB = AC. Sea P un punto en AB
tal que BC = CP. Sea Q un punto en AC tal que AQ = QP = PB.
Determinar los angulos del triangulo ABC'. Justificar su respuesta.

Sea m un entero positivo impar. Se construye una lista de enteros po-
sitivos a1, as,as, ... tal que a; es un entero positivo cualquiera y, para
todo j > 2 se define a; de la siguiente manera:

(a) Siaj_ es par, entonces a; = a;_1/2.

(b) Sia;_i es impar, entonces a; = aj_1 +n.

Encontrar, para cada entero positivo n, todos los posibles valores de a;
tales que éste valor vuelve a aparecer mas adelante en la sucesién.

Encontrar el niimero de sucesiones de n enteros positivos, no necesaria-
mente distintos, que satisfacen la siguiente condicién: Para cada k > 1,
si el numero k + 1 aparece en la sucesién, entonces el nimero k también
aparece. Mas aun, k aparece en la sucesion por primera vez antes que
la ltima aparicién de k + 1.
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11.

26.

Soluciones

[6 (1997) p. 77.] Sea P un polinomio con coeficientes enteros de grado
n > 12. Si el maximo comun divisor de los coeficientes de P es 1 y en
més de n/2 enteros el valor tomado por P es 1 o -1, pruebe que P es
irreducible.

Solucion por Xavier Xarles, Universidad Auténoma de Barcelona, Ca-
taluna, Espana. Vamos a ver primero un resultado previo.

Observacion: No eziste ningin polinomio con coeficientes enteros que
tome el valor -1 en cuatro enteros distintos a1, az, as, as (0 mds) y el
valor 1 en otro entero b.

En efecto, supongamos que p(x) verificara esto. Entonces ¢(z) = p(z)+1
cumpliria que ¢(a;) = 0 para i = 1,...,4 y ¢(b) = 2. De esta forma
q(z) = (x —a1) * (x —az) * (x — a3) x (x — aq) *r(x) para cierto r(z) con
coeficientes enteros. Evaluando en b tendriamos 2 = ¢(b) = (b — aq) *
(b—az)*(b—ag)*(b—a4)*r(b) y por lo tanto sélo podriamos tener que
(b—a;) = £1 o (b — ai) = £2 (y esto ultimo sélo para un 7). Pero los
(b — a;) son todos diferentes, y s6lo pueden tomar 3 valores diferentes.
Contradiccion.

Obsérvese que el mismo resultado vale para el valor 1 en cuatro enteros
diferentes y el valor -1 en otro (o, més en general, si vale ¢ para 4 valores
y ¢ — p para otro con p primo).

Vamos ya a ver el resultado. Supongamos que tenemos P(X) de grado
n > 11 tal que toma valor 1 o -1 en més de n/2 valores. Si P(X) fuera
reducible entonces existirfan polinomios no constantes Q(X) y R(X)
con coeficientes enteros tales que P(X) = Q(X) x R(X). Si P(a) = %1,
entonces lo mismo pasa con Q(a) y R(a). Podemos suponer que Q(X)
tiene grado n/2 o menor. Si Q(X) toma el valor 1 en més de n/2 enteros,
entonces Q(X) — 1 tiene mas de n/2 raices y grado menor que n/2,
contradiccién. Lo mismo si en todos toma el valor -1. Asi tenemos que
en algunos enteros () toma el valor 1 y en otros el valor —1. De hecho
habrd més de n/4 enteros en los que toma el valor 1 (o el —1). Como
n > 12, n/4 > 3 y tendremos como minimo 4 enteros en los que toma el
valor 1 (o el —1) y como minimo un entero en el que toma el valor —1
(resp. 1), en contradiccién con la observacién inicial.

[8(1) (2000) p. 89, propuesto por Angel Oneto, Universidad del Zulia,
Maracaibo, Venezuela.] Probar que existe una y sélo una funcién f :
N — N tal que, para todo m,n € N, se verifica:
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(a) f(mn) = f(m)f(n).
(b)y m#Znym®=n"= f(m)=né f(n) =m.
(c) myn>3ym" <n™ = f(n) < f(m).

Solucion por Angel Oneto.

Se probara en primer lugar que
3<n<m=—m"<n™

Poniendo m = n + k se probara por induccién en k que
(n+ k)" < n"tk, (%)

Parak =1, de (1+1)" < 3sesigue (n+1)" < 3n™ < n"*!. Suponiendo
(*) valido por hipétesis inductiva, debe probarse que

(n+k-+1)" < pthtl,

En efecto,
n+k n+k
(n + k)ntk n+k
por tanto:
k n+k
(n + k + ].)n < m < S(TL + k)n < 3’1’Ln+k S n”+k+1.

Resulta que si n < m la dnica solucién de m™ = n™ estd dada por
n =2y m = 4. Sigue de b) que f(2) = 4 o f(4) = 2. Pero por a)
f(4) = f(2)f(2), por lo que debe ser

d) f(2) =4.
Ademsds de c¢) resulta: 3 < n < m = f(n) < f(m), pero f(1) = 1,
F(1) =16y J(6) = 4/(3) > f(4), y se tiene

() < f(2) =4 < f(3).
Luego
e) f es estrictamente creciente (n < m = f(n) < f(m)).

Se ha probado que, suponiendo a), las condiciones b) y ¢) implican d)
y e). De la discusién anterior resulta que la reciproca también es valida
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48.

y entonces las condiciones a), b) y ¢) equivalen a las condiciones a), d)
y e).

La funcién “elevar al cuadrado” cumple obviamente a), d) y e). S
verd que si una funcién f : N — N cumple a), d) y e) debe ser f(n)
cualquiera sea n € N. En efecto, dado n € N tomando h, k,r,s € N
que

t les

h r
n?—1<4r <n?®<4s <n?+1,

puesto que 2" < n* y que n® < 2" se tiene f(2") = 4" < f(n)*
f(n)® < f(27) =4", por lo que

4% < f(n) < 4%

y, por tanto, f(n) = n?.

[9(2) (2001) p. 207]. Las raices de un polinomio de grado cuatro con
coeficientes complejos estan ubicadas en los vértices de un rectangulo
con lados de longitud a y b en el plano complejo. Encontrar la distancia
entre las raices de la segunda derivada de este polinomio.

Solucion por Antonio Gonzdlez Ferndandez, Universidad de Sevilla, Es-
pana.

Las cuatro raices del polinomio pueden escribirse como z; = 20— A— B,
Zo=20—A+B,2z3=20+A+B, 24 =20+ A— B, con Ay B ntimeros
complejos tales que |A| = a/2, |B| = b/2, R(AB) = 0. El polinomio se
escribira entonces

P(z) = kiz—2z1)(z—22)(z —23)(2 — 24) =
= k((z=20)? = (A+B)*)((z—20) — (A— B)?)
= k(u® - S%)(u* - D?),

donde u = z— 29, S = A+ B, D = A— B. Derivando dos veces tenemos

P'(z) = 2k(u®— D?) +8ku® + 2k(u® — S?)
2k(6u® — D? — S?).

Las raices de este polinomio son ++/(52 + D?)/6 y la distancia buscada

-} v - & v
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49.

Puesto que A y B pueden escribirse como

ae'® B bie'®

A = ) )
2 2

resulta
@~
3

d =

Comentario del editor: También resuelto por Ignacio Larrosa Cafiestro,
quien observa que mediante una traslaciéon y una rotacién el problema
puede reducirse al caso en que el rectangulo de las raices tiene centro en
el origen y lados paralelos a los ejes. Ignacio también menciona que para
un polinomio de grado 3, la raiz de la derivada segunda es el baricentro
del tridngulo formado por las tres raices del polinomio, mientras que
las raices de la derivada primera son los focos de la elipse interior de
Steiner de dicho tridangulo.

[9(2) (2001) p. 207]. Una funcién derivable f : R — R satisface la
desigualdad |f(z)| > |f'(z)| para todo x € R y al menos para un zo
esta desigualdad es estricta, es decir, |f(zg)| > |f'(z0)|.- Demostrar que
la ecuacién f(x) = 0 no tiene raices.

Solucion I por Julidn Aguirre FEstibalez, Universidad del Pais Vasco,
FEspana.

El problema es invariante por traslaciones en el eje de las x y por si-
metrias x — —x y f — —f. Entonces sin pérdida de generalidad po-
demos suponer que f(0) > 0. Por continuidad, f(z) > 0 en un in-
tervalo alrededor de 0. Supongamos por absurdo que f(a) = 0. Una
vez mas sin pérdida de generalidad podemos suponer que a > 0. Sea
b=inf{x >0: f(z) =0}. Es claro que 0 < b < a, f(b) =0y f(z) >0
si x € [0,b). La funcién g(x) = log(f(x)) estd bien definida en [0,b), es
derivable y |¢'(z)| < 1, de donde |g(x) — g(0)] < x en [0,b). Pero por
otro lado lim,_,; g(z) = —o0, lo que es una contradiccién.

El resultado se generaliza inmediatamente al caso en que | f’'| < ¢|f| para
una constante ¢ > 0.

Solucion II por el editor. Afirmamos que el conjunto C' de los ceros
de f es abierto. En efecto, si f(a) = 0 entonces existe r > 0 tal que
|f(z)] < 1/2 paratodo z en I = (a—r,a+r). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer r < 1/2. Entonces para cada = en I existe un z en [

tal que [f(z)] = [f(z) = f(a)| = |f'(2)(x — a)| < [f(2)[|z —af < 1/4,
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53.

y reiterando este argumento resulta que en I se tiene |f| < 1/8, luego
|| < 1/16,...y en general |f| < 1/2"™ para todo n > 0. Conclusién: f
es nula en [.

Ahora, como f es continua, C' también es cerrado. Y como R es conexo,
C' es vacio o es todo R. Pero esto tltimo no es posible pues |f(zg)| >
|f'(z0)| > 0, por lo tanto C es vacio.

[9(2) (2001) p. 207]. Calcular

nm

Z cos(%) cos(%r) e cos(;).

Solucion por Ignacio Larrosa Canestro, Instituto Rafael Dieste, A Co-
runa, FEspana.

Hagamos

Si n es par uno de los factores es cos(w/2) y el producto es cero. Nos
interesan entonces s6lo los sumandos con n impar, y podemos escribir

oo 2n+1

km
SZ; kl;[l cos(2n+1). (#1)
Calculemos el valor de los sumandos:
PO = [ cos(s ) (#2)
pie 2n+1

Pongamos m = 2n+1, ¢ = cos(t) y s = sen(t). Desarrollando el miembro
derecho de la férmula de De Moivre

cos(mt) + isen(mt) = (c+ is)™

mediante el teorema del binomio, e igualando las partes reales de ambos
miembros, resulta

COS(mt) — (%fb) am o (T;) c7n—282 N (_1)(m—1)/2< m 1) CSm_l,
m —
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donde todos los exponentes de s son pares y los de ¢ impares. Reempla-
zando s = 1 — ¢? obtenemos de cada sumando uno de la forma ()™
con signo positivo, y otros sumandos siempre con potencias impares de
c. Por tanto, el polinomio en ¢ correspondiente tiene término indepen-

diente nulo y coeficiente principal

()= () e () =2

cos(mt) = 2™~ 4 4 (=)D 2 (#3)

quedando

con potencias de ¢ exclusivamente impares.

Sit = kn/(2n + 1) entonces cos(mt) toma el valor 1 o -1 segiin que k
sea par o impar y cos?(mt) = 1. Por lo tanto

m—1_m (m—1)/2 2 _
2T 4 (—1) yme) —1=0,

2m02m+_._+m202_1:0’

ecuacién en la que c estd elevada exclusivamente a potencias pares, pues-
to que en [#3] todas son impares. Haciendo d = ¢? y dividiendo por 2™,
obtenemos la ecuacion

A"+ d— — =0

Las m soluciones de esta ecuacién son los cuadrados de los cosenos de
los dngulos kn/(2n+1), k = 1,...,2n+1. Por tanto, segtn las relaciones
de Cardano-Vieta, (P(n))? = 1/2™ y P(n) = £21=™ = +272"_ Para
dilucidar el signo basta considerar que los dngulos kn/(2n+ 1) con k =
1,...,n estan en el primer cuadrante, mientras que los n + 1 restantes,
en el segundo. Por lo tanto P(n) = (—1)""14=" y finalmente
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