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Resumen

En este trabajo se estudia la cantidad de grupos finitos, distintos
salvo isomorfismo, que tienen como orden el producto de dos primos
absolutos. Se utilizan para ello métodos elementales, basados en la ac-
cién sobre el propio grupo, de los automorfismos internos.
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Abstract

In this paper we study the number of finite abstract groups whose
order is the product of two primes. We use elementary methods based
in the action of the group on itself by conjugation.
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1 Introduccion

Consideremos un grupo G de orden n = pg, con 2 < p < ¢, donde p y ¢
son primos absolutos, a continuacion analizaremos cuantos grupos existen de
orden n.
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Con este propésito haremos que el grupo G acttie sobre si mismo median-
te los automorfismos internos y estudiaremos sus érbitas de conjugacién. Se
denotard en lo que sigue por Z al centro de G, por C, al grupo ciclico de
orden n y escribiremos H ® K para referirnos al producto directo interno de
dos subgrupos H y K .

Probaremos finalmente los siguientes resultados:

Teorema 1: Siendo n = pg, con 2 < p < ¢, donde p y g son nimeros
primos absolutos, si existe un grupo G de orden n para el cual Z = {e},
necesariamente se cumple

q =1 mdd p.

Teorema 2: Siendo n = pq, con 2 < p < ¢, donde p y ¢ son nimeros primos
absolutos, si ¢ # 1 mdd p, el dnico grupo de orden n es el C,.

Ademas en el caso en que ¢ = 1 méd p probaremos la existencia y unicidad
de un grupo no comnutativo.

2 Preliminares

Recordemos que un grupo G es producto semidirecto interior del subgrupo H
por el subgrupo K, y se denota G = H[K], cuando

1) Para todo g € G existen x € H,u € K, unicos, de manera que
g = zu.
2) Cualesquiera que sean x € H,u € K, se cumple
rluxr e K.

Por otra parte dado un grupo K, si H es un grupo de operadores de K
mediante un morfismo
p: H— Aut(K),

la operacion del conjunto H x K definida por la ley
(@, u)(y, v) = (zy, p(y)(u)v)
dota al conjunto H x K de la estructura de grupo.

El grupo asi construido se conoce como producto semidirecto (exterior) de
H por K mediante el morfismo p : H — Aut(K), y se denota H, x K.
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3 Estudio de las é6rbitas de conjugacién

Haciendo que G actie sobre si mismo mediante los automorfismos internos,
tendremos las correspondientes érbitas de conjugacién. Cada una de ellas tiene
cardinal divisor de n. Las de cardinal 1 corresponden a elementos centrales
de G. Si denotamos por Z(b) al centralizador de un elemento b € G, Z al
centro del grupo y a = Ord(Z) la cantidad de érbitas de cardinal 1, caben
tres posibilidades:

1) a=n.
En este caso G es abeliano. Como p y ¢ son primos entre si, existen subgrupos
H y K tales que
G=HOK~C,xCqx=Cph =0y
2) 1< a<n.

Supongamos que hay al menos una 6rbita de cardinal p. Siendo b un elemento
de la misma, su estabilizador, coincidente con su centralizador, tiene indice p,
luego es de orden . Serd ciclico y como b € Z(b), se tiene Z(b) =< b >. Més,
como Z C Z(b) y Z # {e},se tiene Z =< b >. El cociente G/Z sera ciclico,
de orden p, luego existe un a € G tal que

G/Z={Z,a2,a*Z,...,a"" ' Z}.
Entonces,
p=O0rd(aZ) = Ord(n(a)) | Ord(a) = Ord(a) = p

(También podria ser el orden de a igual a n, pero ello contradice la hipdtesis
a < n). Como b es central, se tiene ab = ba, luego ab es de orden n. Esto
contradice de nuevo la hipétesis a < n, luego en este supuesto es imposible la
existencia de érbitas de cardinal p.

Puesto que no se ha usado para nada el hecho de que p < ¢, cambiando el
papel de ambos ntiimeros, se concluye también que no pueden existir érbitas
de cardinal q.

De ambas exclusiones, lo que deducinos es que la posibilidad 1 < o < n es
inconsistente.

3) a=1.
Si hay 0 de cardinal p y v de cardinal ¢, se tiene

1+ B8p+vq¢=pg= Bp=q—1mdd q.
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Como ¢ > 1y Z/qZ es un cuerpo, se deduce que 3 no puede ser nulo. Exis-
tiendo, pues, al menos una érbita de cardinal p, deducimos como en la parte
anterior la existencia de un elemento b de orden g, tal que

Z(b) =<b>,

si bien ahora no se trata del centro porque éste lo estamos suponiendo neutro.
Sea a €< b > y pongamos H =< a >, K =< b >. Probaremos varios lemas:

3.1) HN K = {e}.
Sea 0 < z < Ord(a). Como este orden es p o ¢, ambos primos, a® genera aH,
luego existe un exponente y tal que (a®)¥ = a*¥ = a. Entonces,

a* e K=acK,

en contra de su eleccién. Por tanto, x = 0. Esto prueba que H N K = {e}.

3.2) Supongamos dos exponentes 0 < z < y < Ord(a). Entonces,
a®K # oK.
Si se diera la igualdad, tendriamos
a*K = ad'K < a” = a¥, méd K (por la izquierda) < (a®) 'a¥ =0 %a¥ =a? " € K
sad " "eEHNK=d"""=e=y—axz=0=2x=y.

3.3) Ord(a) = p.
Si a tuviese orden g, segun lo anterior, habria al menos ¢ clases laterales. Esto
es imposible porque, al ser K de orden ¢, su indice es

nfg=p< q.

(Como la tnica condicién para a es la a ¢ K, se tiene que todos los elementos
del complemento conjuntista de K son de orden p).

34) G = HK.

Puesto que
G=KUaKUd’KU...Ua’ 'K,

todo elemento g € G es de la forma
g=a"b", con0<z<p0<u< q

3.5) K es normal en G.
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Sea 0 <u < g—1.Siwu=0, trivialmente g~ 'b%g = e € K, cualquiera que sea
g € G. En caso contrario, se tiene

Ord(g~'b"g) = Ord(b*) = ¢ = g 'b"g € K,

1

porque de g~ "b%g € K se seguiria que su orden es p < q.

3.6) Existe un exponente u tal que 2 < < ¢ — 1 para el cual
a tba = b,

Por la normalidad de K, este exponente existe y no supera a ¢ — 1. No pue-
de valer 0 porque ello implicaria b = e. No puede valer 1 porque ello nos
conduciria al caso abeliano.

3.7) Para todo v € [0,¢ — 1] se cumple
a 'b’a = "V,

Basta ver que
a 'b’a = (a"'ba)’ = (b")" = b,

3.8) Para todo z € [0,p — 1] se cumple
a"%ba® = b,

Se razona por recurrencia: Para x = 0,1 es de inmediata comprobaciéon. En
general,

_ _ _ _ x x z+1

a” EHDpgrtl — ¢ 1(a ba®)a = a Lph' g = b+ = pH

3.9) Para todo « tal que 1 < z < p, se cumple
(ab)* = aTpW T el bt )

Se razona por recurrencia: Para z = 1 es trivial. En general, usando la igualdad
ba® = a®b* | equivalente a la 3.8, se tiene

(ab)r—H _ (ab)(ab)z _ (a,b)(azb(”wil+-~~+ﬂ2+u+l)) _

z—1+m+u2+u+1) If1+-»-+u2+u+l)

= a(ba®)b* = a(a®b"" )p*

— @@ +u T i D)
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3.10) Siendo p el exponente tal que a~tba = b, se cumple
pPt 4 P 4 p+1=0méd g

Aplicando la férmula anterior para = = p, y teniendo en cuenta que tanto a
como ab son de orden p, se tiene

p—1 2 p—1 2
e=(ab)? = aPoW’ T ettt ut ) (WP T D)

igualdad que equivale a la relacién propuesta.

3.11) Siendo p el exponente tal que a~'ba = b*, se cumple
1P —1=0mod q.
Usando la igualdad

pr—1= " (e - 1),

por ser 1 > 2y por ser Z/qZ un cuerpo, la relacién propuesta es equivalente
a la de 3.10.

Asillegamos a los siguientes enunciados:

Teorema 1: Siendo n = pg, con 2 < p < ¢, donde p y g son nimeros
primos absolutos, si existe un grupo G de orden n para el cual Z = {e},
necesariamente se cumple ¢ = 1 méd p.

Demostracion: La ultima férmula indica que p, como elemento del grupo
multiplicativo ®(gq), debe ser de orden divisor de p. En realidad, es de orden
p, porque i > 1 no puede ser de orden 1. Entonces,

pllg—1) e (¢g—1)=pceqg=pc+1<qg=1mbdp.

Teorema 2: Siendo n = pq, con 2 < p < ¢, donde p y ¢ son nimeros primos

absolutos, si ¢ # 1 méd p, el inico grupo de orden n es el C,.

Demostracion: La posibilidad Z = {e} es inconsistente, con lo cual la tinica
de las planteadas para a = Ord(Z) es la o = n, que nos condujo a esta tinica
solucién.

4 Simplificacion con los teoremas de Sylow

El anterior estudio es elemental y por ello ha resultado prolijo. Si se recurre
a los teoremas de Sylow, tenemos significativas simplificaciones
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Proposicion 01: Sea G un grupo de orden n = pq, donde p y ¢ son primos
tales que 2 < p < q. Entonces, G admite un tnico subgrupo K de orden ¢, el
cual es ciclico y normal.

Demostracioén: Siendo s, la cantidad de subgrupos de orden g, los Teoremas
de Sylow aseguran que

$q#0, sg=1médgq, s4]|n.

Como los divisores de n = pq son 1, p, q, pq, y los dos tdltimos son nulos,
modulo g, se tendrd s, =1 o s, = p. Pero, siendo 1 < p < g, el valor s, =
no puede verificar la condicién s, = 1, méd ¢, luego necesariamente es s, = 1.
Si K es tal subgrupo, serd ciclico por tener orden primo y serd normal por ser
el inico g-subgrupo de Sylow que admite G.

Proposicion 02: Si ¢ # 1 méd p, G admite un unico subgrupo H de orden
p, el cual serd ciclico y normal en GG. En caso contrario, o bien G admite un
tnico subgrupo H de orden p, ciclico y normal, o bien admite ¢ subgrupos
Hy,H,,...,Hg, de orden p, ciclicos y conjugados entre si.

Demostracién: Siendo s, la cantidad de subgrupos de orden p, los Teoremas
de Sylow aseguran que

sp#0, sp,=1médp, s,|n.

De los cuatro divisores 1,p, q,pq, quedan descartados los valores segundo y
cuarto por ser nulos, médulo p. Si, ademas, ¢ Z 1 mdd p, necesariamente debe
ser s, = 1. En este caso, el subgrupo H de orden p ser4 ciclico por tener orden
primo y serd normal por ser el inico p- subgrupo de Sylow en G. En cambio,
si ¢ = 1 mdd p, pueden darse las dos posibilidades s, = 1 0 s, = ¢q. En la
segunda de ellas, los correspondientes subgrupos Hi, Ha, ..., H, de orden p
seran ciclicos por tener orden primo y conjugados unos con otros por ser todos
ellos p- subgrupos de Sylow de G.

Proposicién 03: Siendo H uno de los p-subgrupos (haya uno o haya varios)
y siendo K el g-subgrupo (normal), se prueba que

G = HIK].

Demostracién: Como el orden de cualquier elemento de H N K es divisor
comun de p y ¢, y estos nimeros son primos entre si, queda que el subgrupo
interseccién estd formado por los elementos de orden 1, o sea, se reduce a {e}.
Por otra parte, la normalidad de K implica que HK sea un subgrupo de G.
Al ser trivial la interseccién, se cumple

Ord(HK) = Ord(H)Ord(K) =pg=n=0rd(G) = HK = G.
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Con estas condiciones, G es efectivamente producto semidirecto de H y K.

Proposicion 04: Si G admite un unico subgrupo H de orden p, necesaria-
mente G ~ C,,.

Demostracién: En este caso, ademas de la condiciones
HNK ={e}, K mormal en G,HK = G,
se tiene que también H es normal. Entonces,

G=HOK~Cy,xCqx=Cphy=0Cy.

Proposicién 05: Siendo n = pq, con 2 < p < ¢, donde p y ¢ son nimeros
primos absolutos, si ¢ Z 1 méd p, el tnico grupo de orden n es el C,,.

Demostracion: Segiun 02, la condiciéon ¢ # 1 mdd p, nos conduce a que H
sea unico. Ahora basta aplicar 04.

5 Existencia de un grupo no conmutativo en el
caso ¢ =1 méd p

Sip =2, al ser ¢ > p primo, es un ntimero impar y siempre cumple la condiciéon

¢ = 1 méd 2. En este caso sabemos que existe un grupo no conmutativo (inico,

ademads) de orden n = 2¢, tratdndose del D,. Tratamos ahora de generalizar
esta existencia y unicidad. Situémonos en el grupo multiplicativo ®(q), ciclico

y de orden g — 1 ya que g es primo. Sea « una raiz primitiva méd g, esto es,
un generador de ®(gq). Como ya hemos tenido ocasién de mostrar (Teorema 1
de nuestro estudio) se tiene

pllg—1)e(¢g—1)=pceg=pc+1<qg=1mdd p.
Luego en ®(q) existe un subgrupo de orden p. Serd el generado por
7(q—l)/p7
y todos sus elementos, salvo el 1, seran de orden p, ya que p es primo. Sea
i # 1 uno de ellos.

Tomemos los grupos H =C, =< a >y K =C; =< b >. Puesto que i < ¢,
serd primo con €él. Esto asegura que la aplicacién

a: K — K, deley a(b”) = b
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es un automorfismo de K. Para cada z € [1,p], a”serd otro automorfismo.
Cumplira ) /
a®(b) = b a” (b)) = b .

La aplicacién
p: H— Aut(K), de ley p(a®) = o*

z+y

pla®a?)(b’) = p(a® ) (bV) = b°F
p(a?)(p(a®)(b?)) = p(a¥)(b**") = blor"Ir”
p(a®)(b") = b =b" = v(p" —1)=0médg = p* —1=0=2=0
es un monomorfismo que aplica H sobre un subgrupo de Aut(K), el cual

subgrupo es, a su vez, isomorfo al subgrupo < p > de ®(q).
Esto permite construir el grupo

G=H,xK,

que es un producto semidirecto exterior de H por K.
La operacion seréd
(D) (@, 5) = (0", pla)(B)) = (a4, ")

Este grupo es de orden n = pq. No es conmutativo:

(e,b)(a,e) = (a,b") # (a,e)(e,b) = (a,b) porque p > 1.

Hay un subgrupo K* = {(e,b*)} de orden g, isomorfo a K
Hay un subgrupo , etc.
Este modelo responde a la propuesta.

Supongamos otro G’ que también lo haga. Debo ver que son isomorfos

Tomo d, ¢ en G’ cumpliendo todos los requisitos del estudio.
ctde = a*"
Se tiene
p:H,x K — G, deley
(p(ax’ bu) _ Ckxdu
Si uh = 4/, debe ser hk =1 méd p

a) Veamos que ¢ es un morfismo de grupos:

pl(a”, b")(a, b)) = ke Fhvge’+
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p(a”,b")p(a”,b") = (Md")(MVd") =
_ Ck::ccky (kayducky)dv

_ Ckz-‘rky (C—kydcky)udv —

h)ky

hky,
— ck£+ky(d(/t )udv — ckm—i—kyduu +v

Hay que comprobar que
% = e = x = u =0, luego es inyectiva.

Como ambos son de igual orden, es biyectiva.
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