Divulgaciones Matemadticas Vol. 9 No. 1(2001), pp. 85-102

1

Las matrices circulantes son un topico fascinante que ha venido siendo es-
Recientemente estas matrices han sido usadas
para estudiar la controlabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales con
Debido a su importancia algunos software de matematicas han
incorporado las matrices circulantes dentro de la lista de matrices especiales
que contienen. Las matrices circulantes también han sido usadas para estudiar

tudiado por algin tiempo.

control [5].
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En este trabajo estudiamos las propiedades fundamentales de las
matrices circulantes, algunas conocidas y otras no muy conocidas. Ha-
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Este trabajo contiene resultados conocidos y estudiados por otros autores
como también aportes, especificamente en el caso de matrices circulantes por
bloques en los casos constante y no constante. La estructuracion de este
articulo es como sigue: en la Seccién 1 estudiamos algunos preliminares del
algebra lineal, en particular producto tensorial de matrices y matrices de
Fourier; la Seccién 2 la dedicamos al estudio de las matrices circulantes en
general, su definicién y propiedades. Por ultimo en la Seccién 3 consideramos
la generalizacion de las matrices circulantes, en particular matrices circulantes
por bloques asi como también matrices por bloques donde cada bloque es una
matriz circulante.

2 Preliminares de Algebra Lineal

Definicién 2.1. Sea A y B matrices de tamano m xXn y pX g, respectivamente.
El producto de Kronecker, o producto tensorial, o producto directo de A con
B es una nueva matriz de tamano mp x ng definida y denotada como

anbB  ai2B -+ a1p,B
A®B= L :

a1 B amaB - amnB

Es decir, el producto tensorial de matrices se define para matrices de cual-
quier tamano.

Propiedades del Producto de Kronecker
(i) (¢kAd)® B=A® (aB) = a(A® B), « escalar.

(i) ( A+ B)®C = (A®C)+ B®C (siempre y cuando A y B sean del

mismo tamarno).

(iii) A (B+C)=(A® B)+ (A® C) (siempre y cuando B y C sean del
mismo tamarfio).

(iv) A® (B®C) = (A2 B)® C.

(v) (A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD) (asumiendo que los productos que
aparecen se pueden realizar).

(vi) (A® B) = A® B (donde la barra significa conjugada).
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(vii) (A® B)T = AT @ BT; (A® B)* = A* @ B* (T significa transpuesta y
* transpuesta conjugada).

(viii) tr(A® B) = tr(A4) tr(B) (A y B cuadradas de orden m y n respectiva-
mente).

(ix) Si A y B son no singulares entonces
(A B) ' =A"1te B
(x) Si Ay B son como en (viii) entonces

det(A ® B) = det™(A)det™B.

Consideremos ahora n € Z fijo y definamos w,, = exp (%), es decir, w,
es la raiz n-sima “primitiva” de la unidad. Entonces las siguientes propiedades
se verifican inmediatamente.

(a) wr =1, wp, =1, @, =w

(b) (@n)* =w,* =wp™*, 37 witt=0.

Definicién 2.2. La matriz de Fourier de orden n se define como aquella F'
tal que

1 1 1 e 1
1w, w? wn !
T P R il
Jn . :
1 U)n-il wi(n—l) . w’SLn—l.)(n—l)

La sucesién {wk}> es periédica de perfodo n, es decir, wk*™ = wk para
todo k € Z,; de tal manera que hay sélo n elementos diferentes en F'. Mas
aun, para 1 < j <n —1 se tiene

jn—1) _ , mj—3 _ ., —mj _ , n—j
wn( ) - wn - wn - wn .
De tal manera que la expresion de F* dada en la Definicion 2.2 puede escribirse
también como

1 1 1 1
. 1 1 W, wa e wz’l
1wt wn=?2 ... W,
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Algunas propiedades de la matriz de Fourier F' son
(1) Fy F* son simétricas, es decir, F = FT, F* = F, F = F*.
(2) F esunitaria. En realidad, FF* = F*F = I,,, o mejor dicho, F* = F~ 1

En efecto, si (FF*)re es el kl-elemento del producto FF* entonces se
puede verificar que

s nsil=k
FF* — (f—k) T _ S
( ke ;O(wn ) 0sil# k.

(3) Los autovalores de F' son +1, +i con sus apropiadas multiplicidades.
Esto se deduce del hecho que F' es una matriz unitaria y todo autovalor
A de una matriz unitaria satisface |\| = 1.

Matrices de uso comun en la teoria de matrices circulantes son

10 000
0 1 0 0 0 00 1
00 01 0
= y I'=s]1 0 0 10 0 |-
0 1 )
1 0 . N
0 1 00 0

ambas de orden n. Claramente estas matrices satisfacen

" = I’ru HT = II* = H—l _ Hn—l

r’=i1, r=rt"=r=r-"

Definicién 2.3. Por matriz de Vandermonde V(z1, za, . . ., z,) entendemos la
matriz de orden n

1 1 1
Zl 22 PRI Zn
2 2 2
_ z z z
V(Zl,ZQ,...,Zn)— 1 2
n—1 —1 n—1
21 22 Zn

Bntonces V(1 wp, w3, .., wl ™) = VAF* y V(1 (@)?,... (@,)"") =

V/nF'. Es posible probar por induccién que det V' (z1, ..., zn) = [[4(2k — 21),
luego si z, # z; para k # [ la matriz de Vandermonde es no singular ([4]).
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3 Matrices Circulantes

Definicién 3.1. Dados n € Zy y (c1,¢,...,¢,), la matriz n X n definida
como
C1 C2 C3 e Cp
Ch C1 Ca -+ Cp-1
circ(er, oy .. yep) =
C3 Cp C1 C2
C2 s C3 Cp, C1

es llamada matriz circulante de orden n.

Note que los elementos de cada fila de C' son idénticos a los de la fila ante-
rior, pero han sido movidos una posiciéon hacia la derecha y luego enrollados.
Es facil ver que la suma de matrices circulantes es de nuevo una matriz cir-
culante; lo mismo ocurre cuando se multiplica por un escalar. Note también
que la matriz II definida en la secciéon anterior es una matriz circulante, de
hecho IT = circ(0, 1,0,...,0).

Proposicién 3.2. Sea A una matriz de tamano n xn y Il la matriz de orden
n anteriormente definida. Entonces A es circulante si y sélo si IIA = ATl

Prueba. Sea A = (a;j), entonces ITAIT* = ITAII™! = (a(;+1)(j+1)) (donde los
indices son tomados médulo n) y esta matriz es igual a A = (a;;) si y sélo si
A es circulante. O

Es claro de esta proposicién que A es circulante siempre y cuando A* lo
sea.

Notando que las potencias IT* (k = 0,...,n—1) consisten en permutaciones
de las filas de II, se puede ver que

C =circ(cry...,cn) = 1l + coll + -+ + ¢, JI"7 !

y si
P(Z)=ci+c2Z+ - +c,Z2"1

entonces circ(ey,...,¢,) = P(II). El polinomio P dado arriba es llamado
representante de la circulante C' y algunas veces se denota como Pg.

En algunos casos la funcién ¢(0) = ¢; + coe®® + - + cne! ™10 también
es 1til como representante de circ(cy, ca, ..., cp).
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Propiedades de las matrices circulantes

(1) Como polinomios en la misma matriz conmutan (respecto al producto),
entonces el producto de matrices circulantes conmuta. Mas atn, el pro-
ducto de circulantes es de nuevo una circulante. En efecto, si C = P (II)
y D = Pp(II), entonces claramente CD = Po(IT) Pp(I1) = Pep(II).

(2) Como C'y C* conmutan entonces toda matriz circulante es normal.

(3) De (1) y (2) se obtiene que si A es circulante y k € Z, entonces A*
también es circulante.

Definicién 3.3. La matriz cuadrada T = (t;;), de orden n, se llama matriz
de Toeplitz si t;j = t(i41)(j4+1) para i, j=1,...,n — 1.

Entonces una matriz de Toeplitz es aquella que es constante a lo largo de
las diagonales paralelas a la diagonal principal.

Ejemplo 3.4.

T =

o e

b
a
d

QL T 0

Observacion 3.5. Toda circulante es Toeplitz pero el reciproco no es cierto.

Una matriz circulante C' de orden n = pq es automéaticamente circulante
por bloques, y cada bloque es una matriz de Toeplitz. Los bloques son de
orden ¢ en un arreglo de p x ¢ bloques.

Ejemplo 3.6. Consideremos una circulante de orden 6; la podemos dividir en
3 x 3 bloques de orden 2

ab | cd|ef
fa|bec|de
ef|lab | cd
de | fal| bc
cd|ef|ab
bc |de| fa
6

A B C

C A B

B C A

circulante por bloques.

Note que un bloque circulante no necesariamente es una matriz circulante.
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Proposicién 3.7. Si C' = circ(cr, ¢z, ..., ¢,) entonces det C = [7_, h(wy),
donde h(z) = Z?Zl ;i ywy, (k =1,...,n) son las diferentes raices n-

simas de la unidad.

Prueba. Sea

1 1 1
wq w2 Wn,
Vo =V(wy,...,w,) = .
wy ! w;“l wrt

la matriz de Vandermonde de orden n en las n-raices distintas de la unidad.
Primero notamos que C'V,, = V,, diag(h(w))}_,. Pero entonces

det(CV,,) = det(V,,) det(diag(h(wk)i—1))
y como wy, # wy si l # k, det'V,, # 0; por tanto det C = [[;_; h (wy). O

Corolario 3.8. Los autovalores y autovectores de C' = circ(cy, ..., ¢,) estdn
dados respectivamente por

)\k = h(wk), V)\k = (l,wk, ce ,wzil)T k= 17 ceeyn.
Prueba. Lo que hay que observar es que

c=V, dlag(h (wk))ZZIVn_l'

Pero entonces hemos probado un resultado mas general, a saber:
Teorema 3.9. Toda matriz circulante es diagonalizable.

Sean C' = circ(ey,c,...,¢,) y D = cire(dy,ds, ..., d,) matrices circu-
lantes, wi,...,w, las distintas raices n-simas de la unidad, V,, la matriz de
Vandermonde dada mas arriba y

n n
h(wg) = Z ciwl™ qwg) = Zdjwi_l.
j=1 j=1

Entonces

C =V, diag(h(wy))i1 V', D =V, diag(q(wp))i—, V, !
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y por tanto
CD =V, diag(h(wg)q(wy)) i,V t.

Sean C'y h como anteriormente, entonces C' = h(II). Si C' # 0 y asumiendo
que los tltimos coeficientes de h pudieran ser nulos, por ejemplo

h(z) = chxjfl, 1<r<n, ¢ #0

j=1
y si
r—1
hw) = e [ (@ - i)
j=1
(es decir que pq, o, ..., pr—1 son los ceros de h(x)) entonces
r—1
C = h(IT) = e (11 — (T = o) (I = 1 T) = e [ (1= i)
j=1

y tenemos asi una factorizacién de cualquier circulante en un producto de
circulantes IT — pg I, que son de un tipo muy particular.
Supongamos que C' es no singular, entonces por el Corolario 3.8, para todo

Ak € 0(C) (espectro de C')
)\k:h(wk)%o, k:I,...,n,

o equivalentemente

r—1
cTH(wk—,uj) #0, k=1,...,n.
j=1
Por tanto p;j no es una raiz n-sima de la unidad y p7 # 1, para j = 1,...,r—1.
Como
r—1
C = h(1) = e, [ (01 - 1)
j=1
se sigue
r—1
T | (G
j=1
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Es un hecho facil de verificar que si u € C y p™ # 1 entonces

-1 1 A
(Il —pl)~t = 1_MZ s )
Jj=1
Esto se deduce multiplicando el lado derecho por II— I y usando que IT"™ = 1.
Por cierto que la matriz (IT—uJ)~! es llamada la resolvente de I1. Hay muchas
propiedades de la resolvente que pueden ser obtenidas (ver [4] por ejemplo).
El determinante de C' = circ(ey, ¢a,...,¢n) NO es, en general, trivial de
calcular, pero por supuesto que usando la forma de C dada en la Proposicién
3.7 es muy sencillo obtenerlo. Para dar una idea de cudn complicado es el
célculo de det C' hagdmoslo en algunos casos (por supuesto sin usar la forma
diagonal).

n=3; det(circ(cy,ca,c3)) = + ¢35+ c3 — 3cicacs.
- 4_ 4 4 _ 4 202
n=4; det(circ(cy,ca,cs,c4)) =] — 5 + ¢35 — ¢ — 2¢7(c3 + 2¢2¢4)
2 2 2 2 2
+4cq(c5es + escy) + 2c5¢5 — deacsey.

Volviendo de nuevo a la expresiéon C' = V,, diag(h(wg))7_,V, ' dada en el
Corolario 3.8, si A, = h(wy), parak=1,...,n,y

Ay, = diag(0,0,...,0,1,0,...,0),

donde el 1 aparece en la k-ésima posicién (k = 1,...,n), y si A es la matriz
dada como

A = diag(\p)jo, = Z e A,

k=1
entonces
n n
C=Vo > MMV, =) MVaAV,
k=1 k=1
y si
Dy =V AV, kE=1,...,n,
obtenemos .
C=> MDx.
k=1
Las matrices Dy, son llamadas componentes o matrices idempotentes prin-
cipales de la matriz circulante C. Es inmediato ver que Dy, parak =1,...,n,

es una matriz circulante y ademas

DDy = (Vo AV Y (Vi Ag V) = VA jALV, ! = 0si j # k.
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Por otro lado
D =V, A2V, ' =V, ALV, ! = Dy.

Sea A una matriz y m(A) su polinomio minimo, digamos

S

m(A) = [ = )%

i=1

Se sabe que A es diagonalizable si y sélo si su polinomio minimo tiene sélo
ceros simples. Entonces si A es circulante

S

m) =[O - A, m(4) =0,

i=1

donde m(\) es el polinomio ménico de grado minimo que tiene como ceros los
autovalores de A.

Vamos ahora a generalizar la idea de matriz circulante constante conside-
rando

C =C(t) = circ(ci(t), ca(t), ..., cn(t))

donde ¢;(t) para j = 1,...,n) son funciones de ¢. Entonces siguiendo con la
notacion de la Proposicién 3.7 y el Corolario 3.8 tenemos la siguiente:

Proposicién 3.10. Para C(t) como antes y h(z)(t) = >37_, cj(t)zi=t se
tiene que los autovalores de C(t) estan dados por

Ai(t) = hlwi(t) = D ¢ (tyw)” (8).
j=1

Mads ain, C(t) puede ser representada en la forma

C(t) = Vo diag(Ae(8)fi=1 Vyy !

y Vo =Vo(wi,...,wy). St C;(t) es funcidn diferenciable en t entonces
dC(t dA () \"
( ) _ Vn k( ) Vn_l-
dt at ).,

La prueba sigue esencialmente los mismos lineamientos de las pruebas de
la Proposicién 3.7 y el Corolario 3.8.
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4 Generalizacion de Circulantes

Consideremos la forma cuadrética Q(z) = Z*QZ donde @ es una matriz
circulante y Z = (z1,...,2,)". Este tipo de formas cuadréticas envolviendo
matrices circulantes son usadas en geometria ([2]); damos aqui algunas de
ellas.

(a) Si Q = I; entonces Q(z) = z*Iz = |21]*> + -+ + |2a|? y representa el
momento polar de inercia alrededor de z = 0 de figuras geométricas.

(b) Si Q= (I —II)*(I —II) entonces
Q(2) =Y |2k — zl
k=1

y representa la suma de los cuadrados de los lados de un n-gono Z
(12, 1))
(c) Si @ = £ (Il — II*) entonces sus autovalores son

1 j — 1)211
2sem<(])>7 j=1...,n,

n

1< (j— 1201\ 4
Qz) = 5 Zsen (n) |Zj|2,
j=1
donde Z = (Zl, e Zn) y Z = FZ, siendo F la matriz de Fourier de

orden n.

Observacion 4.1. Hay una generalizacién de las matrices circulantes llamadas
g-circulantes; el lector interesado puede consultar [2] al respecto.

Definicién 4.2. Sean Aq, As, ..., A, matrices cuadradas, cada una de orden
n. Por bloque circulante de tipo (m,n) y orden mn entendemos la matriz de
tamano mn x mn

Ay Ay - A

Am Al e Amfl
circ(Ay, Ag, ..., Ap) = ) . .

Ay Ay .- Ay

Es decir, son matrices circulantes donde cada elemento es una matriz.
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Ejemplo 4.3. La matriz

O Q@ o
ISHES N

b
d
f
h

@ o o 2

es un bloque circulante con m =n = 2. Si

a b e f
v ) e )

entonces la matriz de arriba es circ(Ay, As).

Por supuesto ella no tiene que ser una matriz circulante en el sentido
ordinario, claramente si a # d esta matriz nunca sera circulante.

Denotaremos el conjunto de matrices circulantes por bloques de tipo (m,n)
por BC(p n)-

Teorema 4.4. A € BC(,, ) sty s6lo si
A1, ® I,) = (I, @ I,,) A.
Prueba. 11, ® I, € BC(y, ) y estéd dada por

O, I, O, --- O,
Mp@ly=|: 1 & ;

On On On In

In On On e On

mnxXmn

por otro lado A € BC(y, ) siy s6lo si

Ay Ay o Ay,
Am Al e Am—l
A= | . . .
Ay Ay - Ay
y se usa ahora la multiplicacién formal (por bloques) de matrices para obtener
la igualdad. O
Como

I’m by Al = diag(AlaAh .. '7A1)a
I1,, ® Ay = circ(0, A, ..., 0),
1%, ® A3 = circ(0,0, A3,0,...,0),...
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podemos escribir circ(Ay, Aa, ..., A;,) como
m—1
CiI‘C(Al,Ag,...7 Z H ®AJ+1
7=0
Ahora con esta expresién para circ(Ay, A, ..., A;) es muy facil probar, de

otra forma, el Teorema 4.4.

Observacion 4.5. Bloques circulantes del mismo tipo no necesariamente con-

mutan, por ejemplo
A 0\ /B 0\ [(AB 0
0 A 0 B/ \0 AB

B 0 A 0\ (BA O
0 B 0 A/ \ 0 BA
conmutan sélo si AB = BA.

En realidad esto es consecuencia de un hecho mas general que probaremos
ahora.

Teorema 4.6. Sean A = circ(Ay, ..., Ay), B = circ(B1, ..., By) en BC(m pn)-
Si AjBy = BrAj para k,j=1,...,n, entonces AB = BA.

Prueba. Usamos la representacion dada anteriormente

m—1 m—1
A= H%@A]q,l, B= ZHfﬂ@Bk+1
7=0 k=0
luego
m—1 )
AB =Y (I}, ® Aj;11)(I}, @ Biy1) = BA.
§,k=0

Teorema 4.7. A € BC(y, ) si y sdlo si es de la forma
A= (Vi ®V,)diag(M1, Ma, ..., M) (Vi @ Vi)™

donde
Vi = Valwe,...,wy), Vin =Vialer, ... em),

y wi, g5 son las raices m-simas y m-simas de la unidad, respectivamente, y
My, ..., M, son matrices de orden n.
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Prueba. Como II,,, = cire(0,1,0,...,0) entonces usando resultados de la Pro-
posicién 3.7 y el Corolario 3.8 tenemos que

I, =V, diag(ak);g;l\/,;l Y Vin = Vin(e1, .o em).

Ademds A € BC(y, ) siy solo si existen Ay, ..., A, de orden n tales que

m—1

A= (Ve @ Vi) ding(e])iy © By)(Vin © V) ™,
j=0

con B; = Vn_lAjHVn. Ademais

m—1
diag(e?)7_, ® B; = diag(My, Ma, ..., B,),
§=0
donde
M, =By+eBi+---+ €T_1Bm,
M2 = B0+€231 + "'+€£n_1Bm,...
My = Bo+éemBi+ -+ em ' By,
Se completa asi la prueba. O

Teorema 4.8. Sean A, B € BC(;nn) y a escalares. Entonces AT A on A+
asB, AB, p(A) = ZZ:O apA* y A7 si existen, pertenecen a BC (1,n)-

Definicién 4.9. Sea A una matriz por bloques del tipo (m,n)
A A oo Aim

A= 0
Aml Am2 o Amm
cin m x m bloques de orden n cada uno. Si cada bloque A;; es a su vez una

matriz circulante, diremos que A es una matriz con bloques circulantes y la
clase de estas matrices la denotamos por CB ., n)-

Vamos ahora a dar algunos resultados como los que fueron dados para
BC (1,1

Teorema 4.10. A € CB,, ) si y sélo si A(L,, @ I1,) = (I, ® I1,) A.
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Prueba. I, ® I, € CBinpy ¥ Im ® II,, = diag(Il,,II,,...,II,). Entonces
Al ®@1L,) = (Ajplln)1<d p<m ¥ (U @n)A = (I Ajk)1<jk<m- Ast AL, ®
II,) = (II,, ® I,,) si y s6lo si AjIl, =11, Aji, para j,k=1,...,ny A, es
un bloque de orden n. Pero esta igualdad vale, de acuerdo con la Proposiciéon
3.2, siy so6lo si Aj, es circulante, y como 1 < j,k < n son arbitrarios cada
bloque es circulante. O

Teorema 4.11. A € CBy, ) si y sélo si A es de la forma A = Zz;é (Ap+1®
I1,k), donde A; 1 son matrices cuadradas de orden m.

Prueba. A = (Aji) € CBy p siy sélo si para 1 < j, k < m se tiene

Ajp = circ(agjk), a;jk), . adR)) = Zal(jk)ﬂlrfl.
1=1

Entonces
agn) I, --- aglm) I, aéﬂ) T, e aglm) .
A= e s e
agml) In . agmm) In aéml) Ty e aémm) -
ag,lll) 71';171 - aglm) 71—271
a%nl) ’]T:Z’_l - aq(qunm) ,]T,’,Vll—l
Si Ay = (agjk)hgj,kgma Ay = (aéjk))1§j,k§m7. A, = (agk)hgj,kgm,
entonces A=A @I, + Ap @7, + -+ A, @71 0
Note que cada matriz Ay, ..., A, es de tamano m xm. Veamos ahora cémo

podemos diagonalizar por bloques una matriz en CBy, n). Si A € CB(y.n),
A= (Aj), 1 < j,k < my cada bloque Aj; es circulante, entonces cada
bloque puede ser diagonalizado.

Ajk =V, diag(hjk(wk))?:lvn_l
donde V,, = V,,(w1,...,wy) y hjp(z) = >0, a" 25=1. Si hacemos
MY = hr(we), 1<jk<m. 1<l<n,

entonces _
Ajy, =V, diag AWy vt
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En otras palabras,

V, diag\!")n, o viol oo v, diagWMn, !
ek s A : :
V, diag\"r, vl oo v, diagW ™M™, V!
diag A\ V), o diag(N! ™),
Ediag(Vn)}”zl . : diag(vn_l)?:l
diag(\™)py oo diag(A"™)i,
= (Im @ Vo) (H i) 1< k<m (T @ Vi) ™,
donde
diag(A\;')p, o diag(A™)p,
(Hjk) = : :
diag(A/")pe, o diag(A)"™),

Ahora combinemos las dos ideas que recientemente hemos expuesto. Sea
A una matriz del tipo (m,n). Si A es circulante por bloques y cada bloque a
su vez es circulante diremos que A es de clase BCCB(y,.1,)-

Ejemplo 4.12.

ab cd ef
ba dc fe
_lef ab cd
A= fe ba de € BCCB(3,2)-
cd ef abd
dc fe ba

Una matriz en BCCB(y, ) no necesariamente es ella misma una matriz
circulante.

Sea entonces A = circ(Ay,...,A,) € BCCB(y,n) y cada Aj, para j =
1,...,m, una matriz circulante de orden n; entonces, como ya se hizo antes,

—

m—

A= Z 0, ® Aji1y Ajpr = Ve diagWy ™) VL,

Jj=

donde )\,(CjH) = hjy1(wg) y hjq1 es el polinomio asociado a los coeficientes
de Aji1; Vo y wi (B =1,...,n) son definidos como antes. Por otro lado
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IL,, = circ(0, 1,...,0), por tanto Il,, = V,,, diag(ex)7,V,,;! como en la prueba
de la Proposicién 4.7. Asi pues

-1

(Vin diag(er)iy Vi) ® Vi, diag( A T)i, 2V

3

A

I
<.
I
(=)

3
L

11—

(Vi ® V) diag(ex) ey ® diag(AY )y (Vi @ V) ™!

<
I
<)

m

= (Vi @ Vi) Y diag(en)fy @ diag(AY ™) isy (Vi @ Vi) 7L
j=0

Teorema 4.13. Las matrices en BCCB(y, ») son diagonalizables por la matriz
Vin ® Vi, por tanto todas ellas conmutan. Si los autovalores de los bloques

circulantes Aj11 (j =0,...,m—1) estdn dados por {/\éj—l-l) =hjt1(wg), k=
1,...,n}, la matriz diagonal de autovalores de la matriz en BCCBy, ) estd
dada por

m—1

diag(ex)y, ® diag(AV V)7,
§=0
Reciprocamente, cualquier matriz de la forma A = (Vy, @ Vi) AV, @ Vi) 7L,

donde A es una matriz diagonal, estd en BCCBy, y)-

Prueba. La primera parte de este Teorema es exactamente la discusién que
se ha hecho antes. De tal manera que lo tnico a verificar es el reciproco.
Es decir, si A = (Vy, @ V,)A(Vy, ® Vi) 7! con A diagonal, entonces estd en
BCCB(,n)- Esto es equivalente a demostrar que A(Il,, ® I,) = (I, ® I,,) A
y A(L, ®1I,,) = (I, ® I1,,) A. Nosotros probaremos sélo la segunda de estas
igualdades. Para demostrar la igualdad en cuestion primero verificaremos las
siguientes.

(a) (Vnil ® Vn_l)(lm @ 1L,) = (Im ® HnVn)(Vnzl ® Vnil)-
(b) (Im ® Hn)(vm ® Vn) = (Vm ® Vn)(lm ® HnVn)~
Para hacer esto usamos el hecho de que II,, =V, diag(wk)zlen_l, asi

(V' @ VoI © TLy) = (V' @ Vi Y (L © Vi diag(wi) =y Vi, )
= (Im ® HnVn)(anl ® Vn_l)
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lo cual muestra (a); (b) se obtiene de manera parecida. Pero entonces
ALy ©11,) = (Vi @ Vo)AVt @ Vir D)) (I, @ V,, diag(w )iy Vi, )
= (Vin @ Vi )A(L, @ ILV,) (Vi ' @ V)
= (I, ® II,,) A.
O

Teorema 4.14. Si A = A(t) € BCCBy, n), para t en un intervalo I, y
A(t) = circ(A1(t), ..., Am(t)), entonces

m—1

At) = (Ve © Vo) D ding(en)fzy © diag\ ™ (0)fy (Vi @ Vo) 7,

§=0

donde -
ATV (@) = hjga (wi)(t), k=1,...,n}

son los autovalores de los bloques circulantes A;j1(t), 7 =0,...,m—1; hj11(.)(¢)
es el polinomio asociado a los coeficientes de Aji1(t).

La prueba de este resultado va similar a la del Teorema 4.13. Un ca-
so interesante de estudiar es aquel donde los coeficientes de la matriz A(t)
en BCCB(p, ) son miltiplos de #; es decir si A(t) = (a;;(t)) en BCCB(m n);
a;;(t) = miit, m;; constantes, 1 <4,j < mn.

Las matrices circulantes por bloques del tipo aqui estudiado aparecen en
ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales con control y la forma de controlar
dichos sistemas es usando la particular manera de escribirlas como se ha hecho
en el presente trabajo ([5]).
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