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Resumen
En una reciente prepublicacién electrénica Jonathan S. Golan [2] se
pregunta por la estructura del R-semimdédulo a izquierda formado por
todas las redes de Petri R-difusas sobre un par ordenado de conjuntos
no vacios y disjuntos, siendo R un semianillo con elemento identidad
y libre de sumas cero. El propédsito fundamental de este trabajo es
presentar una respuesta a este problema en términos de la teoria de
categorias. Ademas se estudian dos funtores contravariantes definidos
ambos sobre la categoria de pares ordenados de conjuntos disjuntos no
vacios y con valores en la categoria de R-semimddulos a izquierda y se
prueba que entre ellos existe un isomorfismo natural.
Palabras y frases clave: semianillo, semimédulo, redes de Petri R-
difusas, isomorfismo natural de funtores.

Abstract

In a recent electronic preprint Jonathan S. Golan [2] asks about the
structure of the left R-semimodule formed by all the R-fuzzy Petri nets
over an ordered pair of nonempty disjoint sets, being R a semiring with
identity element and free of zero sums. The fundamental purpose of
this paper is to present an answer to this problem in terms of category
theory. Two contravariant funtors, both defined over the the category of
ordered pairs of nonempty disjoint sets and with values in the category
of left R-semimodules, are also studied and the existence of a natural
isomorphism between them is proved.
Key words and phrases: semiring, semimodule, R-fuzzy Petri nets,
natural isomorphism of funtors.
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Introduccién

Las redes de Petri fueron introducidas en la literatura sobre redes abstractas
en la tesis doctoral de Carl Adam Petri [10] como una herramienta para si-
mular las propiedades dinamicas de los sistemas complejos mediante modelos
graficos de procesos concurrentes. Desde entonces su estudio y desarrollo han
tenido un auge realmente vigoroso debido fundamentalmente a las numerosas
aplicaciones que se les ha encontrado, las cuales incluyen diversas areas del
conocimiento y de la técnica, tales como: modelos de redes abstractas, pro-
cesamiento paralelo y distribuido, teoria de grafos, problemas de transporte,
problemas de decisiéon y reconocimiento de patrones, entre otras.

Varias generalizaciones de las redes de Petri difusas han sido propuestas
en la literatura sobre redes abstractas con el propdsito de considerar ciertos
problemas concretos vinculados con la representacion del conocimiento, razo-
namiento difuso, teorfa de decisién y control de sistemas ([1], [6], [12], [13]
y [14]). Desafortunadamente, quiza por lo novedoso de los modelos conside-
rados y lo especifico de los problemas a los cuales fueron aplicados, ain no
existe un consenso sobre cual de estas nociones es la mas eficiente. Un modelo
algebraico general de las redes de Petri difusas fue introducido recientemente
por Jonathan S. Golan en [2], el cual generaliza los modelos presentados en
[9] vy [11]. En este trabajo se estudia la estructura algebraica del conjunto
formado por todas las redes de Petri R-difusas en el sentido de Golan, siendo
R un semianillo con elemento identidad 1 # 0, y se ofrece una respuesta a uno
de los problemas planteados en [2], en el lenguaje de la teorfa de categorias.

En la seccién 1 se incluyen las nociones de semianillos y semimoddulos que
adoptaremos en este trabajo, asi como otras nociones y construcciones basicas.
En la seccién 2 se introduce la nocién de red de Petri R-difusa en el sentido
dado por Jonathan S. Golan en [2] y se muestra una construccién general
que permite deducir el Primer Teorema de Estructura para el semimédulo R-
nets(P,T) (Teorema 2.1). En la seccién 3 se muestra que el isomorfismo que
aparece en el Primer Teorema de Estructura es el inducido por un isomorfis-
mo natural entre dos funtores contravariantes R-nets y Mnd, definidos ambos
sobre la categoria PDS de pares ordenados de conjuntos no vacios y disjun-
tos y con valores en la categoria R-SemiMod de R-semimodulos a izquierda
(Teorema de Isomorfismo Natural 3.1). Estos funtores contravariantes R-nets
vy Mnd surgen naturalmente del estudio de las redes de Petri R-difusas. En la
seccién 4 se ofrecen otros dos teoremas de estructura para el R-semimoédulo
a izquierda R-nets(P,T'), los cuales surgen al preguntarnos por la estructura
del semimédulo que aparece en el Primer Teorema de Estructura (Corolarios
4.4y 4.5).
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1 Semianillos y semimdédulos

Siguiendo a Jonathan S. Golan [2] un semianillo es una terna (R, +, -) formada
por un conjunto no vacio R junto con un par de operaciones binarias definidas
sobre R llamadas suma y multiplicacion, las cuales denotaremos por + y -,
respectivamente, y que satisfacen los siguientes axiomas:

(1) (R,+) es un monoide conmutativo con elemento identidad 0;

(2) (R,-) es un monoide con elemento identidad 1;

(3) La multiplicacién distribuye con la suma a ambos lados;
(5)0-a=0=ua-0, para cada a € R;

(6

)1#£0.
Ademés, el semianillo (R, +,-) se dice libre de sumas cero si y sélo si satisface
la siguiente condicién:
(7) Sia,b € R son tales que a + b = 0, entonces a = b = 0.
Ejemplos:

(a) Elsemianillo (N, +,-) formado por el conjunto de los niimeros enteros no
negativos NV, junto con las operaciones usuales de suma y multiplicacién.

(b) El semianillo booleano B = {0,1}, en el cual 1 +1 =0.

(¢) El intervalo unitario I := [0, 1], en el cual definimos a +b := a*b siendo
x una norma triangular sobre I | i.e., * es una operacién binaria definida
sobre I que satisface los siguientes axiomas:

i) (I,#) es un monoide conmutativo con elemento identidad 1;

ii) Sia <ben I, entonces a x ¢ < b c para cada c € I.

En tal caso, es facil ver que la terna (I, max, ) es un semianillo conmu-
tativo con elemento identidad 1. La nocién dual de norma triangular
es la de conorma triangular: una conorma triangular es una operacién
binaria " definida sobre I tal que la terna (I,min, ") es un semianillo
conmutativo con elemento identidad 1. Véase [3] para mds detalles.

(d) El conjunto R := R U {oo} de los niimeros reales extendidos sobre el
cual definimos las operaciones binarias: a + b := min{a,b} y a-b :=

suma usual de a y b en R.

(e) Cualquier reticulo distributivo y acotado.
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Denotaremos un semianillo (R, +,-) simplemente por R, dejando implici-
tas las operaciones binarias, y la multiplicacién de dos elementos r, s € R sera
denotada por yuxtaposicién como 7s.

Si R es un semianillo, entonces un monoide aditivo conmutativo (M, +)
con elemento identidad 0j; se dice un R-semimddulo a tzquierda si y sélo si
existe una funcién - : R x M — M, denotada por (r,m) — r-m y llamada
multiplicacion escalar, que satisface los siguientes axiomas:

(1) (rs) - m =7 (s m);

2)r-(m+m)=r-m+r-m’

B)(r+s) - m=r-m+s-m;

(4) 1g - m = m;

( )T Op =00 =0r-m

para cada r,s € Ry m,m’ € M. Tal y como hicimos con los semianillos, un
R-semimddulo a izquierda (M, +, -) serd denotado por M, dejando implicitas
las operaciones algebraicas. Un tratamiento similar le daremos a los monoides
y s6lo en algunos casos se indicaran explicitamente las operaciones algebraicas
correspondientes a tales estructuras. Ahora, un R-semimdédulo a izquierda M
se dice libre de sumas cero si y sélo si cada vez que m +m' = 0y en M,
se tiene que m = m’ = 0p. Si M y N son R-semimddulos a izquierda,
llamaremos homomorfismo de R-semimddulos a izquierda de M en N a toda
funcién ¢ : M — N que satisfaga:

(m+m)p=(m)p+(m)e y (r-m)p=r-(me,

para cada m,m’ € M y r € R. Es claro que los R-semimddulos a izquierda,
junto con los homomorfismos de R-semimddulos a izquierda y la composiciéon
usual de funciones, forman una categoria concreta, la cual denotaremos por
R-SemiMod. Por otro lado, denotaremos por Monoid la categoria de monoides
junto con los morfismos de monoides (que preservan el elemento identidad) y
la composicién usual de funciones. Tal y como lo sugiere la notacién anterior,
los morfismos en las categorias R-SemiMod y Monoid actuaran del lado de-
recho (y por tanto la composicién de morfismos se entenderd de izquierda a
derecha). Para cada par de monoides M y N, denotaremos por Monoid(M, N)
el conjunto formado por todos los morfismos de monoides que tienen dominio
M y codominio N. Notar que si (G, ) es un monoide multiplicativo y M es
un R-semimédulo a izquierda, entonces, considerando a M sélo con su estruc-
tura aditiva de monoide conmutativo, tenemos que el conjunto Monoid(G, M)
tiene una estructura natural de R-semimodulo a izquierda, con las siguientes
operaciones:

@)(f+9)=@)f+(@)g v (@) f):=r)f,
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para cada f,g € Monoid(G,M), € M y r € R. Ademds, si X es un
conjunto no vacio, denotaremos por M¥ el conjunto formado por todas las
funciones f : X — M con dominio X y codominio M. Ahora, dada f € M~X,
llamaremos soporte de f al subconjunto de X

Supp(f) :={z € X : f(z) # Om }.

Ademsés, denotaremos por M(X) el conjunto formado por todas las funciones
en MX que tienen soporte finito. Es claro que si + y - denotan las opera-
ciones binarias usuales de suma y multiplicacién escalar definidas sobre M~
respectivamente, a saber:

(f+9)(x) = f2) +g(z), (r-f)(z):=rflz),

para cada f,g € MX y 2 € X, entonces las ternas (MX,+,) y (M) +,.)
son R-semimddulos a izquierda. En particular, si el semianillo R es conside-
rado con su estructura natural de R-semimédulo a izquierda, entonces RX,
junto con las operaciones usuales de suma y multiplicacién de funciones con
valores en R, es también un semianillo con elemento identidad ¢(1) (la funcién
constante igual a 1) para el cual el conjunto R™X) es un ideal (en el mismo
sentido de la teoria de anillos). Asimismo, cada vez que consideremos a los
R-semimédulos a izquierda MX y M) como monoides supondremos que su
estructura es la aditiva.

En este trabajo supondremos que el lector estd familiarizado con las nocio-
nes y resultados basicos de la teoria de semimddulos sobre un semianillo con
elemento identidad (véanse [2] y [4]), as{ como con la teorfa de categorias y
funtores (véanse [7] y [8]). Ademds, en todo lo que sigue R denotard un semia-
nillo con elemento identidad 1 # 0 (no necesariamente libre de sumas cero);
y por un semimddulo entenderemos un R-semimddulo a izquierda unitario.
Para cada conjunto X, denotaremos por X? el producto cartesiano X x X del
conjunto X consigo mismo. En particular, si S es un semimédulo (monoide),
denotaremos por S? el semimédulo (monoide) producto directo S x S.

2 Redes de Petri R-difusas

Dado un par ordenado (P,T) de conjuntos no vacios y disjuntos, llamaremos
red de Petri R-difusa sobre (P,T) a todo par de funciones p € R("XT) y
v € RT*P) Es decir, (u,v) € RE*T) x RT*P)  Denotaremos por R-
nets(P,T) el conjunto formado por todas las redes de Petri R-difusas sobre
(P,T). Este conjunto es denotado por N(P,T) en [2]. Asi, R-nets(P,T) =
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RPXT) 5 R(TXP) o un semimédulo con las operaciones usuales de suma y
multiplicacién escalar (coordenada a coordenada).

Ejemplos:
(a) Si R = N, obtenemos las redes de Petri en el sentido dado en [9] y [11].

(b) Si R = BP x[],cx. R: para algtin conjunto finito ¥, obtenemos las redes
de Petri coloreadas en el sentido de Kurt Jensen [5] . Aqui, X es el
conjunto de tipos (o conjunto de colores) y (BP, A, V) es el semianillo
de los predicados booleanos cuyas variables tienen tipo perteneciente al
conjunto .

(¢c) Si R = I, obtenemos las redes de Petri difusas. Notar que en este
caso podemos elegir la estructura de semianillo sobre R de acuerdo a la
eleccién de una norma (o conorma) triangular sobre R.

(d) Si R = R, obtenemos las redes de Petri dobladas. Este tipo de redes de
Petri no ha sido estudiado suficientemente en la literatura.

La siguiente construccién general es la clave para los resultados principales
del presente trabajo. Sean (u,v) € R-nets(P,T) y (T*,*) el monoide libre
generado por T (i.e., T* es el conjunto formado por todas las sucesiones finitas
de elementos de T', junto con la sucesién vacia que denotaremos por A, y donde
* es la operacion binaria de concatenacion definida sobre T*). Paracadat € T,
definamos las siguientes funciones en R("):

pe i p— p(p,t) y v ip— vu(t,p)

para cada p € P. Ahora, si w = t1to...t, € T, definamos las funciones en
RP):

n n
Mo = Z/Ltj Yy vy, = thj'
j=1 j=1

Ademas, definamos py := vy := ¢(0) (siendo ¢(0) la funcién constante e igual a
0 en RM)). Asi, pues, cada red de Petri R-difusa (u, v) induce las aplicaciones

7,0:T" — RD)

definidas por:
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para cada w € T, respectivamente. Es facil ver que & y T son morfismos de
monoides y asi, podemos considerar la funcién

nep,r) : R-nets(P,T)) — Monoid(T™, R(P))2
definida por:
(1, v) — (1,7)

para cada par (u,v) € R-nets(P,T). Es claro que npr) es un morfismo
de monoides aditivos. Més ain, npr) es también un isomorfismo de se-
mimédulos. En efecto, es mera rutina verificar que el morfismo inverso de
ncp,T) estd definido por:

pp,r) - Monoid(T™, R)2 — Renets(P, T)

(f,9) — ((f)u, (9)v)

para cada par (f,g) € Monoid(T*, R%))? y donde

(Hu: (p,t) — f(W)p) v (9)v:(tp) — g(t)(p)

para cada par (p,t) € P x T.

Observacion: Podemos considerar a v y v como aplicaciones
u : Monoid(T*, RP)) — RP>D) v 4 : Monoid(T™, RF)) — RT*P),

Se puede probar que estas dos ltimas aplicaciones, las funciones coordenadas
de p(p,1), son también isomorfismos naturales de semimdédulos.
En resumen, tenemos el siguiente

Teorema 2.1 (Primer Teorema de Estructura). Sean R un semianillo,
(P, T) un par ordenado de conjuntos no vacios y disjuntos, y consideremos a
R-nets(P,T) y Monoid(T*, R")) con sus respectivas estructuras de semimd-
dulos. Entonces, tenemos un isomorfismo en R-SemiMod

e, - R-nets(P,T) — MOnoid(T*7R(P))2
definido por:

(1, v) — (7,7)
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para cada par (p,v) € R-nets(P,T), donde 71,7 : T* — R estin definidas
por:

W =po=Y p, ¥y @Di=ve=Y v,
j=1 j=1

para cada w = tity...t, € T*, respectivamente, y donde py := vy := ¢(0).

Notar que si R es un semianillo libre de sumas cero entonces R-nets(P,T)
es un semimédulo libre de sumas cero para cada objeto (P,T) en PDS.

3 El Teorema de Isomorfismo Natural
En esta seccién probaremos que el isomorfismo de semimoédulos
nepry : R-nets(P,T)) — Monoid(T™, R(P))2

dado en el Primer Teorema de Estructura 2.1 es, de hecho, un isomorfismo
natural en el sentido categérico. Recordemos que dos funtores contravariantes
F,G : R — S se dicen naturalmente isomorfos si y sélo si para cada objeto
A € R, existe un isomorfismo 14 : F(A) — G(A) en la categorfa & de tal
manera que se satisface la siguiente propiedad universal: para cada morfismo
f + A — B en la categoria R, se tiene que np o G(f) = F(f) ona en
la categoria &, donde F'(f) y G(f) son los morfismos en & que resultan de
aplicar los funtores F' y G al morfismo f, respectivamente, y la composicién
de morfismos se entiende de izquierda a derecha. En tal caso, se dice que 7 es
un isomorfismo natural entre los funtores F'y G, y se denota por n: F ~ G.
Sea PDS la categoria definida por los siguientes datos: los objetos son
todos los pares ordenados de conjuntos no vacios y disjuntos, los morfismos
entre dos tales objetos son pares ordenados de funciones y la composicion es
la composicién usual de funciones coordenada a coordenada. Es claro que la
categoria PDS es un contexto natural para el estudio de las redes de Petri
R-difusas. Ahora consideremos también los funtores contravariantes

R-nets y Mnd : PDS — R-SemiMod

definidos asi:

Objetos: Si (P,T) es un objeto en PDS, definamos

R-nets : (P,T) — R-nets(P,T)
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Mnd : (P, T) — Monoid(T*, R%))2.
Morfismos: Si (f,g) : (P,T) — (P1,T1) es un morfismo en PDS, definamos:
R-nets(f,g) : R-nets(Py,T1) — R-nets(P,T)
por:
(1, v1) — (1, v)
donde

w(p,t) = (f(p),g(t)) v wv(t,p):=wvi(g(t), f(p))

para cada par (p,t) € P x T. Por otro lado, usando el Primer Teorema de
Estructura 2.1 definamos

Mnd(f, g) : Monoid(Ty, R™))? — Monoid(T*, R%))?
por:
(71, 71) V— (7, D)
donde (p1,v1) € R-nets(P,T) tal que
R-nets (1, v1)(f,9) = (4, v).
Es mera rutina verificar que R-nets(f,g) vy Mnd(f, g) son morfismos de se-
mimoédulos y que, en efecto, R-nets y Mnd son funtores contravariantes na-
turalmente equivalentes bajo el isomorfismo natural de funtores 7 : R-nets ~
Mnd definido por:
npr) @ Rnets(P, T') — Monoid(T™, R("))?
para cada objeto (P, T) en la categoria PDS. Por tanto, tenemos el siguiente

Teorema 3.1 (Teorema de Isomorfismo Natural). Existe un isomorfis-
mo natural entre los funtores contravariantes R-nets y Mnd.
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4 Otros Teoremas de Estructura

El Primer Teorema de Estructura 2.1 sugiere el estudio de la estructura del
semimédulo Monoid(T*, R(P)). Este es precisamente el objetivo principal de
esta tultima seccion.

Lema 4.1. Sean (G, -) un monoide multiplicativo, (M, +,-) un semimddulo y
X un conjunto no vacio arbitrario. Entonces, considerando a M como un mo-
noide aditivo, se tiene un isomorfismo Monoid(G, MX)) ~ Monoid(G, M)X)
de semimddulos, donde Monoid(G,M)X) y M) son considerados con sus
respectivas estructuras de semimaodulo.

Prueba: Sea M’ = Monoid(G, M X)) y definamos
® : M" — Monoid(G, M)X) por:

(f:G—>M(X)) — &y
donde @y : X — Monoid(G, M) esta definida por:

€T +— (I)f(l‘) = (I)f)g; Yy (y)fbf@ = ((y)f)(x)

para cada ¢ € X, y € G. Entonces, ® es un isomorfismo en la categoria
R-SemiMod. En efecto, ® estd bien definida, pues (y)f € M) para cada
f €M eye G. Ahora, veamos lo siguiente:

(i) ® es un morfismo en R-SemiMod: Es fécil ver que ® es una funcién
aditiva. Ahora, notar que

W) Pr g2 = (W) (r- ))@) = (r(y) ) (@) =r(y)f(x) = W) Pra)

paracadar € R, fe M,z € X ey e G. Asi, (r- f)® =r-Oy.
(ii) @ es un monomorfismo en R-SemiMod: Si (f)® = (¢)® con f,g € M’,
entonces f = g, pues para cada y € G y x € X se tiene

(W) N)(@) = (Y)Pre = W)(Ps(2) = (Y)(Pg(2)) = (¥) Py = (y)9)(x).

(iii) @ es un epimorfismo en R-SemiMod: Sea g € Monoid(G, M)X) y
supongamos que Supp(g) = {x1,22,... ,2n}. Definamos la funcién

f:G— M
por:

(9)f) (@) = 0,siz=ux; para algiin j: 1 < j <n,
Y | W)(g(z)), six#x;paracadaj:1<j<n.
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para cada y € G, r € X. Entonces, es facil ver que f € M’ para el cual
®; = g. Por tanto, ® es un isomorfismo de semimddulos. O

Corolario 4.2. Si (P,T) es un par ordenado de conjuntos no vacios y dis-
juntos, entonces se tienen los siguientes isomorfismos de semimddulos:

(1) Monoid(T*, R™")) ~ Monoid(T*, R)(").

(2) R-nets(P,T) ~ [Monoid(T*, R)(")]?.

Si A y B son conjuntos no vacios, denotaremos por A + B a la unién
disjunta de A y B. En particular, denotaremos por 2A al conjunto A + A.
Supondremos siempre que los conjuntos A y B estdan ambos contenidos en el
conjunto A + B.

Proposicion 4.3. Sea M un semimddulo. Si A y B son conjuntos no vacios,
entonces tenemos un isomorfismo de semimodulos:

U MW x MPB) — MATB) qefinido por:

(f,9) — (f,9)¥
donde

o= { 1 12 ES

para cada f € MW, ge MPB) yx e A+ B. En particular, M) x M) ~
MG en la categoria R-SemiMod.

Prueba: Es claro que U estd bien definida y es un monomorfismo de se-
mimédulos. Ahora, si @ € MA+B) | entonces es ficil ver que las funciones
restriccién f y g de a sobre los conjuntos A y B, respectivamente, satisfacen
las siguientes condiciones: f € M), g e MB) y (f,9)¥ = a. Por tanto, ¥
es un isomorfismo de semimédulos. O

Corolario 4.4 (Segundo Teorema de Estructura). Si (P,T) es un par
ordenado de conjuntos no vacios y disjuntos, entonces existe un isomorfismo
de semimddulos R-nets(P,T) ~ Monoid(T*, R)(?F).

En virtud del Corolario 4.4 el estudio de la estructura del semimédulo
Monoid(T™*, R) es de fundamental importancia para reconocer la estructura
de semimddulo de las redes de Petri R-difusas con conjunto de transiciones
T. Es claro que todo morfismo de monoides f : T* — R estd completa-
mente determinado por su funcién restriccion sobre el conjunto T'. Asi, pues,
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es suficiente conocer la estructura del semimédulo RT para determinar la es-
tructura de R-nets(P,T') requerida por Jonathan S. Golan en [2] . Por tanto,
para finalizar, tenemos el siguiente

Corolario 4.5 (Tercer Teorema de Estructura). Si (P,T) es un par or-
denado de conjuntos no vacios y disjuntos, entonces existe un isomorfismo de
semimddulos R-nets(P,T) ~ (RT)(?P).

En particular, si el conjunto P es infinito, entonces existe un isomorfismo
de semimédulos R-nets(P,T) ~ (RT)(F).
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