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Resumen

En la pasada década varios autores demostraron resultados concer-
nientes a la I'-convergencia de familias de funcionales no coercivos de
la forma Je = [, f(z, £, u(z), Vu(z)) dz para € — 0, bajo ciertas condi-
ciones en f (ver por ejemplo [4], [3], [1], [5], [6]). Este trabajo usa esos
resultados existenciales del I'-limite para contruir una férmula que nos
proporciona, mediante un esquema variacional, el cémputo del mismo
cuando f(z,.,u, z) es Y-periédica. Se estudia primero el caso f(£, Vu)
para el cual la demostracién del caso no coercivo es esencialmente la
misma que la del caso coercivo; este dltimo estd presentado en [4]. Del
estudio de ese caso se desprenden férmulas para el caso general aqui
considerado. El trabajo concluye probando que, bajo ciertas condicio-
nes especiales para f se tiene que para todo Q C RY abierto y acotado
y para toda u € WHP(Q) se tiene que

J(u) / f(z, u(z), Vu(z)) dz

e—0

= F(LP(Q))um/f(x,f,u(x),vu(x))dx,

donde

flz,u,2) = inf{][f(m,y,u,Vw(y) +2)dy:weE Wple’f(Y)}.
Yy

La interpretacién fisica consiste en que conocida la estructura micros-
cépica de un medio fisico descripta por Je(u), entonces J(u) describird
las propiedades macroscépicas de dicho medio.
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MSC (1991): Primary 35B27; Secondary 73B27.



60

Gaetano Tepedino Aranguren
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convergencia.

Abstract

During the last decade several authors proved results concerning
the I'-convergence of a class of non-coercive functionals of the form
Je = [, f(z, 2, u(x), Vu(z)) dz as € — 0, under certain conditions on
f (see for example [4], [3], [1], [5], [6]). This work uses those I'-limit
existence results to construct a formula which gives that limit when
f(=,.,u,z) is Y-periodic. First the case f(%, Vu) is studied, for which
the proof in the non-coercive case is essentially the same as for the
coercive case; this last case is presented in [4]. From the study of this
case there follow formulae for the general case here considered. The
paper ends proving that, under certain special conditions for f, for all
Q Cc RY open and bounded and for all u € W'P(Q), it holds that

J(u) /f(x,u(m),Vu(m)) dx

e—0

= P(LP(Q))um/f(x,f,u(x),vu(x))dx,

where

F(2,u,2) = inf { F 10, Vo) + 2 dy s w e W;;‘:m}.
Y

The physical interpretation is that, known the microscopic structure of
a physical medium described by Jc(u), then J(u) describes the macro-
scopic properties of such medium.

Key words and phrases: Homogenization, periodic, convex, I'-con-
vergence.

Definiciones y Notaciones

(a) Dado xp € RN, 29 = (201,... ,2on), con zg; > 0,7 € {1,... ,N}, se
denotard por Y = Y (z¢) al rectdngulo abierto:

V={zeR" : 0<z; <z, i€{l,...N}} (1.1)
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(1.2)

(1.3)

(b) El volumen o medida de Lebesgue de este paralelepipedo se denotara
por

N
i=1

Por lo tanto, V6 € N, Y es un paralelepipedo abierto de volumen
16| =V Y| =N (1.3)
(c) Una funcién u : RV — R se dice Y-periddica si y sélo si:

(Vo € RN, Y(61,8,...,0n5) €ZN) -

u(x + (61701, 6202, . .. ,ONToN)) = u(x).
1
(d) La integral ][f(a:) dx es el promedio T /f(x) dx, donde |A| es el
A A

volumen de A.

Dados N € N, 1 < p < o0; a € L _(RYN) Y-periédica; {g,},~0 C

loc
Ll (RY), diremos que f € H(N,a,p) siy sélosi f: RY xRV — R

satisface las condiciones:

(al) Vz € RY : f(-, 2) es medible, Y-periddica.
(a2) Yy € RY : f(y,-) es convexa.

(a3) (i) Si 1< p < oo, entonces Vy, z € RY:

0< fly,2) <aly)+ |z (1.4)
(i) Sip = oo, entonces Vr,z € RN, ¥r > 0, |z| < r:
0<f(y,2) < gr(y) (1.5)

Dados N € N, 1 < p < o0; a € LL (RY) Y-periddica; w : Rt — R

loc

continua, creciente y w(0) = 0; b : R — R continua; {g, },~0 C L (RY),

diremos que f € ﬁ(N,a,p,w,b) siysélosi f: RV xRN xRY - R
satisface las condiciones:

(b1) Vy,z € RN : f(-,y,2) es medible.

(b2) Vz,z € RN : f(z,-,2) es Y-periédica, medible,
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(b3) Va,y € RY : f(z,v,-) es convexa.
(bd) Vx1,z2,y,2 € RV:

|f(x1ayvz) - f(anyvz” <w (|£L’1 - x2|) (a(y) + f(xlayvz)) (16)

(b5) Va,y,z € RY se tiene
i) Sil < p < oo, entonces:

0 < f(z,y,2) < b(x) (ay) +[2[") (1.7)

ii) Si p = oo, entonces si |z| < r:

0< f(z,y,2) < g (y)b(x) (1.8)
Dados N € N, 1 < p < o0; a € L} _(RY) Y-periédica; w : Rt — R
continua, creciente y w(0) = 0; b : R — R continua; {g, },~0 C L (RY),

diremos que f € H(N,a,p,w,b) siysélosi f: RY x RY x Rx RN — R
satisface las condiciones:

(cl) Vy,z e RV:Vu € R: f(-,y,u, 2) es medible.

(c2) Yo,z € RV;Vu € R : f(x,-,u, z) es Y-periddica, medible,
(c3) Vy,z € RN : f(-,y,-, 2) es continua

(c4) Yo,y € RN;Vu e R: f(z,y,u,-) es convexa.

(cb) Va1, 72,9,z € RV:Vui,up € R:

|f(x1,y,u1,z) - f(l‘g,y,UQ,Z”
Sw ([ — 22| = |ur —ual) (a(y) + fz1,y,u1,2))  (1.9)

(c6) (i) Si 1 <p < oo, entonces Vz,y,z € RY;Vu € R:
0 < f(z,y,u,2) <b(@) (ay) + [ul® + |2]°) (1.10)
(ii) Si p = oo, entonces Vr,y,z € RN;Vu € R, Vr > 0, |2| < 7:
0 < f(z,y,u,2) < gr(y)b(z) (1.11)
Notar las inmersiones

H(N7a7p) — ﬁ(N,(l,p, b7w) — H(Nva‘apv baw)'
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(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Dado N € N se denotaré por A" a la clase de todos los abiertos acotados
de RV,

Si Q € AN se denotard por A(Q2) a la clase de todos los sub-conjuntos
abiertos S C () para los cuales S C €.

Dado el paralelepipedo Y definido en (1.1), C} (V) denotars el con-
junto de las funciones u € C1(Y;R) que se extienden a todo RY via

Y -periodicidad. Es importante observar que

per

Yue Ol (Y) : /Vu(x) dz = (0,0,...,0). (1.12)
Y
Esto es una consecuencia del Teorema de la Divergencia de Gauss, del

hecho obvio de que la frontera de Y es la unién de 2N hiperplanos de
dimensiéon N — 1 y de la periodicidad de u.

Los espacios W'P(2), W, P (1), W22(Y), son respectivamente la com-
pletacion de los espacios C*(€2), C§(Q), CL..(Y), bajo la norma usual:
lully o = llull, o+ 1Vull, o

Trabajaremos con las siguientes métricas en C'*():
do(u,v) = Jlu=vl, o+ [Vu=Vo|,q=lu-2vl,q
UQ(U,'U) = ”u_v'p,ﬂ
B lu— vl q sisop (u—wv)CQ.
ma(wv) = { +oo si sop (u—v) ¢ Q.
Es decir, dg es la métrica inducida por la norma | - |10 ¥ 0o es la

métrica inducida por la norma usual de LP().

Sea (E, 7) es un espacio topoldgico el cual satisface el primer axioma de
numerabilidad. El concepto de I'-convergencia es usado en este trabajo
en el sentido siguiente: sean ACE; SCR,a e Sy F,: A —R,Vs€ S,
una familia de funciones. Dado = € A se dice que

A = I(7) lim F,(z) (1.13)

S—a

si y sélo si
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(1) W{sp}C Scons, —ayV{z,} CAconx, — z se tiene:

A < liminf Fy, (z,) (1.14)
n—oo
(2) V{sp} C Scon s, —a,I{x,} C A con z, — x para el cual:

A > limsup Fs, (z,,) (1.15)

n—00

Dados N € Ny Q € AV, el espacio topolégico que escogeremos es E = LP(Q) y
A=WHP(Q); donde, si 1 < p < oo entonces escogeremos para E la topologia
inducida por la métrica oq; y para p = 0o, escojeremos para E la topologia
inducida por la métrica 7o (definidas en (1.9)).

2 Homogeneizacion en el caso / f (E,Vu) dz
€

Q

Queremos investigar la I'-convergencia explicita de la familia de funcionales:
x
a0 = [ 1 (2.9u@) do
€
Q

cuando € — 0, siendo f € H(N,a,p).
Definicién 2.1. Dados N € N, 1 < p < oo; a € L _(RY) Y-periddica;

loc =z s
{g:}r>0 C LL (RN) y f € H(N,a,p), definimos el funcional f : RN — R

loc
Ccomo

f(z) = inf { ][f(y, Vuly)+2)dy : ue€ Wplé’r’(Y)}. (2.1)
%

Para cada € > 0, se definen los funcionales A, : RY - R y B.:RY - R
como:

A.(2) = inf { ff (%,Vu(y) +z) dy : ue Wol’p(Y)}. (2.2)
Y

B.(2) = inf { ff (% Vau(y) + z) dy : ue W;g;(y)}. (2.3)
Y
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Se observa que, Vz € RY:
f(2) = Bi(2). (2.4)

Ademas como toda funcién de VVO1 P(Y) puede ser extendida a todo RY
via Y -periodicidad, entonces

WP (V) = Wo(Y)
y por lo tanto Vz € RV, Ve > 0:
B.(z) < Ac(2). (2.5)

Teorema 2.1. Si f € H(N,a,p) y {e,} C (0,400) con €, — 0, entonces
ezisten {h,} C N mondtona creciente y f : RV — R tales que ¥Q € AV,
YVu € WhP(Q):

/f(Vu) dr = T(oq) lim
9)

f (} w) da. (2.6)

Il
=3
S
o
E
P P

Demostracion: En [1] se demuestra la existencia de una funcién
f:RY xRV SR

y de una sucesién {h,} C N mondtona creciente, tales que V) € A,Vu €

WP(Q) se satisfacen los I-limites:

n—oo
n

/f(x,Vu) de = T(oq) lim [ f (%,Vu) dx
Q

= I(rq) lim [ f (i,Vu> dx

n—oo

r(dg) tm | f (

n—oo

,Vu> dz. (2.7)
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Veamos que Vz € RV : f(, z) es constante en casi todas partes. Sea R > 0y
B = B (6, R). Usemos la I'-convergencia mencionada escogiendo 2 = B. Sea
{en} C (0,+00) con €, — 0y sea {e,, } la subsucesién obtenida. Sea y € R

fijo y escojamos {yx} C RN y 2, = Yk de tal forma que
Eny,

klir{:oyk:y, flx+zg,)=f(z,). (2.8)

1
Sean rp = R(1 — E) y Br = B(6;71), entonces

Vk>2: By CBpy1 CB. (2.9)
Para £ € R” sea
u(x) = (&, ). (2.10)
Claramente
ue W (B) y Vu(z)=E¢. (2.11)

Entonces por definicién de I'-convergencia existe {uy} € WP (B) tal que

limg o0 [|ur — u|lp,8 =0
y (2.12)

/f (x,Vu) de = klim f (i,Vuk) dzx.
B B

€ny,
Sea € > 0, de (2.8) existe v € N tal que

Vk>v: Bp+yrCB+y. (2.13)

De (2.10) y (2.12) obtenemos

/f(a:,f) de = /f(a:,Vu(x)) dx

B

ng

lim [ f (i Vuk> da. (2.14)
B

Usando (2.7) en (2.14), haciendo uso de (2.9) y un cambio de variable resulta
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/f(x, )dr = lim f(i—f—zk,vuk) dx
B

k—o00 €ny,
= lim [ f <x+yk,Vuk> dz
k— o0 €ny,

= lim [f (— Vs (x—yk)> dx (2.15)

nk
B+yk
) x
= lim f (—, Vug (z — yk)) dx
k—o0o nk
Br+yr
> liminf /f (i,Vuk (x —yk)> dz.  (2.16)
k—o0 €ng
Bir+y

Sea wuy, () = ur(z — yr), entonces de (2.11) y (2.12) se tiene que si u =
(&, ¢ — yg), entonces

{up} Cc WP (B +y), Vau(z)=¢, Jim |t — | =0. (2.17)

P, Bt+yr
Debido a la I'-convergencia se obtiene :

/fa:fda:>/f Vudx—/fx§ (2.18)

B+y B+y

Usando el teorema de la Convergencia Mondtona al tomar k& — oo en
(2.18) se obtiene finalmente

/fxgdx>/fxgdx—/fx+y§ (2.19)

B+y

Como B es simétrico, entonces de (2.19) se obtiene
/fxf dx—/f x+y,§) de. (2.20)

Es decir, existe M (¢) C RN con |M (&) = 0 tal que

Ve eRM\M (€): f(2.)=f(z+.8). (2.21)
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En particular, se ha obtenido que fA(, £) es constante en casi todas partes.
O

Teorema 2.2. Vz € RN ecziste el limite

A(z) = lim A.(2) (2.22)

e—0
Demostracion: Para ¢t > 0 definamos

T— t, siteN
o [t+1], sit¢gN

donde [z] denota la parte entera de x. Sean 0 < ¢t < t + 1 < s, entonces
0<t<t<t+1<s, porlo tanto

0<t<t<v<t+1<s, (2.23)

o~

donde v = EA] t. Claramente tY C tY C vY C (t+1)Y C sY, por lo tanto

Wy (Y) C WyP(tY) € WP (vY), WyP(Y) C WEP(EY) = WiP(vY),

per per

puesto que ¢ y v son enteros positivos y toda funcién de CL(Y) se extiende a
todo R™ via Y-periodicidad.
Fijemos z € RY. De (2.2) se obtiene después de un cambio de variable

t

Ai(z) = inf { ff(a:, Vu(z) +z)de : ue Wol’p(tY)}. (2.24)
£y

Luego, dado € > 0 existe u. € Wol’p(tY) para el cual

][f (@, Vue(z) + 2) do < % + As(2). (2.25)
tY
Sea ~ v oulx), xzetYy 9.9
ue(x){o, z eV \ 1Y (2.26)

Observamos que @, € WyP(tY). Como t € N, se puede extender @, a todo
RY via Y-periodicidad; a partir de esta extensién definimos
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=~ { Ue(z), zevYy (2.27)

@) =19 . z€sY \vY

Claramente ig(x) € WyP(sY) es Y-periédica; en consecuencia de (2.2)
inferimos

A

o =

(2) < ][f (m,vﬁe(x) +z) dz. (2.28)
sY

Sea a =| Y |, entonces V3 > 0: | BY |= Na. De (2.27) y (2.28) notamos
que:

46 = g [revi@gds [ f @) )
vY sY\vY
= (D). (2.29)

Para I; hacemos el cambio de variable y = tz:

N
I, = (%) /f (%, Vi, (%y) +z> dy.
ty

Usando la Y-periodicidad de f(-,z) y de @:

I = (%)N/f (z, Viie(z) + 2) da. (2.30)
ty

Donde usando (2.26) obtenemos

/f (x, Vie(x) + z) de = /f (x, Vue(z) + 2) do + / I (z,2) du.
% Yy tY\TY
(2.31)
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Sustituyendo (2.31) en (2.30) y ésto a su vez en (2.29) obtenemos:

Ai(z) = (%’) ffouE )+z)dm+— / f(a, ) )

sY\vY
1 /oY
+— | = ,2) dx,
(3 [ s
tY\tY
tv 1 1 w 1 1
y como <A—) <1, -<-,= < =< -, entonces
s s ot ts Tt 1
Ai(z ):][f( , Vue(z) + 2) dx+ / / : (2.32)
tY sY\vY tY\tY
Usando (2.4) y (2.10) en (2.32) obtenemos
A1(2) € 5+ A=) +a(N (D), (2.33)

donde

0<~(t) < [2—(1_%>N_(1_%>N].

Claramente ~y(t) — 0 si t — c0. Sea m = htm inf A1 (2); entonces, dado € > 0
—00

escojamos t > 0 tal que

A <m+s ¥y Al < (2.34)

wl o
wlm

=

De (2.33) y (2.34) se obtiene Vs > ¢ +1: A
finalmente con la desigualdad

(2) < e+ m. Concluimos

.

hmsupA ( ) < htmian;(z),
—00 t

t—o0
es decir, existe A(z) = liH(l) Ac(2). O
Teorema 2.3. Vz € RV, Vn € N :

Bi(z) = Bi(2) (2.35)

n
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Demostracién: Fijemos 2 € RN, n € Ny g,(z) = B1(z). De (2.3) se tiene

n(2) =By =t { 1 (0 Vut) + 20y wewizm)}.
Y

Luego, dado € > 0 existe u. € WLP(Y) para el cual

per

1 (. Vuly) + 2)dy < a(2) 4 (2:36)
Y
Sea 8 € Z*N, tal que 0 < 3; <n—1,Vi e {l,...,N}. Definamos %, como
- 1 « «
Ue(r) = N Z Ue ($1 + ﬁxm yoo TN+ TNSCo,n) .
a€Z+N
la|<|B]

Como u, es Y-periddica, entonces . es %Y—periédica. A suvez fn(z,2) =
f(nz,z) es 1Y -periédica, por lo tanto de (2.36) se concluye :

ff (nz, Vie(z) + 2) de < g,(z) + e (2.37)
e

Sea. 1. (x) = niie (z/n), entonces U € W2E(Y). Por lo tanto un cambié
de variable en (2.37) nos proporciona:

/f (x, Viie (x) + z) dr < gn(z) +e. (2.38)
Y
Por otro lado de (2.3) tenemos que
Bi(z) < ][f (J?,Vﬁe (x) + z) dx. (2.39)
Y

De (2.38) y (2.39) obtenemos Bi(z) < Bi(z)+e. Como € es arbitrario, se
concluye entonces: /

Vz e RN . Bi(z) < B% (2). (2.40)
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Por otro lado, dado € > 0 usando (2.3) existe u. € W2E(Y) para el cual

per

][f (z, Vue(x) + 2z) de < Bi(z) +e. (2.41)
v

Sea @ic (x) = Luc (nx), Vo € LY. Entonces U € Whe (2Y), por lo tanto

Bi(2) < ][f (nx, Vie(x) + z) de = ff (x, Vue(x) + 2) dz. (2.42)
v s

De (2.41) y (2.42) se infiere B1(z) < Bi(z) + €. Pero € > 0 es arbitrario,
entonces:

vzeRY : Bi(z) < Bi(2). (2.43)

De (2.40) y (2.42) se infiere finalmente (2.35). O
Teorema 2.4.

Vz e RV : f(z) < f(2) = Bi(2) (2.44)

Demostracion: De (2.1) y (2.3) se tiene que f(z) = B1(z). Por lo tanto sélo
debemos demostrar f(z) < Bi(z). De (2.3), dado € > 0 existe u, € WHP(Y),
Y -periddica, para la cual

][f (z, Vue(x) + 2) de < Bi(z) +e. (2.45)
%

Claramente podemos extender u. a todo RY via Y-periodicidad. Dado z €
RY | definimos z : RN — R como Z (z) = (2, ). Sea U, (v) = Z (v) + eu. (z/e),
entonces claramente

GeeWr(Y) y o lim a2,y =0. (2.46)

De (2.3), (2.4) y 2.1 se tiene que, al ser VZ = z:

€hn,

Y| 7() = T(og) lim Y/ / <—) dr.
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Luego por definicién de I'-convergencia se tiene

n

V| f(2) < limin / f (%,Z—FV@M (x)> dz. (2.47)
Y

De la definicién de u, y (2.47) se infiere:

7z )<hnrgl£f—/ < 2+ Vi, (%)) dz. (2.48)

Al cambiar variables y usar la Y-periodicidad de f obtenemos:

n—oo

N
f(z) < liminf (¢, )™ {% + 1] ][ f(z,2 4+ Vue (2)) de. (2.49)
" Y

Reemplazando (2.45) en (2.49) resulta

F2) < Bi(z) + e
Como € > 0 es arbitrario, se infiere finalmente (2.44). O

Teorema 2.5. Vz € RV :

Jz) = Bi() = A(2) = lim B, 2) (2.50)
Demostracién: Fijemos z € RY. De (2.1) y la definicién de I'-conver-
gencia, dado que la funcién nula pertenece a W1P(Y), resulta que existe
{un} C WHP(Y) con |uy|py — 0 para la cual:

s [ 1 (2% )+ 2) dy < 7o) 71,

n— oo n

Si z(z) = (z,2) luego VZ = z, Vu, + 2 = V (up +2) y oq (uy, +2,2) — 0,
por lo tanto

limsupff <6i,Vun (y) + z) dy < f(2). (2.51)

n—oo n

Sea v € WyP(Y), v > 0en Y,y sea v, = max{—v, min{u,,v}} para cada
n € N. Claramente

{oa} CWeP(Y) vy oall,y — 0. (2.52)
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Sea By, = {z €Y : un(z) # vp(2)}. Como [lus — vnll,y — 0, entonces
lim |E,| = 0. (2.53)
n—oo

Por otro lado

/ £y, Von(y) + 2)dy = / £, Vouly) + 2)dy + / F (0, Vou(y) + 2)dy

y Y\E, Ey,
- / P, Vun(y) + 2)dy + / F(y, Voly) + 2)dy
Y\En {;c:vn(;c)='u(:c)}
+ / Fy, —Voly) + 2)dy.
{z:vn (z)=—v(z)}

Usando (2.4) y la desigualdad clésica (|a| + [b])? < 2Pt (|al? + |b|) para
p > 1, se obtiene

/ £ (0, Vou(y) + 2) dy < / f (@ Vun(y) + 2) dy
Y Y

(2.54)
+ [ Gal)+ 22 Vol + 12 dy
En
De (2.51), (2.53) y (2.54) obtenemos
iimsup f 7 (4. Ven(y) +2)dy < 7o) (2.55)
n—oo Y
Usando (2.5) se obtiene
limsup B, (2) <limsup A, (2). (2.56)
De (2.51, (2.53) y (2.54) inferimos:
limsup A, (2) < f(z) (2.57)

n—oo
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Juntando (2.51), (2.44) del 2.4 y (2.57) se deduce finalmente:

~

limsup B, (z) <limsup A, (2) < f(z) < Bi(z). (2.58)

n—oo n—oo

Por otro lado usando (2.35) del Teorema 2.3 se obtienen:

o~

f(z) = Bi(z) < lim Bi(z) <limsup Bi1(z) < lim B(z). (2.59)
De (2.58) y (2.59) se concluye (2.50). O

Observacion: En los teoremas anteriores no sélo se evidencia que f = f,
si no a su vez que la I'-convergencia es independiente de la sucesién {e,}
escogida, por lo tanto se concluye con el siguiente resultado.

Teorema 2.6. . Dados N € N, 1 < p < oo; a € LL_(RY) Y-periddica;

loc
{g:}r>0 C LL (RY) ; f: RN x RY — R la cual satisface las condiciones

(al)-(a3).
Entonces VQ € AN, Yu € WLP(Q):

/f(vu) de = T(og)li
Y

donde f: RN — R es la funcion conveza definida por (2.1).

Demostracién: Consecuencia del Teorema 2.1, junto con los Teoremas 2.2 a
2.5, los cuales manifiestan la independencia del I'-limite de la sucesién €,,. [

3 Homogeneizacién en el caso / f(x,E,Vu) dx
€

Q

En esta seccién se dard una férmula explicita para la I'-convergencia de la
familia de funcionales:

Je(u)y= [ f x,E,Vu(x) dx
[sezowo
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cuando € — 0, donde f € 7‘~{(N, a,p,b,w).

Dados N € N, 1 < p < o0; a € L] (RY) Y-periddica; w : Rt — RF
continua, creciente, con w(0) = 0; b: R — R continua; {g, }r>0 C L (RY).
Sea f € ﬁ(N,a,p, b,w).

Bajo tales condiciones definimos f: RY x RNV — R como:

Flou) =it { f Fla Dt + )y = wewzm}. @
Y

Sean N € Ny Q € AV. Para cada k € N, consideramos las siguientes
coberturas abiertas de (2, definidas como

N
Ly = {QQH(ajz—k,(ajJrnz—’f) c (@, an) EZ+N}. (3.2)

Como  es compacto, para cada k € N existe k € N tal que

k
QcQc| A, VkeN (3.3)
i=1
Escojemos puntos
Tk € Ak,ia VEeN, Vie {]., c. ,76\} (34)

Definimos las funciénes Sy : RY x RY x RY — R como:
®
Sk(x7y7z) = ZX(Ak,’L') (l‘)f (QTk,i,va) ’ (35)
i=1
B 1, size Ak,i
donde x (Ag,;) () = { 0. sizdAp.
Teorema 3.1. Si f € H(N,a,p,b,w) y {e,} C (0,00) con €, — 0, entonces
ezisten {h,} C N mondtona creciente y f : RV xRN — R tales que V2 € AV,
Yu € WhP(Q):

,Vu (x)) dx

n

/ f (z,Vu(z)) dz = [ (og) lim [ f (x x
Y Y ‘

=T (rq) lim [ f <x§Vu (x)) dz  (3.6)

n—oo
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Demostracién: Estd demostrado en el articulo [1] sobre la I'-convergencia,
al tomar fe(z,z) = f (x, Z, z) O

Teorema 3.2.
Vy,z € RN : Sp(-,y, 2) converge uniformemente sobre Q a f(-,y,2) (3.7)

Demostracién: Sélo se mostrara el caso 1 < p < 0o, pues el caso p = oo es
similar.
De (3.3), (3.4) y (3.5) tenemos que:

Sup"sk (l‘,y,Z)—f(J?,y,Z)| = Ssup sup |Sk (J?k,i,y,Z)—f(l‘,y,Z”-
€N 1<i<k €Ak
(3.8)

Usando (1.7) y (3.5) en (3.8) se obtiene

B9< s swp wlle—anl) @l + 1) (blao+1).  (39)
1<i<k TE€Ak,

Pero de (3.2) y de los hechos; w : Rt — RT continua, creciente, con
w(0) = 0 se concluye finalmente:

(39)< s sw s w(t)(alyl+[2P) (IBlag+ 1) (310)
1<i<k TE€Aki t€[0,/n27F]

En conclusién se infiere

sup |Sk (l‘,y,Z) - f (J?,y, Z)' < 0 ’
€N

lo cual implica (3.7). O
Teorema 3.3. Vk € N, Yu € W!P(Q):

%
/ X (Ak,i) () f (ki Vu(2)) do
y =1

(3

=T (0q)limeo [ Sk (Jc, £, Vu (x)) dx
Y

=T (o) lime—o [ Sk (z,%,Vu(z)) dx (3.11)
)

Donde f es dada por (3.1).
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Demostracién: Para cada k € N, la funcién Sj, satisface las hipdtesis del
teorema 3.1. Por lo tanto existe una funcién boreliana f : RV x RN — R tal
que VA € A(Q) y Vu € WHP(A):

/f z, Vu(z T'(oa) lnrb Sk ( ,—x ,Vu(x)) dx
€
s o
=T (ra) lim [ S (x,i,vu(x)> do. (3.12)
ne €h,,
A

Esto nos dice que (3.11) quedara bien demostrado si se cumple que Vk € N,
Vie{l,...,k}, Vue WhP(4,; ,):

/ F (@, V() dr = / F (ehs, Vu() da. (3.13)
i A

Para demostrar (3.13) fijemos k € N, i € {1,... ,k} y u € W'P(A,).
Usando (3.12) podemos escribir:

/f x, Vu(z I (oa,, )hgfb / Sk (x,(gf—n,Vu(m)) dx

ki

=T (Tak,i) hm / Sk (:v — ,Vu (x )) dx. (3.14)

ki

Reemplazando (3.5) en (3.14) obtenemos:

/f (z, Vu(z (O’A,“) lin}) / f (mki,i,Vu(xo dx

(TAk,i hm/ (x;“,—,Vu(x)> dx. (3.15)

k,i

Pero f(k,,,-) € H(N,a,p) satisface las hipdtesis del Teorema 2.6. Asi,
para fri(y,2) = fr.i(Tk, Y, z) concluimos de (2.60), (3.6) y (3.15) que
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/f(x,Vu(x)) de = F(O’A,“ hm/f;m Vu())

Api

= (TAk"L hm / sz _a (y)) dy
= / F i (Vu(y)) dy. (3.16)
Agi
De donde, segtin (2.1), Vz € RY:
fri(2) :inf{ff;”- (y,Vu(y) +2)dy : ue Wge’r’( )}
—int { f fonsn )+ 2)dy s we Wiz} @17)
y

Comparando (3.17) con (3.1) resulta que:

fk,i(z) = fN(xk'L;Z) (3.18)
De (3.16) y (3.13) se concluye que

/ F (2, Vu(z)) do = / F (ehs, Vu() da. (3.19)
Ag i Ag i

Asf (3.19) demuestra (3.13), Vk € N, Vi € {1,... ,l%} y Ve WhP(A,);
en consecuencia esto hace que los limites (3.12) sean independientes de la
sucecion {ep}, lo cual demuestra finalmente (3.11). O

Teorema 3.4. Dadas las funciones f € ’}:[(N,a,p,b,w) y f:RYNXRY - RN
definida por (3.1), entonces f satisface:

(1) Vo1, 29,2 € RV

Far.2) = Faz )| <l - a)) (f o) d+ far ) (320
Y
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(2) (i) Sil1<p< oo, entonces ¥,z € RV :

< f(w.2) <b@)(f alw)dy+1a1") (321)
Y
(i) Si p = 0o, entonces ¥r > 0, Iy, € R tal que:
Ve, z e RN | |z| <r: 0< f(x,2) <b(x)y (3.22)

Demostracién: Como la funcién nula pertenece a W, 2(Y'), entonces de (3.1)
se obtiene

0< f(zz2)< ff(a:,y,z) dy. (3.23)

Si 1< p < oo, usamos (1.7) en (3.23) para obtener:

0< f(o.2) < bo)( f atv)dy+ 127,

Y

Esto demuestra (3.21) para el caso 1 < oco.
Si p = 00, usamos (1.8) en (3.23) para obtener:

< fle.2) < f - ()b(x) dy = bz},

Y

Esto demuestra (3.22) para el caso p = 0o
Sean x1 z2,2 € RY. Dado € > 0, por la definicién (3.1) existird u €
WLP(Y) tal que

per

ffxl,y,w 2)dy < Fa1,2) +e. (3.24)
Y

Del mismo (3.1), dado este u:

flas2) < ][ F(w2,y, Vuly) + 2) dy
Y

- f[f(xz, v, Vuly) + 2) — F(a1,, Vuly) + 2)] dy +

Y

4 ][ f(@1,y, Vuly) + 2) dy. (3.25)
Y
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Usando (2.6) del teorema 2.1 y (3.24) en (3.25) se observa:

flaz,2) < w(laz —21)) ¢ [aly) + f(@r,y, Vuly) + 2)]dy + f (21,2) + ¢

“<\z\

< flanz) +w(loe — o)) f (21, 2) + w (Joe — 1)) €

tw (Jzg — 21]) fa(y)dy +e.

Y

Como € es arbitrario, se intercambian los roles de =1, x2 y queda demostrado
(3.20). O

Teorema 3.5. Dados N € N; 1 < p < 00; a € L10C (]RN) es Y -periddica;

{ngr>0 c Lloc (RN) Y f € H (Na a,p, b7w)-
Si f: RN x RN — R se define como en (3.1), entonces
VQ e AN, Yu € WP (Q):

Q/f (z, Vu(z)) d

I‘(Jg)lig(l)g/f (m,%,VU (x)) dx

= I (m)lin f(x,%,Vu(m)) dr  (3.26)
Q

Demostracién: Consideremos la familia de funcionales definidos para cada
€ > 0 como:

Fe (Q,U) = f ({E,VU (x)) dr,
/

donde f(z,2) = f (:c, f,z) El teorema 3.1 y (3.6) nos proporcionan la
existencia de una sucesién estrictamente creciente {h,} C Ny de un funcional
Foo(Q,u) tales que VQ € AN Yu € WHP(Q):

Foo(Qau) = F(UQ) lim fshn (x,Vu ({E)) du

n—oo

Q

= T (TQ)nlglgo fen, (x,Vu(z)) dz. (3.27)
Q
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Fijemos Q € A" y definamos para € > 0, k € N:

Fer (Q,u) /Sk x, )) dz u € WHP(Q). (3.28)

Usando (3.5), tenemos que ¥m € N,Vu € WP (Q):

Fop o (u) = Fo, (Qu)] <w (2*m\/ﬁ) ( / a(w)dz + Fopp (S, u)>.
Q

Sea A = [ a(x) dz, entonces
)

Fopoom (@) = (27N ) (A + Foyom (2,0)
< Fe,, (Qu)
< Fopm (@) 40 (27"VN) (A Fop m (). (3.29)
Usando (3.27) en (3.29) con n — oo y usando (3.7) en (3.29):
o (Q.0) = (27"VN) (A Fon (20)) <
Foo (Q,0) < Fo (Q,0) + @ (27"VN) (A + By (@)

Como Fy, (Q,u) = (T) limyy, oo F (Q, 1), entonces Yu € WHP(Q):

= hm /ZX (Ap.i) (@) f (210, Vu(z)) de. (3.30)

Asi, Vz € RV:
k
ZX(Ak,i)(x)f(xk,iv z) — J;(%Z)

By (V) | (Wt 1) (ot )] @30

De (3.11), (3.30) y (3.31) finalmente se obtiene:

Foo (Q,u) = | f(z, Vu(z)) d
/

L>(9)
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. ., X
4 Homogeneizacion en el caso / f(x,—, u, Vu)dz
€
Q

Ahora deseamos dar una férmula explicita para el operador de I'-convergencia
para la familia de funcionales:

Je(u)= [ f x,z,u(x),Vu(x) dx
T

cuando € — 0, donde f € H(N,a,p,b,w).
Dados N € N, 1 < p < o0; a € LL_(RY) Y-periédica; w : RT — R

continua, creciente y tal que w(0) = 0; b: R — R continua; {g,} C Li. . (RN),

sea f € H(N,a,p,b,w) (es decir, f : RY x RY x R x RY — R que satisfaga
(c1) a (c6)). Bajo tales condiciones definimos f : RY x R x R¥ — R como

Feows) =int{ £ eu Vot + s - wewzm} @
Y

Teorema 4.1. Si f € H(N,a,p,b,w) y {e,} C (0,00) con €, — 0, entonces
existen {h,} C N mondtona creciente y f : RV x R x RN — R, tales que
vQ e AN, Vu e WhP(Q):

n—00

—

f (z,u(z), Vu(z)) de = T (0g) lim [ f (x,—,u(a:),Vu (x)) dz

n—oo

F(Qu) = T(rg) lim [ f (x,%,u(m),Vu(x)) {4.2)

Demostracién: Ver [1]. O

Teorema 4.2. Dados N € N; 1 < p < o0; a € L} (RN) Y -periddica;

loc

{gr}r>0 C Li, (IRN); f € H(N,a,p,b,w), entonces ¥Q € AN, Yu € WHP(Q):

/f(x,u(x),Vu(x))dx = I‘(Jg)lig(l)/f (m,%,u(m),VU (x)) dx
Q Q

= T(a)lim [ f (2,2 u(@), Vu(2)) dz
Q
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donde f: RN x R x RN — R estd dada por (4.1).

Demostraciéon: Consideremos el funcional:

F(Q,u) = / F (2, u(z), Vu(z)) da, (4.3)
Q

donde f :RY x R x RY — R estd dada por el teorema 4.1.
Para cada u € C'(RY) consideramos f, : RY x RY x RN — R dada como

fulz,y,2) = f(z,y,u2),2). (4.4)
Entonces f, € 7:l(N a,p,b,w). Por el teorema 3.5:
) x
/ (z, Vu(x = TI'(oq) 21_1% fu (x,E,Vu (x)) dx
Q Q

. x
= F(m)gn%/fu (x,?Vu (a:)) dr, (4.5)
Q
donde, segin (3.1):

Futa) =it { f oo Tu) + 2)dy < we W],
Y
De (4.4) se tiene:

Fula, ) = inf { f F, u(a), Voly) +2)dy = we me}.

Concluimos que VQ € AN, vu € WhP(Q):

/f z,u(z), Vu(z / u(z)) dx.

Por lo tanto existe M € Q, con |M| = 0 para el cual

Ve e Q\ M : f(a:,u,z) = f(z,u,z2) , Ve RV VueR.
Luego haciendo los reemplazos
fulz, Vu(z)) = f(z,u(z), Vu(z)),
fu (2.2, 9u(@)) = f (2.2 u(@), Vu())

n (4.5), queda demostrado el Teorema. O
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