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Resumen

En este articulo se considera el algoritmo Go-Away [1] para resol-
ver sistemas lineales de ecuaciones con grafo en forma de malla. Este
algoritmo fue disenado originalmente para resolver problemas de apli-
caciones de elementos finitos y diferencias finitas. Aqui se compara
el modo habitual de reordenar los nodos de los bloques con el orden
obtenido al aplicar al algoritmo Go-Away el reordenamiento de Cuthill-
McKee [3]. La reduccién en el efecto fill-in es notable si se compara con
los algoritmos de Diseccién Anidada [5], Diseccién Unidireccional [9] o
Grado Minimo [5].

Palabras y frases clave: sistemas sparse, mallas de elementos fi-
nitos, eliminacién gaussiana, algoritmo de Cuthill-McKee, algoritmo
Go-Away.

Abstract

In this paper we consider the Go-Away algorithm [1] to solve linear
systems of equations with graph in grid form. This method is appropri-
ate primarily for matrix problems arising in finite differences and finite
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elements applications. Here we compare the usual way of reordering the
nodes with the order obtained by applying to the Go-Away algorithm
the Cuthill-McKee reordering [3]. The reduction in the fill-in effect is
remarkable if we compare with Nested Dissection [5], One-Way [9] or
Minimum Degree [5] algorithms.

Key words and phrases: sparse systems, gaussian elimination, finite
elements grids, Cuthill-McKee’s algorithm, Go-Away algorithm.

1 Introduccién

Sea A una matriz simétrica definida positiva de dimensiones n x n. Se quiere
resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde = y b son vectores
columna de orden n. Se factoriza la matriz A en la forma A = LL!, donde
L es una matriz triangular inferior. A continuacién, se resuelven los sistemas
triangulares Ly = by Ltz = y.

Si A es densa, el ntmero de multiplicaciones/divisiones necesarias para
la factorizacién de Cholesky es n3/6 +n?/2 — 2n/3 y el total de operaciones
necesarias para resolver el sistema, dado el factor de Cholesky L, es igual a
n? +n.

Si A es sparse, serd posible ahorrar tiempo y almacenamiento manipulando
los ceros. Una dificultad que se presenta durante el proceso de factorizacién
de la matriz A es que dicho proceso origina entradas no nulas en posiciones de
L que eran nulas en A. Este hecho se conoce con el nombre de efecto fill-in,
que implica un aumento de la demanda de almacenamiento, mayor nimero
de operaciones y, por tanto, un incremento en los errores de redondeo.

Existen diferentes algoritmos que intentan minimizar el efecto fill-in du-
rante la factorizacién. Unos lo consiguen mediante una minimizacién local de
dicho efecto. Son las estrategias de Markowitz [16], Grado Minimo [5], etc.
Algunos intentan reducir el ancho de banda: Cuthill-McKee [3], King [13], etc.
Finalmente, otros intentan dividir el grafo de la matriz A en bloques sin fill-in
entre ellos: Diseccién Unidireccional [9], Diseccién Anidada [5], Go-Away [1].

Por tanto, el proceso total se puede dividir en cuatro etapas:
1. Encontrar un buen ordenamiento para la matriz A.
2. Factorizacién simbdlica. Es interesante conocer las posiciones no nulas
de la matriz triangular L antes de comenzar la factorizacion numérica con el
objeto de reducir el coste de dicha factorizacién.
3. Factorizacién numérica. Computar L.
4. Resolver los sistemas Ly = by L'z = y.

En el presente articulo se considera el algoritmo Go-Away para resolver
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sistemas de ecuaciones lineales con grafo en forma de malla, comparando el
modo habitual de reordenar los bloques con el orden obtenido al aplicar a
dicho algoritmo el reordenamiento de Cuthill-McKee a la matriz A.

2 Sistemas en banda

Dada una matriz simétrica A = (a,;), de dimensiones n x n, se define el
semiancho de banda de A como:

B =max i — j|, a;; # 0.

En una matriz en banda, la eliminaciéon gaussiana puede ser realizada dentro
de la banda, permaneciendo nulas las entradas externas a ella. Entonces, seria
deseable encontrar una permutacién A’ de A tal que el semiancho de banda
de A’ fuese minimo. Desgraciadamente, encontrar A’ no es tarea fcil. Es un
problema NP-completo. Sin embargo, existen buenos esquemas heuristicos de
ordenamiento que han sido ampliamente estudiados en las tltimas décadas.

Teorema 1. Sea A una matriz simétrica definida positiva de dimensiones
n X n y semiancho de banda (. El numero de operaciones requeridas para
factorizar dicha matriz en la forma A = LL*, siendo L una matriz triangular
inferior, suponiendo que la banda de L + Lt estd llena, es igual a

B(B+2)n —263/3 —33%/2 — 53/6.

Demostracion. Al aplicar la eliminacién gaussiana, para hacer nulas las en-
tradas subdiagonales de cada una de las n — 0 primeras columnas, se han de
realizar 3 divisiones y (8 + 1) multiplicaciones (ver fig. 1). En total son:

(n=PR)B+BB+1)]=(n-B)B*+28).

1 =z = =
r 2 x x T
r x 3 T T T
r x x 4 =z x x
A= r r x 5 x T T
r z x 6 z = x
r x x 7T = x
r x x 8 T
z xr x 9

Figura 1. Matriz con semiancho de banda § = 3.
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Para la columna n — 4+ 1:

B-D+@B-1)=@B-1B+1)

Para la columna n — 3 + 2:

B-2)+(B-2)(B-1)=(8-2)8

Para la columna n — 3 + 3:

B=3)+(B-3)(B-2)=B-3)(-1)

Y asi sucesivamente, hasta la tltima columna. En total:

8—1 B—1
SN B-i)B-it+2)=) (8> —2pi+i%+28 - 2i)
i=1 i=1

ﬁ_

ZWH,@) (28 + 2)i + %]

-+ 290 - o+ 0D )

Sumando con lo anterior:
(n—B)(B*+208)+ °/3+ %/2—53/6 = B(B+2)n —26° /3 — 3% /2 —53/6.
O

Si A es densa, entonces n — 1 = 3. Sustituyendo ( en la tltima expresién,
se obtiene un total de operaciones igual a n3/6 + n?/2 — 2n/3, como era de
esperar (ver 1 Introduccién).

Teorema 2. Sea A una matriz simétrica definida positiva de dimensiones
n X n y semiancho de banda 3. Dado el factor de Cholesky L, el numero de
operaciones necesarias para resolver el sistema Ax = b, es igual a

(B+1)(2n - ).

Demostracion. Para la resolucién de L'z = y hay que realizar un total de
14+2+43+...4+ 8+ (n— B —1)3 multiplicaciones y n divisiones al sustituir los
valores de las incégnitas en las ecuaciones precedentes (ver fig. 2). Esto es:

1+5 —B3% - B+2n8+2n
5 :

——B+nB-pF —-B+n=



A=LL'=

l11
2 oo
LL’J]l33
T x x ly
rz x x x5
r x x lg
Tz x x lyp

Tz x x lgg
z x x lgg

Reduccién del Ancho de Banda de Matrices en el Algoritmo Go-Away ...

lli1z =z x
lo T =z x
las ¢ = =
lyyz =z o
lss x © x
legg x T x
l77[L’£IJ
lgg.’)?
lgg

Figura 2. Matriz con semiancho de banda 3 = 3 factorizada LL".

Para resolver Ly = b, hay que realizar el mismo ntimero de operaciones. En
total:

—f% = pB42np+2n=(B+1)2n - B).
|

Al igual que antes, si A es densa, entonces n — 1 = (. Sustituyendo [ en
la tltima expresién, se obtiene un total de operaciones igual a n? +n (ver 1
Introduccion).

3 El algoritmo de Cuthill-McKee (CM)

La teoria de grafos es una herramienta de gran utilidad para el estudio de los
sistemas sparse. La distribucién de las entradas no nulas de una matriz puede
ser representada mediante un grafo y ser utilizado éste para visualizar lo que
ocurre durante la computacién. Dada una matriz simétrica A, si la entrada
a;; de A es distinta de cero, los nodos ¢ y j estan conectados en el grafo
mediante una arista. La eliminacién gaussiana en la matriz queda reflejada
en el grafo al eliminar el nodo correspondiente y aparecer nuevas conexiones
entre los nodos restantes, correspondiendo cada una de ellas a un fill-in en A.

El método mas ampliamente utilizado para la transformaciéon en banda de
una matriz sparse es el conocido con el nombre de algoritmo de Cuthill-McKee
(CM) [3].

La idea del algoritmo es muy simple: Si a es un vértice ya renumerado y b
es un vértice no renumerado atin, conectado al vértice a mediante una arista
en el grafo, para minimizar la anchura de la fila asociada a b es evidente que
el vértice b se debe renumerar lo antes posible, inmediatamente después del
vértice a.

El esquema del algoritmo es el siguiente:
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1. Se construye una tabla indicando el niimero de conexiones (que se suele
llamar grado y se representa 6(z)) de cada vértice.

2. Se elige un nodo inicial (en un extremo del grafo y con pocas conexiones),
que se renumera .

3. Se renumeran a continuacién los vértices conectados a 1, en orden
ascendente de grado.

En la figura 3 se representa una matriz simétrica A y su grafo asociado.
A la derecha, se representa la matriz A’, que ha sido reordenada mediante el
algoritmo de Cuthill-McKee (CM). Se puede apreciar el reordenamiento en
forma de banda de dicha matriz A’. Se ha elegido como inicial el vértice j (en
un extremo del grafo y con pocas conexiones), aunque existen procedimientos
més refinados para dicha eleccién (ver [10,14]).

a r x Jjx
b x T T bz
T cxTx T c xx
r xd =z T r grT T
A r e s T x e
x r fxzux T d zTzxzzx
x rTgex T h x
x x h r xzzxzf =z
x i x i
x J T T a
c b j

Figura 3. La matriz A, la matriz reordenada con CM y el grafo asociado.

4 Algoritmo para colorear un grafo

El algoritmo expuesto a continuacién permite colorear un grafo utilizando un
reducido nimero de colores y sin que haya dos vértices adyacentes con igual
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color. El objetivo es conseguir una particién del grafo con el menor nimero
posible de clases en dicha particién [1]. La estrategia es la siguiente:

1.
2.

Se elige un vértice de méximo grado z. Sea A;={x}.

Entre los vértices no adyacentes al conjunto A;, se elige un vértice de
méximo grado que se anade a A;.

Del mismo modo, se contintia afiadiendo vértices a Ay (no adyacentes y
de méximo grado) hasta que no queden mds vértices.

Con los vértices restantes, se repite el proceso, formando un nuevo con-
junto A, y asi sucesivamente.

Se repite el proceso hasta que no queden vértices seleccionables en el
grafo. Finalmente, a los nodos de cada conjunto Ay se les asigna el
color k.

Intencionadamente, el algoritmo deja para el final los vértices de menor
grado. De este modo, los vértices del tltimo Ay tienen pocas conexiones y
esto contribuye a la disminucién del nimero de los Ay.

En la figura 4 se puede apreciar la coloracién obtenida al aplicar al grafo de
la izquierda el algoritmo anterior. En este caso, A1 = {d,g,j}, A2 = {f,b,e,i}
y As = {c,a,h}. El resultado es el grafo de la derecha de la figura, en donde
cada vértice de Ay ha sido designado con el color k.

c b j 3 2 1

5

Figura 4. Ejemplo de grafo coloreado.

El algoritmo Go-Away para mallas regulares

Sea un grafo en forma de malla con m X n nodos, como el de la figura:
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1 5 9 13
2 6 10 14
3 7 11 15
4 8 12 16

Figura 5. Malla de 4x4.

donde los nodos son las esquinas de los cuadrados de la malla correspon-
diente a la matriz A de un sistema Ax = b. Utilizando el algoritmo ante-
rior, los nodos de la malla pueden ser coloreados con dos colores solamente:
Ay =1{6,11,3,8,9,14,1,16}, Ay = {7,10,2,5,12,15,4,13}. Entonces, la ma-
triz reordenada 6,11,3,8,9,14,1,16,7,10,2,5,12,15,4, 13, queda dividida en

cuatro bloques:
DAYy )
A21 D

donde las matrices D171 y Dos son diagonales, correspondiendo a Ay y Ao, y las
entradas no nulas exteriores a la diagonal quedan confinadas en las matrices
Ao y AL, Ademss, el fill-in aparecerd inicamente en la matriz Das:

6 * * %
11 * * ok
3 * *
8 * *
9 * *
14 * *
1 * ok
16 * %
* * % 7
* * % 10
* * 2
* * 5
* 12
* 15
* % 4
* ok 13

Figura 6. Matriz de la malla de la figura 5, reordenada con Go-Away.
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Pero el efecto fill-in se puede reducir ain més aplicando el algoritmo de
Cuthill-McKee(CM) a la matriz original A y reordenando los bloques inter-
namente para su transformacién en banda y limitar dicho efecto fill-in:

1 *
3 *
6
9 *
8 *
11 ¥ %
14 x %
16 *
* 2
* 5
4
7
10
13
* 12
* 15

Figura 7. Matriz de la figura 6, reordenada con Cuthill-McKee.

En efecto, para la matriz anterior, el algoritmo de Cuthill-McKee proporcio-
na el ordenamiento siguiente: 1,2,5,3,6,9,4,7,10,13,8,11,14,12,15,16, tomando
como nodo inicial el 1. Posteriormente, se han reordenado internamente los
bloques diagonales D17 y Dss con la secuencia anterior. Esto es, el orden
inicial en Dq; era 6,11,3,8,9,14,1,16 (figura 6). El nuevo ordenamiento serd
1,3,6,9,8,11,14,16, ya que en el ordenamiento de Cuthill-McKee, el nodo 1 es
anterior al 3, el nodo 3 es anterior al nodo 6, etc. En la figura 7 se aprecia co-
mo dicho algoritmo ha transformado en banda las matrices As; y A%, donde
cada ‘x’ representa una entrada no nula.

En la figura 8 est4 representado el factor L de la anterior matriz. En ella
se puede apreciar como el fill-in, indicado con ‘0’, queda confinado en una



10 Pedro Ramén Almeida Benitez, José Ramén Franco Branas

banda de la matriz Dos.

1 % ok
3 %
6
9 *
8 *
11 x %
14 * %
16 *
t __
L= 2 0 o o o
5 o o o o
4 o o o o
7 o o o o
10 o o o
13 o o
12 o
15

Figura 8. Factor L' de la matriz de la figura 7.

Teorema 3. Dada una matriz A, con grafo en forma de malla de dimensiones
nxn, reordenada mediante el algoritmo Go-Away con Cuthill-McKee, el fill-in
en el factor de Cholesky L es igual a

(n—1)(n+4)(2n+1)
5 .
Demostracion. El fill-in introducido en la mitad triangular superior de Do,
al eliminar las entradas no nulas de As;, viene dado por

1+(B34+4+2)+B3+34+2)+...+3+ (n—3)4+2]
+[224+ (n—=3)4+1]+..+ B3+4+1)=2n"—4n+1.
A continuacién, se ha de anadir el fill-in interno del bloque inferior derecho

Dy, esto es, el fill-in producido por la eliminacién de las nuevas entradas
subdiagonales no nulas de Das:

(n=3)(n—2)(2n+1)

12422434+ ..+ (n—-3?2+n—-3)2+(n-3)= =

Por tdltimo, el fill-in total serd igual a la suma de ambos:

22 —dn+ 1+ (n_?’)(”_62)(2”+ ) _ (- 1)(n4%4)(2n+ D)




Reduccién del Ancho de Banda de Matrices en el Algoritmo Go-Away ... 11

6 Resultados numéricos

Mediante la férmula anterior, se va a calcular el efecto fill-in en L' para
distintas mallas utilizando el algoritmo Go-Away con CM y comparando los
resultados obtenidos con los algoritmos de Grado Minimo, One-Way, Nested
Dissection y Go-Away (con CM):

Malla num.ec. Grad. Min. One-Way Nest.Diss. Go-Away con CM

4 x4 16 26 24 18 22
9 X b 25 81 99 51 42
6 x6 36 191 117 98 75
7T 49 356 198 159 121
8§ x 8 64 634 394 253 182

En la tabla se puede apreciar la importante reduccion del fill-in para distintas
mallas regulares al aplicar el algoritmo Go-Away con CM y comparar los
resultados con los algoritmos de Grado Minimo, One-Way y Nested Dissection.
Ademas, se puede apreciar que el algoritmo de Grado Minimo no es un buen
algoritmo para este tipo de mallas.

Por otra parte, la implementacién del algoritmo es sencilla como se vid
anteriormente. El descenso del efecto fill-in implica una importante reduccién
del coste computacional y una disminucién de los errores de redondeo.
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