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Resumen

Se dedican las lineas que siguen al estudio de los momentos no
centrados de la gran desconocida entre las distribuciones de pro-
babilidad elementales: la distribucién hipergeométrica. En De
Ratiocingis in Ludo Aleae, Huygens propone cinco problemas de
gran importancia en el desarrollo de la teoria de la Probabilidad.
De Moivre, en 1711, resuelve el cuarto utilizando lo que hoy co-
nocemos como funcién de probabilidad hipergeométrica, siendo
ésta la primera referencia historica que sobre la citada distribu-
cién aparece en la literatura probabilistica (ver [2] y [6]). Los
momentos han sido estudiados, principalmente, por Karl Pear-
son [4] y V. Romanovsky [5], en sucesivos articulos publicados
entre 1899 y 1925. En este tltimo ano Pearson encuentra la rela-
cién entre sus k + 1 primeros momentos centrados. Siguiendo la
idea usada por Pearson, presentamos en este trabajo una expre-
sién similar para los momentos no centrados de la distribucién
hipergeométrica.

Palabras y frases clave: distribucién hipergeométrica, funcién
generatriz de probabilidad, momentos no centrados (momentos
respecto al origen), funcién generatriz de momentos ordinarios.

Abstract

In this paper we deal with the study of the uncorrected mo-
ments of the great unknown between the elementary probability
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distributions: the hypergeometric distribution. In De Ratiociniis
in Ludo Aleae, Huygens proposes five problems of great impor-
tance in the development of Probability Theory. De Moivre, in
1711, solves the fourth one by using what we know today as hy-
pergeometric probability function, being this the first historical
reference to this distribution in the probabilisty literature (see [2]
and [6]). The moments have been studied mainly by Karl Pearson
[4] and V. Romanovsky [5], in succesive papers published between
1899 and 1925. In this last year Pearson found the relation be-
tween its k + 1 first corrected moments. Following the idea used
by Pearson, we present a similar expresion for the uncorrected
moments of the hypergeometric distribution.

Key words and phrases: hypergeometric distribution, proba-
bility generating function, uncorrected moments (moments about
zero), uncorrected moments generating function.

1 Introduccion

Aparece la distribucién hipergeométrica al considerar una poblacién de N
elementos, dividida en dos clases exhaustivas formadas por A y B puntos
muestrales, respectivamente. Considerados los elementos de la primera cla-
se como “éxitos” y los de la segunda como “fracasos”, se define la variable
aleatoria X como el ntimero de éxitos o puntos de la primera clase obteni-
dos al realizar n pruebas o extracciones sin reemplazamiento. La funcién de
probabilidad de la variable X es

() (.2)
(27

h, =PX=1)= para max{0,n — B} <z < min{n, A}

Si llamamos N al tamafio de la poblacién, es decir N = A+ B,y pyqa
las probabilidades de éxito y fracaso iniciales, respectivamente p = A/N y
q = B/N, podemos escribir

Np Ngq n\( N—n

() ()

para max{0,n — B} < < min{n, A}.
Sea k un nimero entero positivo. Se define el momento no centrado (o mo-
mento respecto al origen) de orden k de la variable X, como el valor esperado
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de X*. Lo denotaremos
1 (X) = pp, = B(XF)

Se verifica que py = 1y pj = E(X) = pu. A E(e!®), para t € R, se le llama
funcion generatriz de momentos de la variable X, y se representa por Mx (t)
cuando exista, es decir cuando sea finita.

Si Mx (t) existe en un intervalo [t| < T', con T' > 0, se verifica que pj, es
el coeficiente de t*/k! en el desarrollo de Taylor de Mx (t).

Se conoce como serie hipergeométrica o serie hipergeométrica de Gauss a la
siguiente:

agibe) ¢
b: c: — )7 ) =
2F1(a,b; c; x) Z-Ezo o
donde ¢ # 0,—1,-2,... y los m; son los simbolos de Pochhammer:

mg =mm+1)...(m+i—1), m,=1.

Si a o b son enteros negativos la serie tiene un numero finito de términos no
nulos.

Es absolutamente convergente para |z| < 1 y divergente para |z| > 1. Si
|2] =1 es:

a) absolutamente convergente si ¢ —a —b > 0,

b) condicionalmente convergente si —1<c—a—-b<0yx= -1,

¢) divergente sic—a —b < —1.

2 Exposicion
La funcién generatriz de probabilidad de la distribucién hipergeométrica es
(ver [3]):

min{n,Np}

Gn(z) = Z P(X =uz)z"

z=max{0,n—Ngq}
= hp2"oFi(—n+m,—Np+m; Nqg—n+1+2m;2z),
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siendo m = max{0,n — Ng}.
Consideremos la expresiéon de Mx (t) (que en lo sucesivo denotaremos simple-
mente como M (t)) para la distribucién hipergeométrica

min{n,Np}
M@t) = E(X) = > P(X = z)et®
rz=max{0,n—Ngq}
= hpme™oFi(—n+m,—Np+m; Nqg—n+1+2m;e),

siendo m = max{0,n — Nq}.

La serie o Fy(a, b; ¢; ) es una solucién de la “ecuacién de Gauss” (ver [1]):

2,F F
(1 —x)d‘iiixg(“’) +[e— (a—i—b—l—l)x]w —abyFy(z) =0
Si hacemos
= €t, dQFl(.T) _ dF ¢ d22F1(1‘> - dQ_F _ot dF _2t

de "t T der et at©
como M (t) = hy,e!™F se tiene que F = (1/hy,)e ™M y ademas

e—tm

F' = - (M —mM)
eftm
F" = - (M" —2mM’' +m*M).
Luego, sustituyendo en la ecuacién
eftm eftm
e'(1—e")[ - (M" —2mM’' +m*Me % — ——(M' — mM)e™?]
e—tm
+[Ng—n+1+2m— (—n+m— Np+m+ 1)e'] - (M’ —mM)e™"
—tm
c M=o

—(—n+m)(—Np+m) -

m

y simplificando convenientemente, se obtiene

(1 —e)(M" —2mM' +m>M — M’ + mM)
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+[Ng—n+1+2m—(—n+2m— Np+1)e'](M —mM) — (n —m)(Np —m)e' M = 0.
o incluso
M"(1—e")+ M'[Nqg—n+e'(n+ Np)| — M(m?+ Ngm —nm +nNpe') =0

pero si tenemos en cuenta que m? + Ngm — nm = m[m — (n — Nq)] = 0, ya
que m = max{0,n — Nq},

M"(1—¢€")+ M'[Nqg—n+e'(n+ Np)] — MnNpe' =0

y recordando que

2

t
M(t) = 1+u’1ﬁ+u’2§+-~
! I /t It2
M(t) = M1+,u2ﬁ+/$35+“'
1! I /t It2
MU(t) = iyt pagy tiag e
t 2
t — —_— —_— PR
¢ = l+q+5+
resulta
t? t ot 3
! I !
U tps g T hagp ) g g )
, ot , 12 t o t?
—i—(ul+u2ﬁ—I—,u3§+---)[Nq—n+(1+F+§+"~)(n+Np)]
,t , 2 t2
—an(l—l—,ulﬂ+M2§+"')(1+ﬁ+g+"')20.

Igualando ahora a cero el coeficiente de t* resulta

k

k
Z <2) [Whi2—i = (0 + Np) 1 +nNppj,_;] = Ny —nNppj, (1)
i=1

y utilizando el operador desplazamiento F, EP(u) = pif,, tenemos

[(1+ E)* = E*|[uy — (n + Np)uy +nNppg) = Ny — nNppj, — (2)
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resultado vélido para k£ < 0.
La expresién (1) puede escribirse también en la forma

k

k
> (Z - 1) [iy1 — (n+ Np)ui + nNpp; 1] = Npj 1 — nNppj,
=1

y de aqui, si convenimos que (*,) = (%) = 0 para todo k, podemos obtener
el valor del (k 4 1)-ésimo momento en funcién de los k + 1 precedentes:

P E?:o M;[(zfz) —(n+ Np) (:1) + an(];)]
Pr+1 = N — k& (3)

vélido para k > 0.
Para finalizar, si aplicamos los resultados (1), (2) o (3) para los primeros
valores de k se obtiene:

po = 1
py = np
,_ np(nNp—n—Np+N)
Ko = N _ 1
P np(2n®+N24+3nNp+3nN2p+n?N2p2+2N2p? —3n2 Np—3nN2p? —3nN—-3N2p)
Hs = (N—1)(N—2)
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