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Resumen

En esta nota probaremos que si (E, || - ||) es un espacio de Banach
estrictamente convexo y LNUC, entonces E es un espacio LwR.
Palabras y frases clave: espacio de Banach, LwR, LNUC,
propiedad (M), propiedad (wM).

Abstract

In this note we’ll prove that if (E, || - ||) is a strictly convex and
LNUC Banach space then F is a LwR space.

Key words and phrases: Banach space, LwR, LNUC, (M)
property, (wM) property.

1 Notacion

Para un espacio de Banach (E,| - ||) denotamos por Sg (respectivamente,
Bg) la esfere unitaria (respectivamente, bola unitaria) de E. Si A C E,
entonces co(A) denota la cdpsula convexa de A y si (x,) es una sucesién en
FE, entonces

Sep(z,) = inf{|| xp — T || |0 # m}

denota la separacién de (z,,).
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2 Introduccion

En 1936 J. A. Clarkson [4] introdujo los espacios uniformemente convexos
(UR). En 1955 aparecieron dos generalizaciones de estos espacios. Una fue
introducida por A. R. Lovaglia [7]: los espacios localmente uniformemente
convezos (LUR) y la otra por K. Fan y I. Glicksberg [5] generalizando la
nocién de espacios 2R dada por Smulyan: los espacios fully k-converos més
comunmente conocidos como los espacios kR.

En 1988 Nan Chao-Xun y Wanj Jian-Hua [3] localizan los espacios kR y
definen los espacios localmente fully k-convexos (L-kR) como sigue:

Sea k > 1 un entero. Decimos que un espacio de Banach (E, || - ||)
es un espacio L-kR si para cualquier sucesion (z,) C Bg y para
todo = € Sk tal que
lim lz+zn, + - +x, |=k+1
o0

Nyyeee N —
se tiene que z,, — .

Si k = 1 entonces tenemos que los espacios L-kR coinciden con los espacios
LUR. Los espacios L-kR fueron generalizados por Bor-Luh Lin y Wenyao
Zhang [2] al introducir los espacios LwR en la forma siguiente:

Definicién 1. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach. Se dice que E es un
espacio LwR si para toda sucesion (r,) C Bgp y todo x € Sg tales que
limy,, . pe—oo || &+ @n, + -+, ||= k+ 1, para todo k € N, se tiene

que T, — x.

En 1967 L. P. Vlasov [11] introdujo los espacios (CLUR), pero B. B. Panda
y O. P. Kapoor [10] denotaron tales espacios como aquellos que poseen la
propiedad (M) y en esta forma los hemos estudiado. El autor en [8] generaliza
la propiedad (M) al introducir los espacios que poseen la propiedad (k-M) en
la siguiente forma:

Sea k > 1 un entero. Se dice que el espacio de Banach (E, || - ||)
satisface la propiedad (k-M) si para cada = € Sg y cada sucesién
() C Bg tal que

lim lz+zn, + -+, |=k+1

N e ;N —> 00
se tiene que (z,) es compacto en Bg.

Si k = 1 entonces la propiedad (k-M) coincide con la propiedad M. Ahora,
siguiendo [2] introducimos la propiedad (wM) como sigue.
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Definicién 2. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach. Se dice que E posee la
propiedad (WM) si para cualquier x € Sg y toda sucesion (x,) C Bg tal que

lim lz+zp, + - +a, |=k+1

N1yeer ;N —00

para todo k € N, se tiene que (x,) es compacto en Bg.

En 1980 R. Huff [6] introduce los espacios de Banach casi uniformemente
convexos:

Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach. Se dice que F es un es-
pacio casi uniformemente convexo (NUC) si para todo € > 0
existe un d(e) > 0 tal que para cualquier sucesion (z,) C Bg con
Sep(xy,) > € se tiene que co({z,}) N (1 —0)Bg # 0.

Bor-Luh Lin y Wenyao Zhang [2] localizan los espacios NUC' e introducen los
espacios localmente casi uniformemente convexo (LNUC):

Definicién 3. Un espacio de Banach (E,|| - ||) se dice localmente casi uni-
formemente convexo (LNUC) si para todo x € Sg y todo € > 0 eziste § =
d(e,x) > 0 tal que para toda sucesion (x,) C Bgr con Sep(x,) > € se tiene
que

co{z,})N (1 —6)Bg # 0.

Evidentemente (NUC) = (NUC).

Recordemos que un espacio de Banach (E, || - ||) es estrictamente convexo
(R) si para todo z,y € Sg con || x +y ||= 2 se tiene que z = y. Los siguientes
hechos son ampliamente conocidos:

1. LUR< L-1R=...= L-kR = L-(k+1)R = ... = LwR.

2. Propiedad (M) < Propiedad (1-M) = ... = Propiedad (k-M)= ... =
Propiedad wM.

3. LUR & (R) + Propiedad (M).
4. LwR < (R) + Propiedad (wM).

Las pruebas de estos resultados pueden ser vistas en [1] y [9].
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3 Resultado principal

Ahora presentaremos nuestro principal resultado:

Teorema 1. Sea (E,| - ||) un espacio de Banach. Si E es (LNUC), entonces
FE satisface la propiedad wM .

Prueba: Sean z € Sg y (x,) C Bg tales que

lim lz+xn, + -+, ||=k+1 paratodok € N (x)
(o)

Niyeee N —

Supongamos que existe una subsucesién (z;) de (z,,) que no posee subsucesion
de Cauchy. Entonces existe una subsucesién (z,,) de (z;) tal que Sep(z,,) > ¢,
y como F es un espacio (LNUC) entonces existe un § = §(e, z) > 0 tal que

col{z,zm}) N (1 —8)Bg # 0,

de donde facilmente se obtiene que

para myq,... ,my € N arbitrarios, lo cual es imposible por (*). Asi, toda sub-
sucesién de (z,,) posee una subsucesién de Cauchy, y por tanto es convergente,
lo cual nos muestra que F satisface la propiedad (wM). O

El siguiente corolario resuelve en forma positiva la conjetura planteada en [2].

Corolario 2. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach. Si E es estrictamente
convero y LNUC, entonces es LwR.

Prueba: (R)+ (LNUC) = (R) + Propiedad (wM) < LwR. |

Corolario 3. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach. Si E es estrictamente
convexo y LNUC, entonces E posee la propiedad (G).

Prueba: Para la definicién de la propiedad (G) ver [9]. En el mismo articulo
mostramos que

L-kR = propiedad (G).
Por tanto,

(R) + (LNUC) = LwR = propiedad (G).
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