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Resumen

Los coeficientes de reflexién son los coeficientes que aparecen en una
relacién de recurrencia entre los errores de prediccién a un paso hacia
adelante y hacia atrds de una serie de tiempo de segundo orden. En es-
te trabajo se muestra como estos coeficientes caracterizan las series de
tiempo, reflejando su estructura de autocovarianzas. Los coeficientes de
reflexién tienen propiedades similares a las autocorrelaciones parciales
con la ventaja de que se generalizan al caso multivariado y multidimen-
sional estacionario de forma natural.
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Abstract

The reflection coefficients appear in a recurrence relation between
the forward and backward one step prediction error of a second order
time series. In this work, it is shown how these coefficients character-
ize the time series keeping its auto-covariance structure. The reflection
coefficients have similar properties to partial auto-correlations with the
advantage that they can be generalized to the multivariate and multi-
dimensional stationary cases in a natural way.
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1 Introduccion

Las series de tiempo (ST) de segundo orden se caracterizan por sus auto-
correlaciones parciales. Las ST autoregresivas estacionarias a valores escala-
res, fueron caracterizadas por Barndoff-Nielsen y Schou (1973), el caso general
estacionario fue hecho paralelamente por Ramsey (1974) y Burg (1975) quien
con esta caracterizacion creé el método de estimacién por maxima entropia. El
caso no estacionario fue tratado por H. Levvi-Ari y T. Kailath (1981),(1984),
T. y mas recientementre el caso no por S. Déregine y S. Lambert-Lacroix
(2003).

Los coeficientes de reflexion aparecen en una relacién de recurrencia entre
los errores de prediccién a un paso hacia adelante y hacia atras de una ST
estacionaria de segundo orden y tienen interpretacién fisica en éptica (ecuacio-
nes de Fresnel), en acustica ver Markel y Gray (1978), en geofisica, en sismica
ver Claerbout (1976) y en otros campos.

Las autocorrelaciones parciales y los coeficientes de reflexién son muy uti-
lizados en la identificacién y construccién de modelos autoregresivos, juegan
un rol fundamental en el problema de extensién de covarianzas y ademas in-
tervienen en muchos algoritmos eficientes del tipo Durbin-Levinson utilizados
en la resolucion de grandes sistemas. Estos algoritmos han sido generalizados
al caso multivariado donde la funcién de autocovarianzas es matricial Toe-
plitz por bloques. Ha habido una actividad intensa en este campo desde los
anos 70, principalmente en la construccién de algoritmos numeéricos eficientes
y en el dominio de la teoria de interpolaciéon. En este proceso, ha surgido una
conexién con otras areas de la matemaética y se han desarrollado nuevas dis-
ciplinas, como ejemplo de estas conexiones y extensiones se tiene la teoria de
desplazamiento de rango, el método de banda, el problema del levantamiento
commutable, la teoria moderna de funciones analiticas y la teoria de ope-
radores, ver Bakonyi y Constantinescu (1992), Foias y Frazo (1990), Kailath
y Sayed (1995) Rissanen (1973), Gohberg, Kaashoek y Woerdeman (1991).

La generalizacién del concepto de autocorrelaciones parciales al caso
multivariado no es inmediato y ha sido muy estudiado, ver Morf, Vieira y
Kailath (1978), Dégerine (1994) y las referencias alli citadas. La principal
dificultad es que la definicién involucra la raiz cuadrada de una matriz posi-
tiva definida que como es bien sabido, no es unica, recientemente, Marcano
y Moran (2003) lograron evadir esta dificultad, utilizando la teorfa de ope-
radores. En este trabajo se trata de introducir el concepto de coeficientes de
reflexién, independientemente del concepto de autocorrelaciones parciales y
caracterizar las series de tiempo no estacionarias en funcién de los coeficien-
tes de reflexién. Los conceptos de autocorrelacion parcial y de coeficiente de
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reflexién se han identificado, sin embargo, los coeficientes de reflexion se pue-
den interpretar de manera que tomen en cuenta, en el caso no estacionario,
la diferencia que existe, entre el error cuadratico de predicién a un paso hacia
adelante y el error cuadréatico de predicién a un paso hacia atras, evitando
asi la normalizacién que aparece en las autocorrelaciones parciales y que ha
hecho dificil su generalizacién al caso multivariado. De hecho, los coeficientes
de reflexiéon pueden generalizarse al caso multivariado y multidimensional de
forma sencilla y natural, obteniéndose caracterizaciones para las ST periddica-
mente correlacionadas, ver Castro y Girardin (2002) y algoritmos para filtros
multidimensionales estables, ver Alata y Olivier (2003), Castro, Geronimo y
Woerdeman (2003). Los coeficientes de reflexién permiten tratar el problema
de extensién de funciones positivas bidimensionales, ver Castro (1997), resul-
tado que ayudé a la solucién del problema de los momentos trigonométricos
bidimensional y a obtener condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia de factorizaciones de Fejér-Riez de polinomios trigonométricos positivos
bidimensionales, ver Geronimo y Woerdeman (2004).

En este trabajo, se obtiene una caracterizacién de las ST no estacionarias
de segundo orden por sus coeficientes de reflexién. Aunque éstos tltimos han
sido ampliamente utilizados en la construccién de filtros y algoritmos, el autor
no encontré en la bibliografia ninguna caracterizaciéon de este tipo.

En el caso de series de tiempo estacionarias a valores escalares, los coefi-
cientes de reflexién coinciden con las autocorrelaciones parciales. En general,
los coeficientes de reflexion caracterizan a las series de tiempo no estacionarias
de segundo orden captando sus estructuras de autocovarianzas. En particular,
captan la estructura de autocovarianzas de las series de tiempo periédicamen-
te correlacionadas . La estructura de autocovarianzas de las series de tiempo
estacionarias multivariadas coincide con la estructura de las series de tiempo
no estacionarias periddicamente correlacionadas y existe una relaciéon biunivo-
ca entre estas series establecida por Gladyshev (1961). Es natural identificar
los coeficientes de reflexién de las series de tiempo multivariadas estaciona-
rias con los coeficientes de reflexién de la serie periédicamente correlacionada
correspondiente por la relacién biunivoca entre ellas.

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma, en los preliminares se
definen los coeficientes de reflexion y se dan algunas propiedades para poder
establecer en la segunda seccién, una relaciéon biunivoca entre las autocova-
rianzas y los coeficientes de reflexién de series temporales de segundo orden.
En la segunda seccién se obtienen ademas las autocorrelaciones parciales en
funcién de los coeficientes de reflexién y se comparan sus propiedades. Por
ultimo, se explica, a manera de ilustracién, como se definen los coeficientes
de reflexién de series de tiempo multivariadas estacionarias a partir de la
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caracterizacién dada. Otras aplicaciones de los coeficientes de reflexiéon de
series de tiempo multivariadas estacionarias son tratadas en Castro y Girardin
(2002).

2 Preliminares

Sea (£, F,P) un espacio de probabilidad y L?(2, F,P) el espacio de Hilbert
formado por todas las variables aleatorias (v.a.) con varianza finita definidas
en (2 a valores en C, con el producto interno (X,Y) = E[XY].

Sea X = {X;}sez una serie de tiempo (S7T) centrada contenida en L?(Q, F, P)
a valores complejos y con funcién de covarianzas c(.,.) positiva definida, el caso
singular se estudia mas adelante.

Sea H? el espacio de Hilbert generado por el proceso X en L?(Q, F,P).
Como la funcién de covarianzas c(.,.) es positiva definida, se tiene que para
distintos valores de tg, ..., t, € Z, la matriz de covarianzas del vector aleatorio
X4y, .-y Xt , €5 estrictamente positiva, esto implica que X es una base en HY.
Un proceso con esta propiedad es llamado regular.

Se consideran también los subespacios Hy,; generados por las v.a. X; con
k <t <y se denota por IIj; al proyector ortogonal de L?(£2, F,P) sobre
Hii-

Para todo (k,l) € Z?, tal que k < [, se definen las siguientes v.a. en Hy,

Prg =Xk —Meyp10(Xe) v grg = X; — g -1 (Xy).

Estas v.a. son conocidas como el error de prediccién a un paso hacia atrés
dado Hy41, y el error de predicciéon a un paso hacia adelante dado Hy ;1.

Es importante senalar que por definicién, las familias de v.a. (pj,l)é-:k y
(qk.j)%—y, son dos familias ortogonales en Hi ;.

La prueba de los resultados expuestos en esta seccién se pueden ver en
Castro (1997) y Castro y Seghier (1996). El siguiente teorema establece una
relacién de recurrencia entre py; y qr,;, con las condiciones iniciales py =
ik = Xpg.

Teorema 1. Para cada (k1) € Z2, k < I, existe un mimero complejo r(k,1)
llamado coeficiente de reflexion, que verifica las siguientes relaciones

Pri = Pri—1— 7k Dary1,
ey = Qryrg—7(k Z)Mpkl 1
’ ’ 7Y [
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En el caso estacionario |gx+1.]|> = ||pk.i—1]|*> ¥ se obtiene la bien conoci-
da recursion de Levinson equivalente a una relacién entre polinomios trigo-
nométricos obtenida por Szego. Para simplificar se define, (I, k) como

0, ) = el 0
[Ty
y la relacion del teorema anterior se puede escribir como
pri = Prio1— 7k Daki, (2)
et = @errg — (L k)pra-1- (3)

Observe que esta recurrencia es por diagonales. Para la diagonal d = k—[ =
0 se tienen las condiciones iniciales pyr = qxx = X y para calcular r(k,{)
en términos de lo obtenido en la diagonal anterior d =1 — k — 1 se tienen las
siguientes identidades.

Proposicién 1. Para cada (k,1), 0 <k <l <n—1, se verifica

<Pk,l—1,%+1,z>
T(kvl) - |qk+1,l||2 (4)
r(lk) = W”(Ik+l,l”2 _ <Qk+1,z,pk,z—1>
1Pk,1—1(? 1Pk,1—1]2
l

Ipedll® = lpraallPL=r(k, Dr@ k)] = 11X ] 10—k, 5)r(, k)](5)
j=k+1
-1

lgral® = lakea P[0 =k, Dr@,R)] = 1X0° [T =G Or@ 5 (6)
j=k

Una propiedad muy importante de estos coeficientes de reflexién es que
0<r(k,Dr(,k) <1

Se verifica con una aplicacion directa de la desigualdad de Cauchy-Shwartz.
Este producto resulta ser el cuadrado de la autocorrelacion parcial entre Xy
y Xl.

Para poder establecer una relacién entre las covarianzas y los coeficientes
de reflexion se necesita una férmula en funcién de los coeficientes de reflexién
para calcular los determinantes de las matrices de covarianzas. Sea I'y; la
matriz de covarianzas del vector aleatorio (Xj, Xp41,..., X;). y sean q; j, Pi ;,
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E<i<j<llos (Il—k+1)x1 vectores columnas de los coeficientes de
las v.a. ¢; ; y pi,; en términos de { X%, Xk41, ..., Xi}. Se definen las siguientes
matrices por sus vectores columnas
D _
Rk,l = [pk,l’pk-i-l,l’ ---,Pu]a
g _
Rk,z = [qk,kvqk,k+17 “~7Qk,l]'
Las matrices R}, , son triangulares inferiores con unos sobre la diagonal princi-

pal y las matrices R} , son triangulares superiores con unos sobre la diagonal
principal. Por lo tanto,

det(Rj ;) = det(Ry ) = 1 (7)

Proposicién 2. Para cada (k,1) € Z2, k <1, las matrices Dy, y D, defini-
das por

Di,l = (Rz,l)*(rk,l)(Ri,l) (8)
DZ,; = (RZ,Z)*(Fk,z)(RZ,l) 9)
son matrices diagonales tales que Dy (i,1) = |[piill* y D{,(i,9) = llawll?,

k<3<l

La demostracién es una consecuencia inmediata de la ortogonalidad de los
vectores columnas de las matrices R , v R ;. De esta proposicién se obtienen
dos resultados importantes:

1. Dos factorizaciones de las inversas de las matrices de covarianzas: Como

el proceso es regular, las matrices de covarianzas I'y, ; son inversibles. De

N . . . —1

(8) v (9) se deducen las siguientes factorizaciones triangulares para I’ kil
k<,

F;} = (Rz,l)(Di,l)fl(Ri,z)*
= (Rz,z)(Dg,l)fl(RZ,z)*
donde los factores triangulares se calculan de forma recursiva.

2. Una férmula para el determinante. De (7), (8) y (9) se obtiene,

Det(Ty,;) = H ||pi,l||27

k<i<l

H llq.i|

k<i<l

2

El simbolo * denota la transpuesta conjugada.
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Al reemplazar ||p; ||? o ||gx.:||*> por su valor dado en (5) o en (6) se llega
a la siguiente formula del determinante en términos de los coeficientes
de reflexion.

Det(Tr) = [ IX:lPQ0 = r(i, 5)r(4,4)). (10)
k<i<j<l

Es importante resaltar que si el proceso es regular, las matrices I'y; son
positivas definidas, entonces, para todo (k,l) € Z, se debe verificar que
Det(T'y;) > 0. Por lo tanto, por (10) el producto (i, j)r(j,4) debe ser es-
trictamente menor que uno para todo i < j.

Cuando r(k,)r(l,k) = 1 para algin par de enteros k < [, el proce-
so no es regular, el conjunto de v.a. {Xx, Xg41,..., X;} es casi seguramen-
te linealmente dependiente y se dice que el proceso es no regular. Ademas ,
llgk.1ll?> = |lpikll?> = 0 y las relaciones de recurrencia (2) y (3) se interrumpen
pues r(k,l + 1) y 7(I,k — 1) no estdn bien definidos. En este caso se hace la
siguiente convencién para todo entero s > 0,

r(k,i+s) = r(,k—s)=0, (11)

de esta forma, se puede seguir aplicando las relaciones de recurrencia (2) y
(3) obteniéndose

Pki+s =Dkl Y Qk—sl = qk,l-

3 Caracterizacién de ST no estacionarias por
sus coeficientes de reflexion

Es bien sabido que una ST centrada no estacionaria en L?(Q, F,P) se carac-
teriza por su funcién de autocovarianzas, en esta seccién estableceremos una
relacién biunivoca entre la clase de funciones de autocovarianzas y la clase de
funciones de coeficientes de reflexién.

Se denota por C la clase de funciones de autocovarianzas, es decir, la clase
de funciones no negativas definidas en Z? a valores en C.

Definicién 1. Se define la clase R de funciones de coeficientes de reflexion
como aquellas funciones r definidas en Z? a valores en C que cumplen las
siguientes propiedades

r(k,k) > 0, (12)
r(l,k) = r(kDpkl) 1>k, (13)
0 < rkDr(k) <1 (14)
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Donde p(k,l) se define recursivamente como sigue

r(0, ) [ [ = (G 07 (0 5)]
p(lLk) = ;jk+1 si el denominador es distinto de cero,

r(k, k) [15 251 [1 = r(k, 5)r (G, k)

= 0 sino.

La clase R de funciones de coeficientes de reflexién no es tan bonita como
la clase de autocorrelaciones parciales definida por S. Déregine y S. Lambert-
Lacroix (2003), pero una de sus ventajas, es que permite la generalizacién al

caso multidimensional sin ninguna complicacién.
La subclase de C correspondiente a autocovarianzas de procesos estacionarios
se caracteriza por la subclase de R que verifica

1— . .
r(1,0) j:}g-i,—l[l =7, Or(l, 7)) 1 si el denominador es distinto de cero,

k) [ b L~ r(krG k)] 0 sino.

Teorema 1. FEzxiste una correspondencia biunivoca entre C y R.

Demostracién: Dada una funcién ¢ en C, existe un tinico proceso X; en L2(Q, F,P) que
realiza estas covarianzas. Se construye la funcién r € R correspondiente de la siguiente
forma:

(k, k) = c(k, k),
)y, > 1, se obtienen aplicando las férmulas (2) y (3
k,l k) E>1 bti licando las 6 It
y si no estdn definidas (11).

r
r

Esta funcién satisface las propiedades requeridas para estar en R. Como c(k,k) > 0 para
toda funcién c en C, r satisface la propiedad (12). Por (1), (5), (6) y la definicién de p(l, k),
satisface (13) , y por tltimo la propiedad (14) es consecuencia de (10) ya que el determinante
de las matrices de covarianzas no puede ser negativo.

Dada una funcién r en R, de define c(k, k) = r(k, k). Obtener c(k,l), con k > [ es algo
mas complicado. Se quiere determinar las autocovarianzas del proceso X; cuyos coeficientes
de reflexién vienen dados por r. De este proceso se sabe, que la varianza de X}, es

IXklI* = c(k, k) = r(k, k)

y que debe satisfacer la recurrencia del Teorema 1 con el » dado. Entonces, para l =k + 1
debe cumplirse que

Prkt1 = Pk — (R k+ Dapr1p41 =
Xip = Mpq1, 641 (Xp) = X —r(k, b+ 1) Xpq1, (15)

tomando el producto interno en (15) por Xj1 se obtiene que
0=c(k,k+1)—r(k,k+1)c(k, k)
y por lo tanto
c(k,k+1) r(k,k+Dr(k+1,k+1),
clk+1,k) = c(kk+1).
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Para | = k + 2 se tiene,

Phk+2 = Ph,k+1 — 7k, K+ 2)qrt1,642 =
X — Mgy, e+2(Xk) = X — Hpg1,k41(Xe) — (b, b+ 2)qkt 1,642 =
ck+1,k+1
Xi — Mpgr pp2(Xi) = X — WXIH—I =7k, k+2)qr41,642 (16)
Tomando el producto interno en (16) por Xj_o se obtiene que
ck+1,k+1
0=c(k,k+2)— gdk + Lk +2) —r(k, k+2)llgp 1,542/
c(k, k)
y por lo tanto
k+1,k+1
k2 = SEFLEED G ko
c(k, k)
r(k,k+2)r(k+2,k+2)[1 —r(k+1,k+2)r(k+2,k+1)],
ck+2,k) = clk,k+2).

La generalizacién a cualquier [ > k se basa en dos hechos fundamentales,

1. El producto interno (Ily41,;—1(Xk), Xi) = —(Xk — pk,1—1, X;) depende de las auto-
covarianzas definidas en los pasos anteriores y los coeficientes de reflexién dados.

2. La norma ||qx41, |I? se puede escribir en términos de los coeficientes de reflexién,

-1
laer1l? =r@ ) T [ —rGDr@ ).

j=k+1
Procediendo de manera similar para obtener c(k, k + 2), se llega a
ek, 1) =k, Dllgrr1,ill2 + (Megpr-1(Xk), Xi)
r(k, Dllan-1,0l17 = (X = Pr,i—1, X2)-

La propiedad (13) asegura que el proceso con esta funcién de autocovarianzas satisface
la recurrencia del Teorema 1. Finalmente la funcién construida ¢ pertenece a la clase C ya
que el determinante de las matrices [c(z’,j)}fi}j:,C es no negativo por la propiedad (14) y la
férmula (10). &

Esta biyeccién permite resolver el problema de extensién de covarianzas, que consiste en
hallar una ST cuyas primeras covarianzas coincidan con unas dadas. La matriz de covarian-
zas dada tiene asociada sus coeficientes de reflexién, por cada extension de estos coeficientes
con la debida propiedad se obtiene una solucién al problema de extensién de covarianzas. La
solucién de méaxima entropia se obtiene completando la sucesién de coeficientes de reflexién
con ceros, ver Castro y Girardin (2002).

3.1 Autocorrelaciones parciales

Definicién 2. La autocorrelacion parcial §(k,l) entre Xy y X; (k < 1) se define como
la correlacion entre X, y X; después de haber eliminado todos los efectos lineales de las
variables intermedias. Es decir se define como la correlacion entre pgi—1 Y Qr+1,i-

5(k, 1) = (Pk,i—1>Qk+1,1)
’ llgk+1,e w11l
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Las autocorrelaciones parciales se pueden escribir el funcién de los coeficientes de reflexion
, de hecho, es inmediato verificar las siguientes identidades,

§(k,l) — qu+1’l”’r(k‘,l),
Pk, -1l
sk = Aot g
g+l
T(kv l)T(lzk) = |6k,l 2
Ademés,
-1 . .
||Qk+1,lH o T(lvl)l/Z Hj:k+1[1 - T(j,l)r(l,])]1/2
Ipe—all r(k, )2 152y [1 = 7k, )r (5, R)]/2
donde se considera la raiz positiva pues se trata de normas.
En el caso estacionario ||qx+1,|| = ||px,i—1]| v los coeficientes de reflexién coinciden con

las autocorrelaciones parciales. En el caso no estacionario, los coeficientes de reflexién dan
mas informacién sobre el proceso que las autocorrelaciones parciales pues toman en cuenta
que las normas de los errores de prediccién hacia adelante y hacia atras son diferentes.

3.2 Caso Multivariado

La estructura de las matrices de covarianzas de las series de tiempo periédicamente co-
rrelacionadas coincide con las de las series de tiempo estacionarias multivariadas, ambas
son Toeplitz por bloques. Existe una relacién biunivoca entre estas series establecida por
Gladyshev (1961). Es natural identificar los coeficientes de reflexién de las series de tiem-
po multivariadas estacionarias con los coeficientes de reflexién de la serie periédicamente
correlacionada correspondiente por la relacién biunivoca entre ellas.

Definicién 3. Una serie de tiempo de sequndo orden X = {Xn}nez es llamada Periédi-
camente Correlacionada con periodo d € N si para cada tripleta de numeros enteros
s, t,k , su funcion de autocovarianzas c verifica

c(s,t) = c(s + kd,t + kd).

Sea X una serie de tiempo periédicamente correlacionada con periodo d, PC(d). Se
define el proceso estacionario Ytk = Xk+dt, E=1,...,d como el k-ésimo componente de un

proceso d-variado
Y =(lv? .. vY).

Teorema 2. ( GLADYSHEV) X es PC(d) <= (Y,...,Y?) es estacionario.

Este teorema permite trasladar los resultados conocidos para series de tiempo periédica-
mente correlacionadas a las series de tiempo multivariadas estacionarias y viceversa. Por
ejemplo, el concepto de funcién de densidad espectral para series no estacionarias no esta cla-
ro, sin embargo este concepto es muy preciso en el caso de series de tiempo multivariadas
estacionarias y se puede trasladar a series de tiempo periédicamente correlacionadas , ver
Castro& Girardin (2002).

La estructura de autocovarianzas de una serie de tiempo d-variadas estacionaria Y de
segundo orden, estd univocamente determinada por una funcién ¢ en C con la siguiente
estructura

c(s,t) = c(s+ kd,t + kd), s,t,k €.
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Por el Teorema 1, a c le corresponde una funcién r en R, que conserva la estructura
r(s,t) =r(s+kd,t + kd), s,t,k € Z.
Las matrices de covarianzas d X d de la serie de tiempo d-variada estacionaria Y,
Co,C1,- - ,Ch,... vienen dadas por
Cn = [c(k,D]k=0,....d=1; 1=nd,nd+1,....(n+1)d=17 =0,  C_p = Ch.

Definiciéon 4. Se definen los coeficientes de reflexion de la serie de tiempo d-variada
estacionaria Y de sequndo orden como, para n > 0

Rp = [r(k,Dlk=0,....d—1; i=nd,nd+1,...,(n+1)d—15

R_n = [r(k,D]i=o0,....d=1; k=nd,nd+1,...,(n+1)d—1

Estos coeficientes de reflexién sirven para identificar el orden de un modelo autoregresivo

multivariado. La serie de tiempo d-variada estacionaria Y es autoregresiva de orden p si y
solo si Ry y R—p no son nulas y R, = 0 para |k| > p. Para obtener los errores de prediccién
a un paso, las extensiones de covarianzas de series de tiempo multivariadas estacionarias ,
para identificar modelos, obtener soluciones de maxima entropia, etc., lo mejor es trabajar

con la serie de tiempo periédicamente correlacionada y luego traducir los resultados a la
serie de tiempo multivariada correspondiente, tal como se hace en Castro& Girardin (2002).
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