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Resumen

En este articulo estudiamos la propiedad hipercontractiva desde su

aparicién en el estudio del semigrupo de Ornstein Uhlenbeck como su
posterior extensién a semigrupos Markovianos. Ademéds estudiamos el
desarrollo de criterios para determinar si un semigrupo dado tiene dicha
propiedad mediante el estudio de desigualdades de curvatura-dimensién
y de desigualdades funcionales.
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1 El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck.

El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck en R? est4 definido como

1 7e*“(\x\2+\y\2>2—2e*f<m,y>
Tif(z) = uegt)d/z/Rd@ L fy)valdy), (1)

w2
donde v4(dy) = % es la medida gaussiana en RY. Esta familia de ope-

radores fue inicialmente estudiada en el caso unidimensional d = 1, por B.
Muckenhoupt en [15] aunque sin considerar la estructura de semigrupo, sino
como una integral de Poisson.

Obsérvese que, la integral en (1) se puede escribir como

1 ly—e—ta)?
Tie) = e e S@d )

De esta tltima expresiéon es claro entonces que el semigrupo de Ornstein-
Uhlenbeck es una reparametrizacién del semigrupo del calor precedida de una
dilatacién en la variable x, por lo tanto, no es un semigrupo de convolucién, ya
que antes de convolucionar el nicleo del calor, debidamente re-pa-ra-me-tri-
za-do, se toma una dilatacién por e~! en la variable x. Es por esta dilatacién
que ninguno de los métodos utilizados para el estudio de semigrupos clasicos
(véase [20]) son en forma inmediata aplicables para este semigrupo. La relacién
entre el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck y el semigrupo del calor ha sido
estudiada con gran detalle por Weissler en [24].

y—eftr

Vi—e 2’
1 2
T, f(x) = gy /}Rd F(V1=e2tu+ e ta)e " du. (3)

Mediante esta tltima expresién se ve que el semigrupo de Ornstein-Uhlen-
beck tiene una extension natural en infinitas dimensiones, debido a que la
medida de Gauss, a diferencia de la medida de Lebesgue, puede ser definida
en espacios de dimensién infinita (véase P.A. Meyer [14]).

Por otra parte, haciendo el cambio de variable u = tenemos

El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck es un semigrupo de Markov, de di-
fusiones simétrico, fuertemente LP-continuo en LP(vy4),1 < p < oo, con ge-
nerador infinitesimal L, es decir en forma precisa, la familia de operadores
{T; : t > 0} satisface las siguientes propiedades:

i) Propiedad de semigrupo: Para todo t1,t3 > 0,
Tt1+t2 = Tt1n2'
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Sobre la propiedad hipercontractiva. 237

ii) Propiedad de conservacién: T;1 = 1.
iii) Propiedad de positividad: si f >0 entonces V¢ > 0, T3 f > 0.

iv) Propiedad de contractividad: Para todot >0y 1 <p < o0,
||thHP~,’Yd < ||f||p,74'

v) Propiedad de LP-continuidad fuerte: Para todo 1 < p < 0o y todo
f € LP(~,) la aplicacién t — Ti f es continua de [0,00) en LP(vq).

vi) Propiedad de simetria: Vi > 0,7; es un operador autoadjunto en
L?(74), es decir,

/th(w)g(ff)%z(dx)Z/ f(@)Tig(x)ya(dr). (4)
Rd Rd

En particular, tenemos la propiedad de invariancia:
[ Ts@natds) = [ snato) (5)
R4 Rd

vii) El operador de Ornstein-Uhlenbeck, en R?

1
L=3A—(a,V.), ©)
donde V, = (3%1, 3%2, cee 8%(1) es el generador infinitesimal de {7} :
t > 0}, es decir,
i1
i =L Q

Para los detalles de la prueba de estas propiedades puede consultarse [19], [21]
o [23].
El polinomio de Hermite en d-variables de orden @ = (a1, s, -+, @q)

€ N?, que denotaremos como H,, se define para x = (11,2, -+ ,74) € RY,
como el producto tensorial de polinomios de Hermite unidimensionales, es
decir,

Ho(z) = HHM(%‘), (8)
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donde H,,(x;) es el polinomio de Hermite de grado a; en la variable x;,
definido por la férmula de Rodrigues
2 d% 2

Ha, () = (—1)"e” 2 (o). )

7

Por construccién, es claro que el polinomio de Hermite normalizado h, es
entonces el producto tensorial de polinomios de Hermite normalizados unidi-

mensionales,
d

ha(z) = H ha, (),
i=1
donde hg,(z;) es el polinomio de Hermite normalizado de grado «; en la
variable x;, asi
7 a, (z)
ha(m) - (2'0“04!)1/2’

donde, como es usual para cualquier multi-indice @ = (a1, a9, -+ ,aq), al =

d | _d
[Ticiealy el =370 a;.
La Férmula de Mehler en d dimensiones, hallada por F.G. Mehler en 1866
y, segin Hille “redescubierta por casi todo el mundo que ha trabajado en este
campo”, se expresa como

ﬁa(x)ﬁa(y) o r _' o
Z WT = Z ha(z)ha(y)r
|a|>0 la|>0

1 _r2(yl?+e)?) —2r(a,y)

(1—r2)a2° o

Por otra parte, dada f € L!(v4) definimos, su desarrollo de Hermite como

k=0 |a|=k
donde
o) = [ Fara(ds) = (£ Fiodrs

son los coeficientes de Fourier-Hermite.

Ahora bien, si denotamos por C}, al subespacio cerrado de L?(v4) generado
por {hq : || = k}, entonces por la ortogonalidad de los polinomios de Hermi-
te, tenemos que {C}, } constituyen una descomposicién ortogonal de L?(7y,4) que
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se llama desarrollo en Caos de Wiener o descomposicién de Ito-Wiener
de L?(v4). Dicha descomposicién tiene una interpretacién probabilistica muy
interesante en términos de integrales estocasticas.

Consideremos también J : L?(y4) — C}, la proyeccién ortogonal de L2(~y4)
sobre C}, claramente J; es continua en L?(vy,;) y podemos expresar el desa-

rrollo de f € L?(v4) como
= Jil
k=0

Ademads, méas adelante probaremos, como consecuencia de la hipercontrac-
tividad del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck, que Ji tiene una extensién
continua en LP(v4) para 1 < p < co.

Los polinomios de Hermite en una variable son soluciones polinomiales de
la ecuacién de Hermite, es decir que H,, es una autofunciéon del operador
oscilador armodnico

1d? d

2dr  Cdx’
asociada al autovalor —n. Por lo tanto, el polinomio HQ es una autofuncién del
operador de Ornstein-Uhlenbeck (6), asociado al autovalor —|a| = — Z?:l a;,
y por tanto el L?-espectro de L es {---,—2,—1,0}. Este coincide con el LP-
espectro para 1 < p < co. Pero el L'-espectro de L es el semiplano izquierdo
cerrado (véase Davies [9]).
Por otra parte, si consideramos el dominio de L,

D(L)={f € L*(va) : y_ K*[|Jifl13.,, < o0},
k=0

tenemos la descomposicién espectral de L, para f € D(L)
oo
Lf =) (=k)Jif.
k=0

Obsérvese, ademds, que utilizando integracién por partes, dados f, g € S(R?),
la clase de funciones de prueba de Schwartz,

» Vof(x) - Veg(x)va(dr) = 2 y f(@)(—=L)g(x)va(dz). (11)

Esta relacién dice que N = 2(—L) = —A + 2(z, V), conocido como el Ope-
rador de Numero para el Oscilador Arménico de la Mecanica Cudntica, es
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la forma de Dirichlet £ asociada a la medida Gaussiana v4(*) . Ademaés,
esto implica trivialmente que (—L) es un operador positivo definido. En for-
ma inmediata, dicha relaciéon implica entonces que el operador de Ornstein-
Uhlenbeck tiene una extensién autoadjunta en L?(v,4), es decir,

/ Lf (2)g(x)yalda) = / F(2)Lg()valdz); (12)
R4 R4

asi pues L es el “Laplaciano simétrico” en este contexto. Por tanto 4 es la
medida natural para estudiar los operadores asociados a L.

Del hecho que L es el generador infinitesimal del semigrupo de Ornstein-
Uhlenbeck tenemos que T} puede ser definido en sentido espectral como e’ =
e~ t(=1) y por tanto es claro que

Tihe = e 1o, (13)

Por otra parte, por la férmula de Mehler se puede ver que T; actuando en
una funcién f € L1(v4) es equivalente a la sumabilidad Abel del desarrollo de
Hermite de f, con r = e~ ¢, es decir

Tif(z) = i e "Iyt
k=0

A diferencia del caso clésico, el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck no decae
en infinito, es decir, no es cierto que 7; — 0 cuando ¢ — oo; de hecho, es facil
de verificar que

1 .
T~ /R f@)e " dz,  cuando 1 — oo, (14)

Sin embargo si f]R” f(x)e"””'gdx = 0 se puede probar que T; f decae exponen-
cialmente a cero si t — oo.

Por otra parte, tenemos que si f es una funcién suficientemente regular
u(z,t) = Ty f (x) es solucién del problema de valores iniciales

%(:m t) = Lu,

U(JJ,O) = f(x)v
ya que, por la teoria general de semigrupos, dado que L es el generador infi-
nitesimal de {T} : t > 0}, se tiene que
Ou(x,t)  ITf(x)

5 = o~ LTtf(@) = Lu(z,t).

(*) Un operador H se dice que es la forma de Dirichlet para una medida p si y sélo
si verifica (Hf,g)p = [ga Vf(2) - Vg(x)pu(dx), véase Gross [11].
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2 La Propiedad Hipercontractiva del
semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck y la
desigualdad logaritmica de Sobolev.

Vamos a discutir ahora el hecho que el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck
no es sélo contractivo, es decir un semigrupo de contracciones, sino que es tam-
bién hipercontractivo (véase [16]). Como veremos, este resultado es clave,
ya que permite probar una serie de resultados de gran importancia.

En primer lugar, el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck {7}} verifica la Pro-
piedad Hipercontractiva: paral < p < co,t > 0y p < q(t) < 1+e*(p—1),
entonces para todo f € LP(vq), Tif € L9®(v4) v tenemos

T fllactyva < 1 F1lpas (15)

es decir, |‘Tt”Lp(,Yd)4>Lq(t)(,\/d) S 1.

La propiedad de hipercontractividad de {7} fue probada inicialmente por
E.Nelson [16], usando la maquinaria probabilistica de los procesos gaussianos
e integrales estocasticas, en el contexto de la Teoria Cudntica de Campos y
ha sido extensamente discutida en la literatura. Més atn, Nelson probé que
Tl Lo (ya)—La(ra) = 00 81 ¢ > 14 €*(p —1).

Posteriormente L. Gross [10] probé que dicha propiedad resulta equivalente
a la desigualdad logaritmica de Sobolev : para cualquier f € L?(4) con
Vf en sentido débil, en L?(y,), se cumple

[ @ og@)latdn) < 5 [ 195 0(da) + 111, 108 |l

Rd
(16)
Existen varias pruebas de (16), aparte de la original de Gross, una bastante
simple se puede encontrar en [1]. De hecho, el objetivo basico de Gross al
estudiar esta desigualdad era dar una prueba simplificada de la propiedad
hipercontractiva de Nelson por métodos analiticos.
Como establecié Gross, la desigualdad (16) implica la desigualdad para
cualquier p # 2, (bdsicamente reemplazando f por fP/2, para los detalles
véase [10] o [11]),

/ |f (@) log | f (x)[va(dz) < Cp/ IV f (@) Pyalda) + || F115 4, 1og 1 f1]p.a-
R4 Rd

(17)
La desigualdad Logaritmica de Sobolev (16) generaliza, para la medida
Gaussiana, la clasica desigualdad de Sobolev la cual afirma que, respecto
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a la medida de Lebesgue m, si una funcién f € L?(R?) con Vf € LP(R?), en

sentido débil, entonces f € LP(R?) para % = % — é, es decir
1Al < Ca [ |1V s2dm. (18)

Como ya hemos mencionado, a diferencia de la medida de Lebesgue, la medida
de Gauss se puede definir en espacios de dimensién infinita y como (16) es
independiente de la dimensién, se extiende a este contexto. Mas atin, obsérvese
que en la desigualdad clasica de Sobolev p — 2 si d — 0o y en consecuencia
hay una pérdida de informacién en dicha desigualdad cuando la dimensién
crece.

Se sigue de (17) que si f,Vf € LP(y4) entonces f pertenece al espacio
de Orlicz LP log L(v4). Més atn, no es dificil de probar que existe una fun-
cién f para la cual el lado derecho de (16) es finito, pero ella no estd en
L?log Lloglog L(v4) (véase [10]). En ese sentido, dicha desigualdad es 6ptima
y las constantes también son optimales.

En otros términos, la desigualdad (16) se puede reescribir de la manera
siguiente,

Bt (f2) < Eny (),

donde,

_ i _ f
Ents(f) = [ s1ossina= [ gavatos [ = [ os(—tan

es la entropia de f respecto de 74, y la energia de f, respecto de 4, estd de-
finida por

By i= [ VfPd.
Rd

Como consecuencia de la hipercontractividad del semigrupo de Ornstein-
Uhlenbeck {T;}, se puede probar que las projecciones ortogonales sobre los
subespacios Cy, del Caos de Wiener, Ji, tienen extensiones continuas en LP(v4)
para 1 < p < oo, es decir se cumple

HkaHp,"fd < Cp,kaHp,'ma (19)

para todo k € N . Ya que si p > 2, por la propiedad hipercontractiva, tomando
t > 0 tal que p = €' + 1, se tiene

IT:f1

PyYd < ||f| 2,Yd "
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Sobre la propiedad hipercontractiva. 243

En particular, utilizando la desigualdad de Holder obtenemos

T Tk f]

DyYd < ||ka||2,'m < ||f||2,w < Hf”p,'m'

Ahora bien, como Ty f = Y 7 e~ **J, f tenemos que Ty Jy,f = e **J f y por
tanto
—tk
T Tk fllpra =€ ! [Tk flpva-

De todo lo anterior, obtenemos entonces que

k
Tk fllpa < e £ 1pva-

El caso 1 < p < 2 se obtiene por dualidad del caso anterior.

La relacién entre la Teoria de Multiplicadores para desarrollos de Hermite
y la propiedad hipercontractiva del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck es muy
estrecha. El Teorema de Multiplicadores de P.A. Meyer (véase [23]), uno de
los resultados méas importantes en el drea, es consecuencia casi inmediata de
la hipercontractividad.

Por otra parte, en su trascendente articulo W. Beckner [7], demostré en-
tre muchas cosas, cémo la hipercontractividad del semigrupo de Ornstein-
Uhlenbeck es consecuencia de la desigualdad de Young generalizada. De hecho
lo que él prueba es una desigualdad para ciertos multiplicadores de desarrollos
de Hermite que es equivalente a la continuidad de los operadores T; pero con
pardmetro ¢ = iy/p — 1 imaginario puro de L?(v4) en L (vy4), % + i = 1.
Ademas lo interesante de esta prueba de Beckner es que queda claro la intima
relacién entre el Andlisis Armonico Clasico y el Anélisis Arménico Gaussiano,
dado que, este resultado de multiplicadores le sirve para obtener la constan-
te optimal para la desigualdad de Haussdorf-Young para la Transformada de
Fourier,

17 £l < (Ap) 1 flp, (20)

/p , . .
con % + 1% =1,4,= [(;)W]l/a asi como tambien la constante optimal para
la desigualdad de Young generalizada,

£l < (Ap Ag A |11l lglla, (21)

para f € LP(RY),g € LY(R?), 1 < p,q,r <0y % = % + %, y A, como antes.
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3 La Propiedad Hipercontractiva para
semigrupos Markovianos y las
desigualdades funcionales.

La propiedad de Hipercontractividad y su equivalencia con la desigualdad Lo-
garfmica de Sobolev, si bien fueron estudiadas inicialmente para el semigrupo
de Ornstein-Uhlenbeck, no son verificadas s6lo por él. Desde el hallazgo de
E. Nelson se han encontrado otros ejemplos de semigrupos hipercontractivos,
véase, por ejemplo F. Weissler [24] y [25], O. Rothaus [18], y A. Korzeniowski
y D. Stroock [13] (donde discuten el caso del semigrupo de Laguerre oo = 0).
Ademds ya en 1971 A. Bonami [8] habia tratado el caso de la medida de Ber-
noulli simétrica y un semigrupo asociado naturalmente a ella, obteniendo la
misma constante que para el caso gaussiano. De hecho, como se puede ver en
el articulo de W. Beckner [7], del caso Bernoulli, mediante el uso de el Teore-
ma Central del Limite, se puede obtener el caso de la medida gaussiana y el
semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck en una dimensién y luego, usando un argu-
mento de “tensorizacién”, se obtiene entonces el caso d-dimensional. Esta idea
de obtener la desigualdad Logaritmica de Sobolev para la medida gaussiana
a partir de la desigualdad andloga para el caso de la medida de Bernoulli, la
famosa desigualdad de dos puntos, es una idea original de L. Gross.

En general, dado un espacio de probabilidades (E, B, i) un nicleo de pro-
babilidad de transicién en E, P;(z,dy), es una funcién medible en la variable
x, y una probabilidad en la variable y, que satisface

Po(w,dy) = 6.(dy) (22)

siendo ¢, la delta de Dirac en z.

Un semigrupo de Markov en E es una familia {P;(x,dy)} de nucleos
de probabilidades de transicién que verifican la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov

/E Pua, dy) Pu(y, d2) = Puso(z, d2). (23)

El semigrupo de Markov {P;(z,dy)} estd identificado con una familia de
operadores { P, };>0 que estén definidos sobre las funciones Borel-medibles que
son positivas o acotadas, de la siguiente forma,

Pf(x) = /E )P, dy). (24)

P, claramente preserva la positividad, es decir si f > 0, entonces P,f > 0, y
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es conservativo P1 = 1, ademads por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
es claro que la familia {P;} es un semigrupo de operadores.
Suponemos que la medida de probabilidad x es una medida invariante para

{P;}, es decir,
| Petdn= [ sn. (25)
E E

para toda funcién f Borel-medible en E.

Luego P; es un operador de contraccién en L(u) y como también lo es,
trivialmente, en L°° (1) entonces por el argumento de interpolacién P; se puede
extender como un operador de contraccién en LP (),

WP fllp < 11 F oo (26)

para 1 < p < oo, ¢t > 0. Luego {P,};>0 es un semigrupo de operadores de
contraccién en LP(u), 1 < p < oo, y por el Teorema de Hille-Yosida (ver [26])
existe el generador infinitesimal L de {P;}, definido como

Pf-7f
¢ )

Lf = lm (27)
en un subconjunto denso Dp(L) de LP ().

La propiedad de invariancia de la medida de probabilidad p es entonces
equivalente a

/ Lfdu=o0. (28)
E

No es fécil describir el dominio D, (L), por ello es usual suponer que existe
una subélgebra A de L?(u) densa en él, que es estable bajo la accién de L y
de {P:} v la composicién con funciones de C*°. Un &lgebra A que verifique
estas propiedades diremos que es una algebra estandard.

Sobre la subdlgebra estdndard A definimos el operador cuadrado de
campo como

D(f.9)= 5 [Lfg— g~ gLf]. (29)

En lo que sigue, para simplificar la notacién, vamos a denotar I'(f) = T'(f, f).
Sile A, como L1 =0, se tiene entonces que I'(f,1) = 0 para todo f € A.
Por otra parte se puede probar que I'(f) > 0 para todo f € Ay por tanto
T'(f) se puede interpretar como la “longitud”de Vf.
Obsérvese ademds que por (28), la invariancia de p,

[ rnau=- [ sisan (30)
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y por tanto [, fLfdu <0.

Consideremos las siguientes hipétesis adicionales del semigrupo {P;};>o,
- Propiedad de simetria: para todo f € L?(u) y para todo t > 0,

/PtfngZ/ [Pgdp, (31)
E E

lo que es equivalente a

/E Lfgdp = /E fLgd. (32)

En este caso decimos que p es una medida simétrica o reversible.

Luego L tiene una extensiéon autoadjunta en L?(u1) y por tanto el espectro
de —L estd incluido en [0,00) ya que por (30) si f es una autofuncién de L
asociada al autovalor A, entonces

0 << fo(=L)f >u=— < f,Mf >u= =M1

lo que implica que A < 0. Por lo tanto L tiene una descomposicién espectral

L=-— / \E, (33)
0

y por tanto P, tiene entonces una descomposicién espectral
o0
P, = / e MdE,. (34)
0

El operador L esta entonces totalmente determinado por la medida de proba-
bilidad p y el operador cuadrado de campo T'.

Obsérvese ademds, que la propiedad de simetria de {P;} implica la inva-
riancia de u, por ser P; conservativo.

- Propiedad de difusiéon: Suponemos que L es un operador diferencial
de segundo orden sin término constante, lo que se puede expresar mediante
la relaciéon

L(®(f)) = @' (f)Lf + " (/)T(f), (35)
lo que es equivalente a la siguente propiedad del operador cuadrado de campo,
T(fg,h) = fT'(g,h) + gI'(f, h), (36)
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para f,g,h € A.
Definimos ademaés la forma de Dirichlet asociada al generador infinite-
simal del semigrupo L, como

£(f) = 1im <L =SS >u

lim : =< —Lf,f >, (37)

para f € L?(p).
Observemos que, por (28),

E(f) = /E I (f)dp.

Dado un semigrupo {P; }+>o de operadores contractivos definidos en LP(u)
1 < p < o0 y una funcién estrictamente creciente g : Rt — [¢(0), o), decimos
que el semigrupo {P;} tiene la propiedad hipercontractiva con funcién de
contraccién ¢ si para todo f € L9 ()

P fllae)n < 11f1lqo),- (38)

Esencialmente por los mismos argumentos dados por L. Gross [10] se puede
probar que el semigrupo {P;};>¢ es hipercontractivo con funcién de contrac-
cién q(t) = 1+e*/8, para alguna constante 3 > 0 entonces ello es equivalente
a que p satisface la desigualdad Logaritmica de Sobolev ajustada, con
constante [,

Ent, (/%) < BE(S).  LS(P) (30)

Mas generalmente, se puede probar que si el semigrupo {P;};>¢ verifica la
desigualdad

||Ptf”q(t),u < em(t)”pr’l“ (40)
para 1 < p < co y para todo f € LP(u) con ¢ > 0,% = Py m(t) =
a (1 1
16~
de Sobolev con constantes a, 3,

), ello es equivalente a que y satisface la desigualdad Logaritmica

Entu(f?) < a /E P+ GE(F),  LS(a, B) (41)

siendo [ la constante optimal, es decir la menor constante para la cual (41)
se cumple, se llama constante logaritmica de Sobolev. Obsérvese que una
desigualdad Logaritmica de Sobolev es ajustada si a = 0.
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Si se cambia f por fP/2 en la desigualdad logaritmica de Sobolev, gracias
a la propiedad de difusién se obtiene

2
Bat, (") < o [ paus% [ e
P’ 1
= Pdy — f——— P=2Lfdpu.
[ ran—ps [

Las desigualdades logaritmicas de Sobolev pertenecen a una familia de
desigualdades funcionales, donde se relaciona la norma LP(u) de una fun-
cién con la norma L4(u) de su gradiente, donde su gradiente se interpreta
como (T'(f, f))'/? siendo p la medida invariante. Otras desigualdades funcio-
nales son las desigualdades de Sobolev y las desigualdades de grieta
espectral.

Las desigualdades de Sobolev son desigualdades de la forma

11, < allfI3,, + BES). S(a,B) (42)

Un ejemplo donde una desigualdad de este tipo se verifica es para el ca-
so de una variedad Riemanniana n-dimensional compacta, con la medida de
Riemann siendo p = (ng%z) el mejor exponente. Si p es una medida de proba-
bilidad, la desigualdad de Sobolev se dice ajustada cuando o = 1. Las familia
de desigualdades de Gagliardo-Niremberg y la desigualdad de Nash

son casos particulares de la desigualdad de Sobolev, véase [4].

Las desigualdades de grieta espectral o desigualdad de Poin-
caré son desigualdades de la forma

[P < ([ \riawy? + ez, (43)
E E
que es equivalente a

(0= [ 1Pdu= ([ flawp <cs). cE@O) @
donde o?(f) es la varianza de f respecto de . La mejor constante C' para la

desigualdad de grieta espectral se llama la constante de grieta espectral.
Obsérvese que

C=1’nf{€(f) [ san =051, - 1}.
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Si L es un un operador simétrico la desigualdad de grieta espectral no es
sino el hecho que el espectro de —L estd incluido en {0} U [1/C, 00), es decir
que —L tiene una grieta entre 0 y 1/C. Si A # 0 es un autovalor de —L con
autofuncién f entonces [, fdu = [, fldu =0, y por tanto

/E Fdp= 5 /E (~Lf)fdu=5 /E T (f)dp,

luego % <(C.

Por otra parte, si —L es simétrico, con espectro en {0} U [1/A, c0) por la
descomposicon espectral de —L si [}, fdu = 0 entonces (—L)f = [ tdE; y
por tanto

E(f) = A tE(f. f) > A A dE,(f, f) = A /E f2dp.

Se puede probar que la desigualdad logaritmica de Sobolev ajustada con
constante [ implica la desigualdad de grieta espectral con constante 3/2 y
reciprocamente si se tiene una desigualdad logaritmica de Sobolev no ajustada
y una desigualdad de grieta espectral entonces se cumple una desigualdad
logaritmica de Sobolev ajustada, véase [18]. Por lo tanto en presencia de
desigualdad logaritmica de Sobolev no ajustada la desigualdad logaritmica
de Sobolev ajustada es equivalente a la desigualdad de grieta espectral.

Como en el caso de la desigualdad logaritmica de Sobolev, si una desigual-
dad de Sobolev se cumple para una medida de probabilidad p la desigualdad
de Sobolev ajustada es equivalente a la desigualdad de grieta espectral.

En 1984 D. Bakry y M. Emery [6] desarrollaron un criterio (condicién
suficiente) para que un semigrupo de difusién verifique la propiedad hipercon-
tractiva, es el famoso criterio de Bakry-Emery que estd dado en términos
del operador cuadrado de campo iterado I'2, que se define como

[(f,9) = 5[L(7.9) ~ (£, Lg) ~ T(g, L), (15)

f,g € A. El criterio de Bakry-Emery ha evolucionado a lo que ahora se llaman
desigualdades de curvatura-dimensiéon, que permite estudiar la estruc-
tura local del generador L y tiene importantes aplicaciones en la Geometria
Diferencial.

Tomando I'2(f) = I'2(f, f), decimos que un operador L satisface una de-
sigualdad de curvatura-dimensién CD(p,n) si para todo f € A,

T(f) > p0() + (L), CD(p,m), (46)
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pERyneEIL.
Para una discusién mas amplia de las desigualdades de curvatura-dimension
puede consultarse [4], seccién 3.

Tenemos las siguientes relaciones entre las desigualdades de curvatura-
dimensién CD(p,n) y las desigualdades funcionales, véase [4]:

i) Si se verifica una desigualdad C'D(p,n) para algin p > 0y n > 2 enton-
ces la medida invariante u tiene que ser finita y si la medida p es ademas
simétrica, se cumple para la probabilidad invariante una desigualdad de

Sobolev ajustada S(n,C) con C' = 7?((::21))/).

ii) Si se verifica una desigualdad C'D(p,00) para algiin p > 0 entonces la
medida invariante p tiene que ser finita y para la probabilidad inva-
riante se cumple una desigualdad logaritmica de Sobolev ajustada con
constante C' acotada por arriba por %.

- Asi pues, el operador de Ornstein-Uhlenbeck es el modelo de operador que
satisface una desigualdad C'D(p, 00) y por tanto una desigualdad logaritmica
de Sobolev ajustada, que es la desigualdad de Sobolev, para infinitas dime-
siones, luego, como sabemos por el resultado de L. Gross, el semigrupo de
Ornstein-Uhlenbeck es hipercontractivo.

- Los operadores de Laguerre satisface una desigualdad C'D(1/2,00) y por
tanto los semigrupos de Laguerre son hipercontractivos, véase por ejemplo
12] y [17).

- Los operadores de Jacobi simétricos (véase [5]) son los modelos de ope-
radores que satisfacen C'D(p,n) y por tanto satisfacen una desigualdad de
Sobolev n-dimensional. Ademds se puede probar (véase [2]) que la desigual-
dad de Sobolev de los operadores de Jacobi simétricos implica una desigualdad
logaritmica de Sobolev y por tanto los semigrupos de Jacobi son también hi-
percontractivos. Méas ain de las relaciones asintéticas entre los polinomios
de Jacobi con los polinomios de Hermite y Laguerre, se puede probar que
de la desigualdad de Sobolev para los operadores de Jacobi se pueden obte-
ner también las desigualdades logaritmicas de Sobolev para los operadores de
Ornstein-Uhlenbeck y de Laguerre.

Los contenidos de este articulo han sido desarrollados en mayor detalle en
[22], por lo que remitimos al lector interesado a ese trabajo para un estudio
mas profundo de estos tépicos, y, por supuesto, a los articulos basicos de D.
Bakry [3] y [4].
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tro

Finalmente, queremos agradecer las observaciones y correcciones del arbi-
que permitieron mejorar sensiblemente la presentacién de este trabajo.
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