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Resumen

En este articulo damos las definiciones y calculamos los érdenes
de algunos subgrupos de GL(m,Z,) similares a los subgrupos lineales
clasicos del grupo lineal gene- ral sobre un cuerpo cualquiera. Especifi-
camente, el grupo lineal modular especial SL(m, Z,), el grupo modular
ortogonal O(m,Z,), el grupo modular ortogonal especial SO(m, Z,) y
finalmente el grupo modular simpléctico Sp(2m,Z,). La técnica uti-
lizada consiste en reducir el problema al caso primo y luego emplear
la descomposiciéon prima de n, para ello aplicamos algunos resultados
bésicos sobre isomorfismos de grupos y de aritmética modular.
Palabras y frases clave: matrices sobre anillos especiales, unidades,
grupos de unidades, otros grupos de matrices sobre anillos.

Abstract

In this paper we give the definitions and calculate the orders of some
subgroups of GL(m, Z) similar to the classical linear subgroups of the
general linear group over any field. Specifically, the special modular
linear group SL(m, Z,), the orthogonal modular group O(m,Z,), the
special orthogonal modular group SO(m, Z,) and finally the symplectic
modular group Sp(2m, Z,). The technique used consists in reducing the
problem to the prime case and then employ the prime decomposition of
n, for this we apply some basic results about group isomorphisms and
from modular arithmetic.
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of units, other matrix groups over rings.
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108 Roy Quintero

1 Introduccion

El grupo lineal general de rango m > 1 sobre Z,,, el anillo de los enteros mo-
dulares con médulo n, lo denotaremos GL(m, Z,,). Este grupo lineal modular
surge frecuentemente de ciertas aplicaciones de la Teoria de Enteros Modu-
lares, Teorfa de Grupos Finitos y Algebra Lineal en el estudio o creacién
de sistemas criptograficos tanto simétricos como de clave publica. Ejemplos
del primer tipo son “Vigenére cipher” y “Hill cipher”, los cuales se estudian
en [1]. Hace pocos anos, la joven cientifica irlandesa Sara Flannery [3] creé el
sistema de clave publica “Cayley-Purser algorithm” o simplemente “CP”. En
el caso particular del sistema CP se requirié conocer el orden de GL(2,Z,,)
(p, ¢ primos). Es por ello, que el objetivo de este articulo es conocer los érdenes
de ciertos subgrupos modulares que pudieran emplearse en futuros sistemas
criptograficos que usen algebra matricial modular. A continuacién damos las
definiciones de algunos subgrupos de GL(m,Z,), similares a los subgrupos
clésicos de GL(m, F') cuando F' es un cuerpo cualquiera, y calculamos sus
ordenes.

2 Definicién de algunos subgrupos de GL(m, Z,)

Iniciamos esta seccién recordando que el grupo lineal general GL(m,Z,)
estd constituido por las matrices m x m invertibles con entradas en Z,; es
decir:

GL(m,Z,) = {A = [a7] € Z™™ : det(A) € U(Z,)}

donde U(Z,) = {u € Z,, : mcd (u,n) = 1} es el grupo de unidades de Z,, y
cuyo orden es p(n); es decir, el valor de la funcién-¢ de Euler en n.

En [2] pueden verse las definiciones de los grupos lineales cldsicos siguien-
tes: grupo lineal especial, grupo ortogonal, grupo ortogonal especial y grupo
simpléctico, todos de rango general y con entradas en un cuerpo.

Definicién 2.1. Los grupos modulares especial, ortogonal y ortogonal espe-
cial de rango m sobre Z,,, denotados SL(m,Z,), O(m,Z,) y SO(m,Z,) y
simpléctico de rango 2m sobre Z,,, Sp(2m,Z,), son definidos a continuacion:

SL(m,Z,) :={A € GL(m, Z,) : det(A) = 1},
O(m,Z,) :={A € GL(m,Zy,) : AT A= m}bs
SO(m,Zy,) :={A € O(m,Z,) : det(A) =1 }
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Ordenes de algunos Grupos Lineales Modulares 109

Y
Sp(2m,Z,) := {S € GL(2m,Z,) : STJ, S = J,.},
OTYL i I’Ul - . .
donde J, = i S (O y I, son las matrices nula e identidad de
).

3 Ordenes de los subgrupos de GL(m, Z,)

3.1 Orden de SL(m,Z,)
El orden del grupo lineal modular viene dado por la férmula (ver [6])

k. m
2 s
IGL(m, Z,)| =n™ [[[](0 -2,
i=1j=1

siendo n = pi" ...pp* la descomposicién prima de n.

Teorema 3.1. El orden del grupo lineal modular especial de rango m sobre
Z, es (ver [5]):
SL(m, Z)| =™ T T —pi7).

i=1;j=2

Demostracion: Es bien conocido que la aplicacién A: GL(m, Z,) — U(Zy,)
definida por A —— det(A) es un epimorfismo de grupos. Ademds, tenemos que

Ker(A) = {A € GL(m,Z,) : A(A) =1 } = SL(m, Zy,).

Aplicando el primer teorema de isomorfismo de grupos obtenemos que

IGL(m, Z,)] _ n™ i T (1= p;7)

ISL(m, Z,)| = = =
D V| U v W U

_ . o

I, (- ) [Il] pi)
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3.2 Orden de O(m,Zy,)

Para calcular el orden del grupo ortogonal de rango m sobre Z, primero
demostramos algunos resultados.

Lema 3.1. Sean o > 2 un entero, p > 2 un primo y n = pi*...pp* la
descomposicion prima de n. Entonces

1. La aplicacion Redy: GL(m, Zp«) — GL(m, Zye-1) definida mediante

la asignacion A = [a;;] — Redo(A) = [a;;], donde a;; y a;; son las
clases de congruencia de a;; médulo p® y p*~L, es un epimorfismo de
grupos.

2. La aplicacién Prod: GL(m, Z,) — GL(m,Z,o1) x -+ X GL(m,szk)
definida mediante la asignacion A = [a;;] — Prod(A) = (Aq)y,. ..,
Awy), donde Ay = [@; M) y @; ™ es la clase de congruencia de a;j
mddulo pp" para h =1,...,k, es un isomorfismo de grupos.

Demostracién: 1. Claramente Red,(A) es independiente de la escogencia
de los representantes de las clases que son entradas de A. Por otra parte,
como mcd (det([a;;]),p™) = 1 = med (det([a;;]),p® ') = 1, tenemos que la
aplicacién estd bien definida. Mas aun, para todo par de matrices A y B en
GL(m,Zye) se cumple que Red,(A - B) = Redy(A) - Red,(B) y asi resulta
que Red, es un homomorfismo. Claramente es sobreyectivo.

2. Es evidente que cada componente de Prod(A) es independiente de la
escogencia de los representantes de las clases que son entradas de A y pertenece
al correspondiente grupo factor. Por otra parte, como mecd (det([a;]),n) =
1 = mcd (det([a;;]),pp") = 1 para h = 1,...,k tenemos que la aplicacién
estd bien definida. M&s atin, para todo par de matrices A y B en GL(m,Z,)
se cumple que Prod(A- B) = Prod(A) - Prod(B) y asf resulta que Prod es un
homomorfismo.

Ahora probaremos que Prod es una aplicacion sobreyectiva. En efecto,
dada una k-upla cualquiera (By,...,Bj) en el grupo GL(m,Zpill) X eee X
GL(m7Zp:k), debemos encontrar X = [T3;] € GL(m,Z,) tal que X,y = By

h —ih
para cada h. Supongamos que Bj = bijyh( ) , entonces T;; = bijyh( ) para

h=1,...,kyi,j=1,...,n. Portanto, para cada par (i, j) debemos encontrar
un entero z;; que satisfaga el siguiente sistema de ecuaciones modulares

Tij = bij71 (médp?l)

Tij bijk (méd pp*),
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Ordenes de algunos Grupos Lineales Modulares 111

pero el teorema del resto chino garantiza su existencia. Asi que Prod es sobre.
Para concluir tenemos que demostrar que Prod es inyectiva. En efecto,

A = [a;;] € Ker(Prod) <= Apy=ILymn), h=1,...,k

—(h) e .
ifi=j

_ 0 ifi#j
= “"16{1 if i = j.
— A=1,.
Por tanto, Prod es un isomorfismo. (Il

Lema 3.2. Sean a > 2 entero y p > 2 primo. Entonces

1.

m

)

O(m, Zye )| = p™ = - |O(m, Zpar)]. (1)

m24m

|O(mv ZQ"‘)‘ =277 . |O(ma ZZ‘I*1)|' (2)

Demostracién: 1. Sea f la aplicacién restricciéon de Redy a O(m, Zpe); es
decir, f = Redy |0(m,z,.)- Observemos que, para toda matriz A € O(m, Zp«)
se cumple (Red,(A))T - Redo(A) = Redo (AT - A) = Red,(I,) = I.,, (I,
es la identidad en Z7.*V") asi que f es un epimorfismo de O(m,Zpo) en
O(m, Zpafl).

Ahora procedemos a encontrar su kernel. En efecto, sean C C Zy U,V C
Zpe los conjuntos siguientes C ={k € Z: 0 <k <p—1}, U= {kp*~1: k€
ClyV ={kp*1+1:keC}lentonces,u=0<=ueclUyv=1<7veV.
Luego,

AV Ve
ifi=

I
< ~iIl

ifi#£j v AT A=1,

tij € if i = j.

A=[@f) eKelf) — @ {

J

A =pt[t;;| + I, dondet;; € C
yAT - A=1,.

Asi que,

Ker(f) = {Aw1 Bijl + L = (t11, - tm) €C™ AT'AIm}. (3)
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Determinemos con precisién todos los elementos del kernel. En efecto,

(P~ 1 [Eij] + L) (0 [Ei5) + L) = Iy
In

— )T+ L) 0T [T + Inm) =
= p N[ty T 1)) + I = Iy
= p|tu,ti; +tj (sii#j)
= li=0yty+t;;=006p (sii#j).
Por tanto,
Ker(f) =
{p L [Lij]+ 1 s tii = 0y (tij,t5:) € {(0,0), (L,p—1),...,(p—1,1)} si i < j},

m2—

y su orden es p” =z, luego la ecuacién (1) se cumple.

2. Observemos que todo lo hecho en la parte 1 hasta la ecuacién (3), es
valido si reemplazamos p por 2; es decir,

Ker(f) = {A— 207t 4+ Iyt (t11, -+, tinm) € o’ y AT . A= Im},

pero,

(2071 [Eig) + L) T (2271 [Tig] + L) = Im
= (2071 )T 4 L) 227t [fg] + L) = Inm
= 20 ([t + tj3)) + Im = Iy
= t¢j+tji:062 (SIZ%])

Por tanto,

Ker(f) = {W[m + I, : ti; € C y (tij,tji) S {(0,0), (1, 1)} st < ]},

m2 m ., e
y su orden es 2 3 , luego la ecuacién (2) también se cumple. O
Corolario 3.1. Sean a > 2 un entero y p > 2 primo. Entonces

1.

TFL2*7TL

10(m, Zye)| = p(=F2) D |O(m, 2,,)|.

Divulgaciones Matemédticas Vol. 14 No. 2(2006), pp. 107-120



Ordenes de algunos Grupos Lineales Modulares 113

m2+m

10(m, Zoe)| = 2(52) @D . |0(m, Z,)|.

En [4, pags. 158 y 163] se encuentra el siguiente lema.
Lema 3.3. Sip > 2 es primo yr > 1 es entero, entonces:

1.|0(2r +1,Z)| = 27" [T, (2% - 1).
2. |0(2r +1,2,)] = 2p"" TT1—, (0 — 1).

2 sir=1
3. |O(2T, Z2)| = { 2')"2 :;11(2215 _ 1) sir > 2
2(p—1) sir=1yp=1(mdd 4)
2(p+1) sir=1yp=3(mdd 4)
2 r— . ,
4. 10(2r,Zy,)|= 2pr2*T(pT —1) tzll(thl— 1) sir>2yp=1(méd 4)
2" (" = (D)L= (0% = 1)
sir>2yp=3(méd 4)

Definicién 3.1. Diremos que un primo p es del tipo 1, sip =1 (méd 4), y
del tipo 2, si p =3 (méd 4).

Teorema 3.2. . Sea n = 2%p{* ...pz"“q’fl ...qlﬁl donde o« > 1, p1,...,pr son
primos distintos dos a dos del tipo 1 y aq,...,qr son enteros positivos, y
qi,---,q son primos distintos dos a dos del tipo 2 y (1,...,0; son enteros

positivos. Entonces,

1. Los grupos O(m,Z,) y O(m, Zsa) X Hle O(m, Z,0: ) X Hg.:l O(m, quj)
‘ i

son isomorfos; es decir,

k l
O(m, Z,) = O(m, Zs) x [ [ O(m, Z,e) x [] O(m,zqu). (4)

i=1 j=1
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2. El orden del grupo O(m,Z,,) se expresa mediante la siguiente férmula:

CO I (1 —p Y Tm A+ g5

Com L2 [T (= b2 ITms (1= 67)
0(m, Z,)| =

m

Com AT |1 =279 T, (L= )1 =972
[Ty (1= (=)~ %)L =)

(5)

sim =2, m >3 es impar y m > 4 es par, respectivamente, siendo
2
C(S) _ TLS R 25((1—1)+k+l'

Demostracion: 1. Por el Lema 3.1, Prod es un isomorfismo de grupos.
Ademds

AcO(m,Z,) < Ac GL(m,Z,)y AT - A=1,
k l
k+1
— (Am)ith € GL(m, Zse) x H1 GL(m, Z,) x Hl GL(m,quj)
1= J=
yAz;L)A(h): m(h)> h=0,1,...,k+1
k l
= Prod(A) € O(m,Zs:) x [[O(m, Z,:) x [ O(m, quj ),

i=1 j=1

lo cual demuestra que la funcién Prod restringida al grupo O(m,Z,) (i.e.,
Prod|o(m,z,)), es el isomorfismo buscado; es decir, la ecuacién (4) se cumple.

2. Probaremos sélo la tercera ecuacion; es decir, cuando m > 4 es par. Los
otros dos casos se prueban similarmente.

En efecto, asumamos que m > 4 es par. Combinando la ecuacién (4) con
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el Corolario 3.1 y el Lema 3.3 tenemos que

k 1
O(m,Z,)| = |O(m,Zsx)| [[10(m,Z,e:) (m 7, 5,)
i=1 e ;
2 =1
= 2(m ;m)(a—l)Q(%)2 H (22t_1) "
t=1
u 7n27m (OL ) (771)2 m m %71
Hl l > (p? _I)H(pft—l)]x
= t=1
l m 7m (5 1) (M)Q,ﬂ m %71
I o5 #7507 - %) T - )
= t=1
m2m 71
= (29 gm(a—1) H )
;m k o %_1
(Hp ) [ =p) [T =97 >
i=1 t=1
2
l me—moy m_
21<Hq-7'3> [T - (=)~ %) [T —a*)
= =t t=1
%71 k N
= cm) [ [a-279[[a-p HHa -9 x
t=1 =1

3.3 Orden de SO(m,Z,)

Para calcular el orden del grupo modular ortogonal especial de rango m sobre
Z,, consideramos el homomorfismo de grupos determinante, A (Teorema 3.1),
restringido al grupo modular ortogonal correspondiente; es decir, A|g(m,z,)-

Teorema 3.3. El orden del grupo lineal especial de rango m sobre Z, es:

0(m, Z,)|

‘SO(m,Znﬂ = 9

(6)
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Demostracién: Dado el homomorfismo A|g .z, ), observemos que su ran-
go o imagen es el grupo multiplicativo {£1} y su kernel es exactamente
SO(m,Z,,). Entonces, por el primer teorema de isomorfismo de grupos te-
nemos que:

|0(m, Zn)| = |Ker(Alowm,z,)IMm(Alom.z,))| = 2[SO(m, Zy)],
luego, la ecuacién (6) se cumple. O

Corolario 3.2. Sea n = 2%p* ...pz’“qlﬂ1 ...qlﬁl donde o > 1, p1,...,px SOn
primos distintos dos a dos del tipo 1 y «q,...,q son enteros positivos, y
q1,---,q son primos distintos dos a dos del tipo 2 y [(1,...,0; son enteros
positivos. Entonces,

1. Los grupos
k l
SO(m, Zy) y SO(m, Zya) x H1 SO(m, Zy:) X H1 SO(m,quJ)
1= Jj=
son isomorfos, es decir,
k l

SO(m, Zy) = SO(m, Zy«) x [[SO(m, Z,es) x ] SO(m.Z s,). (7)

i=1 j=1

2. El orden del grupo SO(m,Z,) se expresa mediante la siguiente formula:

CTT, (1= pr DT, (1 +a77h)

N|=

SO(m.Z,)| = SOmILA [T (= b0 Tl (1 - ™)

Lo I [0 =279 T, 0 - ) - 57
x5y (1= (=)~ %)(1 = )]

(®)

stm =2, m2>3 es impar y m >4 es par, respectivamente.
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Demostracion: 1. Sea Prod como en el Lema 3.1. Ademads

A€eSO(m,Zy,) < A€ O(m,Zy,) y det(A) =1
k l
= (At € O(m, Zsa) x 1‘[10(m,zp?,;) X H1 O(m,zqu)
1= 1=
_7® _
ydet(A(h))fl y h—O,l,...,k+l
k l
&= Prod(A) € SO(m, Zso) x [[SO(m, Z,) x [] SO(m,quj ),

i=1 j=1

lo cual demuestra que la funcién Prod restringida al grupo SO(m,Z,) (i.e.,
Prod|so(m,z,)) es el isomorfismo buscado, es decir, la ecuacién (7) se cumple.
2. La ecuacién (8) se sigue de las ecuaciones (5) y (7). O

3.4 Orden de Sp(2m,Zy,)

Para calcular el orden del grupo modular simpléctico de rango 2m sobre Z,,
necesitamos algunos resultados previos.

Lema 3.4. Sean p > 2 primo y a > 2 entero. Entonces

1.

2
1SP(2m, Zpe )| = p*™ T |Sp(2m, Zye-1)|. (9)

2
ISp(2m, Zpe )| = p2m +m)(“_1)|Sp(2m,Zp)|. (10)

Demostracién: 1. Sea g la aplicacién restriccién de Red, a Sp(2m, Zy«);
es decir, g = Red, |Sp(2m,Zpa)' Observemos que, para toda matriz A €
O(m, Zyo) se cumple Redq (S)? Jya-1Redo (S) = Redo (ST JpeS) = Redo(Jpo)
= Jpo-1, luego g es un epimorfismo de Sp(2m, Zya) en Sp(2m, Zyo-1).

Ahora procedemos a encontrar su kernel. En efecto, sean C C Z y U,V C
Zpe los conjuntos siguientes C ={k € Z: 0< k<p—1}, U ={kp*~1:k €
CyV={kp>1+1:keC}entonces,u=0<=ueclUyv=1<=veV.
Luego,

sii=7

STJOLS:Ja
Sii#j Y P P

sz[%]eKer<g)<:>%:{;

<= S =p~1 [tj] + Iom dondet;; € Cy STJpaS’ = Jpe.
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Por tanto,
—_— 2
Ker(g) = {S = po‘_l tij}—l—lgm . (tlh - ,tzm,gm) € C4m y STJpaS = Jpa}.
Ahora determinaremos con precisiéon todos los elementos del kernel, pero

primero observemos que cualquier elemento de Ker(g) se puede expresar como
sigue:

donde A = [@}7 B = [bij]v C= [@] y D= [@] € Z;zzxm y

-
bij = Limg) i=1,...,m; j=1,...,m.
Cij = Um+i);
dij = timeti)(m+s)
Luego,
T
pa—lA + Im pa—lB pa—lA + Im poz—lB 7
pe—1C iFDJ’»Im “ pe—1C p*~1D+ 1, -
[ poI(C—-CT)  ip* HAT + D)+ Iy O, 1 }
= | = |-Fmiom.
—p>1(A+DT) -1, p~Y(BT - B) {_Im Om
PI(C = CT) =0,
p>~1(AT + D) =0,,
<
pafl(A+ DT) — Om
p*~ (BT —B) =0,
p | bij — bji,cij — cji (sii # j)
=
{ p | aij +dji
Asi que,

Ker(g) = { SOk el W O [(AD)eMyB.Ce N}
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donde M es

{(5), 7)) € 2™ < 2™+ (35, 9i5) € {(0,0), (Lp=1), ..., (p— 1, 1)}}

yN= {[ﬁj] €Ly ™ T =Zsii<j y zj€ {0,1,...,p71}}.
En consecuencia,

2 m24m m24m

|Ker(g)‘ = #(M) X #(N) X #(N) :pm p 2z p 2 :p2m2+m.

Por tanto, se cumple la férmula (9).

2. La férmula (10) se sigue facilmente de la parte anterior. (]

Un resultado bastante conocido es dado en [2, Proposition 4.4] y expresa
que el orden del grupo simpléctico de rango 2m sobre Z,, es:

Sp(2m, Z,)| =™ [[6* - 1). (1)

Asi que el corolario siguiente se sigue inmediatamente.

Corolario 3.3. Sean p > 2 primo y a > 2 entero. Entonces

|Sp(2ma Zp“)

— (pa)2m2+m H(]- _ p72j).

Demostracién: De las ecuaciones (10) y (11) tenemos que

m

2 _ 2 . 2 i o
ISp(2m, Zye )| = p&m @ Dpm [T (Y — 1) = (p)*™ 4 [T - 7).
j=1 j=1

O
Teorema 3.4. Sean =pi" ...p" la descomposicion prima de n. Entonces,

1. Los grupos Sp(2m,Zy) y Sp(2m, Zyo1) X ... X Sp(2m7szk) son iso-
morfos; es decir,

Sp(2m, Zn) = Sp(2m, Zyea) X ... X Sp(2m,Zp:k). (12)

2. El orden del grupo Sp(2m,Z,,) se expresa mediante la siguiente férmula,

E m
Sp(2m, Z,)| = n>™ [T T - p ). (13)

i=1j=1
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Demostracién: 1. Nuevamente consideremos el isomorfismo Prod. Entonces
A €Sp(2m,Z,) <= A € GL(2m,Z,) y ATJ,A=J,
< Ap) € GL(2m, Z,en) y A(Th)JpzhA(h) =Jyen, h=1,..k
<= Prod(A) € Sp(2m,sz111) X ... X Sp(Zm,Zp:k),
lo cual demuestra que la funcién Prod restringida al grupo Sp(2m,Z,) (i.e.,

Prod|sp(2m,z,)), es el isomorfismo buscado; es decir, la ecuacién (12) se cum-
ple.

2. Combinando la ecuacién (12) con el Corolario 3.3 tenemos que

k k

ISp(2m, Z,)| = H |Sp(2m, Zp;”) = H[(p?")2m2+m H<1 _ p;2j)]
j=1

i=1 =1
k 2m®+m k. m , kK m
. —2; —25
- <HP?> [TITa-p*) = [T TT @ =),
=1 i=17=1 1=17=1

y por tanto la ecuacién (13) también es valida. O
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