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Resumen

En este art́ıculo damos las definiciones y calculamos los órdenes
de algunos subgrupos de GL(m,Zn) similares a los subgrupos lineales
clásicos del grupo lineal gene- ral sobre un cuerpo cualquiera. Espećıfi-
camente, el grupo lineal modular especial SL(m,Zn), el grupo modular
ortogonal O(m,Zn), el grupo modular ortogonal especial SO(m,Zn) y
finalmente el grupo modular simpléctico Sp(2m,Zn). La técnica uti-
lizada consiste en reducir el problema al caso primo y luego emplear
la descomposición prima de n, para ello aplicamos algunos resultados
básicos sobre isomorfismos de grupos y de aritmética modular.
Palabras y frases clave: matrices sobre anillos especiales, unidades,
grupos de unidades, otros grupos de matrices sobre anillos.

Abstract

In this paper we give the definitions and calculate the orders of some
subgroups of GL(m,Zn) similar to the classical linear subgroups of the
general linear group over any field. Specifically, the special modular
linear group SL(m,Zn), the orthogonal modular group O(m,Zn), the
special orthogonal modular group SO(m,Zn) and finally the symplectic
modular group Sp(2m,Zn). The technique used consists in reducing the
problem to the prime case and then employ the prime decomposition of
n, for this we apply some basic results about group isomorphisms and
from modular arithmetic.
Key words and phrases: matrices over special rings, units, groups
of units, other matrix groups over rings.
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1 Introducción

El grupo lineal general de rango m > 1 sobre Zn, el anillo de los enteros mo-
dulares con módulo n, lo denotaremos GL(m,Zn). Este grupo lineal modular
surge frecuentemente de ciertas aplicaciones de la Teoŕıa de Enteros Modu-
lares, Teoŕıa de Grupos Finitos y Algebra Lineal en el estudio o creación
de sistemas criptográficos tanto simétricos como de clave pública. Ejemplos
del primer tipo son “Vigenère cipher” y “Hill cipher”, los cuales se estudian
en [1]. Hace pocos años, la joven cient́ıfica irlandesa Sara Flannery [3] creó el
sistema de clave pública “Cayley-Purser algorithm” o simplemente “CP”. En
el caso particular del sistema CP se requirió conocer el orden de GL(2,Zpq)
(p, q primos). Es por ello, que el objetivo de este art́ıculo es conocer los órdenes
de ciertos subgrupos modulares que pudieran emplearse en futuros sistemas
criptográficos que usen algebra matricial modular. A continuación damos las
definiciones de algunos subgrupos de GL(m,Zn), similares a los subgrupos
clásicos de GL(m,F ) cuando F es un cuerpo cualquiera, y calculamos sus
órdenes.

2 Definición de algunos subgrupos de GL(m,Zn)

Iniciamos esta sección recordando que el grupo lineal general GL(m,Zn)
está constituido por las matrices m × m invertibles con entradas en Zn; es
decir:

GL(m,Zn) = {A = [aij ] ∈ Zm×m
n : det(A) ∈ U(Zn)}

donde U(Zn) = {u ∈ Zn : mcd (u, n) = 1} es el grupo de unidades de Zn y
cuyo orden es ϕ(n); es decir, el valor de la función-ϕ de Euler en n.

En [2] pueden verse las definiciones de los grupos lineales clásicos siguien-
tes: grupo lineal especial, grupo ortogonal, grupo ortogonal especial y grupo
simpléctico, todos de rango general y con entradas en un cuerpo.

Definición 2.1. Los grupos modulares especial, ortogonal y ortogonal espe-
cial de rango m sobre Zn, denotados SL(m,Zn), O(m,Zn) y SO(m,Zn) y
simpléctico de rango 2m sobre Zn, Sp(2m,Zn), son definidos a continuación:

SL(m,Zn) := {A ∈ GL(m,Zn) : det(A) = 1},

O(m,Zn) := {A ∈ GL(m,Zn) : AT ·A = Im},
SO(m,Zn) := {A ∈ O(m,Zn) : det(A) = 1 }
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y
Sp(2m,Zn) := {S ∈ GL(2m,Zn) : ST Jn S = Jn},

donde Jn =
[

Om Im

−Im Om

]
(Om y Im son las matrices nula e identidad de

Zm×m
n ).

3 Órdenes de los subgrupos de GL(m,Zn)

3.1 Orden de SL(m,Zn)

El orden del grupo lineal modular viene dado por la fórmula (ver [6])

|GL(m,Zn)| = nm2
k∏

i=1

m∏

j=1

(1− p−j
i ),

siendo n = pα1
1 . . . pαk

k la descomposición prima de n.

Teorema 3.1. El orden del grupo lineal modular especial de rango m sobre
Zn es (ver [5]):

|SL(m,Zn)| = nm2−1
k∏

i=1

m∏

j=2

(1− p−j
i ).

Demostración: Es bien conocido que la aplicación ∆: GL(m,Zn) −→ U(Zn)
definida por A 7−→ det(A) es un epimorfismo de grupos. Además, tenemos que

Ker(∆) = {A ∈ GL(m,Zn) : ∆(A) = 1 } = SL(m,Zn).

Aplicando el primer teorema de isomorfismo de grupos obtenemos que

|SL(m,Zn)| =
|GL(m,Zn)|
|U(Zn)| =

nm2 ∏k
i=1

∏m
j=1(1− p−j

i )
ϕ(n)

=
nm2 ∏k

i=1

∏m
j=1(1− p−j

i )

n
∏k

i=1(1− p−1
i )

= nm2−1
k∏

i=1

m∏

j=2

(1− p−j
i ).

¤
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3.2 Orden de O(m,Zn)

Para calcular el orden del grupo ortogonal de rango m sobre Zn primero
demostramos algunos resultados.

Lema 3.1. Sean α ≥ 2 un entero, p ≥ 2 un primo y n = pα1
1 . . . pαk

k la
descomposición prima de n. Entonces

1. La aplicación Redα : GL(m,Zpα) −→ GL(m,Zpα−1) definida mediante
la asignación A = [aij ] 7−→ Redα(A) = [aij ], donde aij y aij son las
clases de congruencia de aij módulo pα y pα−1, es un epimorfismo de
grupos.

2. La aplicación Prod : GL(m,Zn) −→ GL(m,Zp
α1
1

)× · · · ×GL(m,Zp
αk
k

)
definida mediante la asignación A = [aij ] 7−→ Prod(A) = (A(1), . . . ,

A(k)), donde A(h) = [aij
(h)] y aij

(h) es la clase de congruencia de aij

módulo pαh

h para h = 1, . . . , k, es un isomorfismo de grupos.

Demostración: 1. Claramente Redα(A) es independiente de la escogencia
de los representantes de las clases que son entradas de A. Por otra parte,
como mcd (det([aij ]), pα) = 1 =⇒ mcd

(
det([aij ]), pα−1

)
= 1, tenemos que la

aplicación está bien definida. Más aún, para todo par de matrices A y B en
GL(m,Zpα) se cumple que Redα(A · B) = Redα(A) · Redα(B) y aśı resulta
que Redα es un homomorfismo. Claramente es sobreyectivo.

2. Es evidente que cada componente de Prod(A) es independiente de la
escogencia de los representantes de las clases que son entradas de A y pertenece
al correspondiente grupo factor. Por otra parte, como mcd (det([aij ]), n) =
1 =⇒ mcd (det([aij ]), pαh

h ) = 1 para h = 1, . . . , k tenemos que la aplicación
está bien definida. Más aún, para todo par de matrices A y B en GL(m,Zn)
se cumple que Prod(A ·B) = Prod(A) ·Prod(B) y aśı resulta que Prod es un
homomorfismo.

Ahora probaremos que Prod es una aplicación sobreyectiva. En efecto,
dada una k-upla cualquiera (B1, . . . , Bk) en el grupo GL(m,Zp

α1
1

) × · · · ×
GL(m,Zp

αk
k

), debemos encontrar X = [xij ] ∈ GL(m,Zn) tal que X(h) = Bh

para cada h. Supongamos que Bh =
[
bij,h

(h)
]
, entonces xij = bij,h

(h)
para

h = 1, . . . , k y i, j = 1, . . . , n. Por tanto, para cada par (i, j) debemos encontrar
un entero xij que satisfaga el siguiente sistema de ecuaciones modulares





xij ≡ bij,1 (mód pα1
1 )

...
xij ≡ bij,k (mód pαk

k ),

Divulgaciones Matemáticas Vol. 14 No. 2(2006), pp. 107–120



Órdenes de algunos Grupos Lineales Modulares 111

pero el teorema del resto chino garantiza su existencia. Aśı que Prod es sobre.
Para concluir tenemos que demostrar que Prod es inyectiva. En efecto,

A = [aij ] ∈ Ker(Prod) ⇐⇒ A(h) = Im(h), h = 1, . . . , k

⇐⇒ aij
(h) =

{
0(h) if i 6= j

1(h) if i = j
, h = 1, . . . , k

⇐⇒ aij ∈
{

0 if i 6= j
1 if i = j.

⇐⇒ A = Im.

Por tanto, Prod es un isomorfismo. ¤
Lema 3.2. Sean α ≥ 2 entero y p > 2 primo. Entonces

1.
|O(m,Zpα)| = p

m2−m
2 · |O(m,Zpα−1)|. (1)

2.
|O(m,Z2α)| = 2

m2+m
2 · |O(m,Z2α−1)|. (2)

Demostración: 1. Sea f la aplicación restricción de Redα a O(m,Zpα); es
decir, f = Redα |O(m,Zpα ). Observemos que, para toda matriz A ∈ O(m,Zpα)
se cumple (Redα(A))T · Redα(A) = Redα(AT · A) = Redα(Im) = I ′m, (I ′m
es la identidad en Zm×m

pα−1 ) aśı que f es un epimorfismo de O(m,Zpα) en
O(m,Zpα−1).

Ahora procedemos a encontrar su kernel. En efecto, sean C ⊂ Z y U, V ⊂
Zpα los conjuntos siguientes C = {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ p − 1}, U = {kpα−1 : k ∈
C} y V = {kpα−1 + 1 : k ∈ C} entonces, u = 0 ⇐⇒ u ∈ U y v = 1 ⇐⇒ v ∈ V .
Luego,

A = [aij ] ∈ Ker(f) ⇐⇒ aij =

{
0 if i 6= j

1 if i = j
y AT ·A = Im

⇐⇒ aij ∈
{

U if i 6= j
V if i = j. y AT ·A = Im

⇐⇒ A = pα−1 [tij ] + Im donde tij ∈ C

y AT ·A = Im.

Aśı que,

Ker(f) =
{

A = pα−1 [tij ] + Im : (t11, . . . , tmm) ∈ Cm2
y AT ·A = Im

}
. (3)
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112 Roy Quintero

Determinemos con precisión todos los elementos del kernel. En efecto,

(pα−1 [tij ] + Im)T (pα−1 [tij ] + Im) = Im

⇐⇒ (pα−1 [tij ]T + Im)(pα−1 [tij ] + Im) = Im

⇐⇒ pα−1
(
[tij + tji]

)
+ Im = Im

⇐⇒ p | tii, tij + tji (si i 6= j)
⇐⇒ tii = 0 y tij + tji = 0 ó p (si i 6= j).

Por tanto,
Ker(f) =

{
pα−1 [tij ]+Im : tii = 0 y (tij , tji) ∈ {(0, 0), (1, p−1), . . . , (p−1, 1)} si i < j

}
,

y su orden es p
m2−m

2 , luego la ecuación (1) se cumple.

2. Observemos que todo lo hecho en la parte 1 hasta la ecuación (3), es
válido si reemplazamos p por 2; es decir,

Ker(f) =
{

A = 2α−1[tij ] + Im : (t11, . . . , tmm) ∈ Cm2
y AT ·A = Im

}
,

pero,

(2α−1 [tij ] + Im)T (2α−1 [tij ] + Im) = Im

⇐⇒ (2α−1 [tij ]T + Im)(2α−1 [tij ] + Im) = Im

⇐⇒ 2α−1
(
[tij + tji]

)
+ Im = Im

⇐⇒ 2 | tij + tji (si i 6= j)
⇐⇒ tij + tji = 0 ó 2 (si i 6= j).

Por tanto,

Ker(f) =
{

2α−1[tij ] + Im : tii ∈ C y (tij , tji) ∈ {(0, 0), (1, 1)} si i < j

}
,

y su orden es 2
m2+m

2 , luego la ecuación (2) también se cumple. ¤

Corolario 3.1. Sean α ≥ 2 un entero y p > 2 primo. Entonces

1.
|O(m,Zpα)| = p

(
m2−m

2

)
(α−1) · |O(m,Zp)|.
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Órdenes de algunos Grupos Lineales Modulares 113

2.

|O(m,Z2α)| = 2
(

m2+m
2

)
(α−1) · |O(m,Z2)|.

En [4, pags. 158 y 163] se encuentra el siguiente lema.

Lema 3.3. Si p > 2 es primo y r ≥ 1 es entero, entonces:

1. |O(2r + 1,Z2)| = 2r2 ∏r
t=1(2

2t − 1).

2. |O(2r + 1,Zp)| = 2pr2 ∏r
t=1(p

2t − 1).

3. |O(2r,Z2)| =
{

2 si r = 1
2r2 ∏r−1

t=1 (22t − 1) si r ≥ 2

4. |O(2r,Zp)|=





2(p− 1) si r = 1 y p ≡ 1 (mód 4)
2(p + 1) si r = 1 y p ≡ 3 (mód 4)
2pr2−r(pr − 1)

∏r−1
t=1 (p2t − 1) si r ≥ 2 y p ≡ 1 (mód 4)

2pr2−r(pr − (−1)r)
∏r−1

t=1 (p2t − 1)
si r ≥ 2 y p ≡ 3 (mód 4)

Definición 3.1. Diremos que un primo p es del tipo 1, si p ≡ 1 (mód 4), y
del tipo 2, si p ≡ 3 (mód 4).

Teorema 3.2. . Sea n = 2αpα1
1 . . . pαk

k qβ1
1 . . . qβl

l donde α ≥ 1, p1, . . . , pk son
primos distintos dos a dos del tipo 1 y α1, . . . , αk son enteros positivos, y
q1, . . . , ql son primos distintos dos a dos del tipo 2 y β1, . . . , βl son enteros
positivos. Entonces,

1. Los grupos O(m,Zn) y O(m,Z2α)×∏k
i=1 O(m,Zp

αi
i

)×∏l
j=1 O(m,Z

q
βj
j

)

son isomorfos; es decir,

O(m,Zn) ∼= O(m,Z2α)×
k∏

i=1

O(m,Zp
αi
i

)×
l∏

j=1

O(m,Z
q

βj
j

). (4)
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2. El orden del grupo O(m,Zn) se expresa mediante la siguiente fórmula:

|O(m,Zn)| =





C(2)
∏k

i=1(1− p−1
i )

∏l
j=1(1 + q−1

j )

C(m)
∏m−1

2
t=1

[ ∏k
i=1(1− p−2t

i )
∏l

j=1(1− q−2t
j )

]

C(m)
∏m

2 −1
t=1

[
(1− 2−2t)

∏k
i=1(1− p

−m
2

i )(1− p−2t
i )×

∏l
j=1(1− (−qj)−

m
2 )(1− q−2t

j )
]

(5)
si m = 2, m ≥ 3 es impar y m ≥ 4 es par, respectivamente, siendo
C(s) = n

s2−s
2 2s(α−1)+k+l.

Demostración: 1. Por el Lema 3.1, Prod es un isomorfismo de grupos.
Además

A ∈O(m,Zn) ⇐⇒ A ∈ GL(m,Zn) y AT ·A = Im

⇐⇒ (A(h))k+l
h=0 ∈ GL(m,Z2α)×

k∏

i=1

GL(m,Zp
αi
i

)×
l∏

j=1

GL(m,Z
q

βj
j

)

y AT
(h) ·A(h) = Im(h), h = 0, 1, . . . , k + l

⇐⇒ Prod(A) ∈ O(m,Z2α)×
k∏

i=1

O(m,Zp
αi
i

)×
l∏

j=1

O(m,Z
q

βj
j

),

lo cual demuestra que la función Prod restringida al grupo O(m,Zn) (i.e.,
Prod|O(m,Zn)), es el isomorfismo buscado; es decir, la ecuación (4) se cumple.

2. Probaremos sólo la tercera ecuación; es decir, cuando m ≥ 4 es par. Los
otros dos casos se prueban similarmente.

En efecto, asumamos que m ≥ 4 es par. Combinando la ecuación (4) con
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Órdenes de algunos Grupos Lineales Modulares 115

el Corolario 3.1 y el Lema 3.3 tenemos que

|O(m,Zn)| = |O(m,Z2α)|
k∏

i=1

|O(m,Zp
αi
i

)|
l∏

j=1

|O(m,Z
q

βj
j

)|

= 2
(

m2+m
2

)
(α−1)2( m

2 )2

m
2 −1∏
t=1

(22t − 1)×

k∏

i=1

[
p

(
m2−m

2

)
(αi−1)

i 2p
( m

2 )2−m
2

i (p
m
2

i − 1)

m
2 −1∏
t=1

(p2t
i − 1)

]
×

l∏

j=1

[
q

(
m2−m

2

)
(βj−1)

j 2q
( m

2 )2−m
2

j (q
m
2

j − (−1)
m
2 )

m
2 −1∏
t=1

(q2t
j − 1)

]

= (2α)
m2−m

2 2m(α−1)

m
2 −1∏
t=1

(1− 2−2t)×

2k

(
k∏

i=1

pαi
i

)m2−m
2 k∏

i=1

(1− p
−m

2
i )

m
2 −1∏
t=1

(1− p−2t
i )×

2l

(
l∏

j=1

q
βj

j

)m2−m
2 l∏

j=1

(1− (−qj)−
m
2 )

m
2 −1∏
t=1

(1− q−2t
j )

= C(m)

m
2 −1∏
t=1

[
(1− 2−2t)

k∏

i=1

(1− p
−m

2
i )(1− p−2t

i )×

l∏

j=1

(1− (−qj)−
m
2 )(1− q−2t

j )
]
.

¤

3.3 Orden de SO(m,Zn)

Para calcular el orden del grupo modular ortogonal especial de rango m sobre
Zn consideramos el homomorfismo de grupos determinante, ∆ (Teorema 3.1),
restringido al grupo modular ortogonal correspondiente; es decir, ∆|O(m,Zn).

Teorema 3.3. El orden del grupo lineal especial de rango m sobre Zn es:

|SO(m,Zn)| = |O(m,Zn)|
2

. (6)
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Demostración: Dado el homomorfismo ∆|O(m,Zn), observemos que su ran-
go o imagen es el grupo multiplicativo {±1} y su kernel es exactamente
SO(m,Zn). Entonces, por el primer teorema de isomorfismo de grupos te-
nemos que:

|O(m,Zn)| = |Ker(∆|O(m,Zn))||Im(∆|O(m,Zn))| = 2|SO(m,Zn)|,

luego, la ecuación (6) se cumple. ¤

Corolario 3.2. Sea n = 2αpα1
1 . . . pαk

k qβ1
1 . . . qβl

l donde α ≥ 1, p1, . . . , pk son
primos distintos dos a dos del tipo 1 y α1, . . . , αk son enteros positivos, y
q1, . . . , ql son primos distintos dos a dos del tipo 2 y β1, . . . , βl son enteros
positivos. Entonces,

1. Los grupos

SO(m,Zn) y SO(m,Z2α)×
k∏

i=1

SO(m,Zp
αi
i

)×
l∏

j=1

SO(m,Z
q

βj
j

)

son isomorfos, es decir,

SO(m,Zn) ∼= SO(m,Z2α)×
k∏

i=1

SO(m,Zp
αi
i

)×
l∏

j=1

SO(m,Z
q

βj
j

). (7)

2. El orden del grupo SO(m,Zn) se expresa mediante la siguiente fórmula:

|SO(m,Zn)| =





1
2C(2)

∏k
i=1(1− p−1

i )
∏l

j=1(1 + q−1
j )

1
2C(m)

∏m−1
2

t=1

[∏k
i=1(1− p−2t

i )
∏l

j=1(1− q−2t
j )

]

1
2C(m)

∏m
2 −1

t=1

[
(1− 2−2t)

∏k
i=1(1− p

−m
2

i )(1− p−2t
i )

×∏l
j=1(1− (−qj)−

m
2 )(1− q−2t

j )
]

(8)
si m = 2, m ≥ 3 es impar y m ≥ 4 es par, respectivamente.
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Demostración: 1. Sea Prod como en el Lema 3.1. Además

A ∈SO(m,Zn) ⇐⇒ A ∈ O(m,Zn) y det(A) = 1

⇐⇒ (A(h))k+l
h=0 ∈ O(m,Z2α)×

k∏

i=1

O(m,Zp
αi
i

)×
l∏

j=1

O(m,Z
q

βj
j

)

y det(A(h)) = 1(h)
, h = 0, 1, . . . , k + l

⇐⇒ Prod(A) ∈ SO(m,Z2α)×
k∏

i=1

SO(m,Zp
αi
i

)×
l∏

j=1

SO(m,Z
q

βj
j

),

lo cual demuestra que la función Prod restringida al grupo SO(m,Zn) (i.e.,
Prod|SO(m,Zn)) es el isomorfismo buscado, es decir, la ecuación (7) se cumple.

2. La ecuación (8) se sigue de las ecuaciones (5) y (7). ¤

3.4 Orden de Sp(2m,Zn)

Para calcular el orden del grupo modular simpléctico de rango 2m sobre Zn

necesitamos algunos resultados previos.

Lema 3.4. Sean p ≥ 2 primo y α ≥ 2 entero. Entonces

1.
|Sp(2m,Zpα)| = p2m2+m|Sp(2m,Zpα−1)|. (9)

2.
|Sp(2m,Zpα)| = p(2m2+m)(α−1)|Sp(2m,Zp)|. (10)

Demostración: 1. Sea g la aplicación restricción de Redα a Sp(2m,Zpα);
es decir, g = Redα |Sp(2m,Zpα ). Observemos que, para toda matriz A ∈
O(m,Zpα) se cumple Redα(S)T Jpα−1Redα(S) = Redα(ST JpαS) = Redα(Jpα)
= Jpα−1 , luego g es un epimorfismo de Sp(2m,Zpα) en Sp(2m,Zpα−1).

Ahora procedemos a encontrar su kernel. En efecto, sean C ⊂ Z y U, V ⊂
Zpα los conjuntos siguientes C = {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ p − 1}, U = {kpα−1 : k ∈
C} y V = {kpα−1 + 1 : k ∈ C} entonces, u = 0 ⇐⇒ u ∈ U y v = 1 ⇐⇒ v ∈ V .
Luego,

S = [sij ] ∈Ker(g) ⇐⇒ sij =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
y ST JpαS = Jpα

⇐⇒ S = pα−1 [tij ] + I2m donde tij ∈ C y ST JpαS = Jpα .
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Por tanto,

Ker(g) =
{

S = pα−1 [tij ]+I2m : (t11, . . . , t2m,2m) ∈ C4m2
y ST JpαS = Jpα

}
.

Ahora determinaremos con precisión todos los elementos del kernel, pero
primero observemos que cualquier elemento de Ker(g) se puede expresar como
sigue:

pα−1 [tij ] + I2m =


pα−1A + Im pα−1B

pα−1C pα−1D + Im


 ,

donde A = [aij ], B = [bij ], C = [cij ] y D = [dij ] ∈ Zm×m
pα y





aij = tij
bij = ti(m+j)

cij = t(m+i)j

dij = t(m+i)(m+j)

i = 1, . . . , m; j = 1, . . . ,m.

Luego,

pα−1A + Im pα−1B

pα−1C pα−1D + Im




T

Jpα


pα−1A + Im pα−1B

pα−1C pα−1D + Im


 = Jpα

⇐⇒

 pα−1(C − CT ) pα−1(AT + D) + Im

−pα−1(A + DT )− Im pα−1(BT −B)


 =

[
Om Im

−Im Om

]

⇐⇒





pα−1(C − CT ) = Om

pα−1(AT + D) = Om

pα−1(A + DT ) = Om

pα−1(BT −B) = Om

⇐⇒
{

p | bij − bji, cij − cji (si i 6= j)
p | aij + dji

Aśı que,

Ker(g) =

{ 
pα−1A + Im pα−1B

pα−1C pα−1D + Im


 : (A,D) ∈ M y B, C ∈ N

}
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donde M es{(
[xij ], [yij ]

) ∈ Zm×m
pα ×Zm×m

pα : (xij , yij) ∈ {(0, 0), (1, p− 1), . . . , (p− 1, 1)}
}

y N =
{

[zij ] ∈ Zm×m
pα : zij = zji si i < j y zij ∈ {0, 1, . . . , p− 1}

}
.

En consecuencia,

|Ker(g)| = #(M)×#(N)×#(N) = pm2
p

m2+m
2 p

m2+m
2 = p2m2+m.

Por tanto, se cumple la fórmula (9).

2. La fórmula (10) se sigue fácilmente de la parte anterior. ¤
Un resultado bastante conocido es dado en [2, Proposition 4.4] y expresa

que el orden del grupo simpléctico de rango 2m sobre Zp es:

|Sp(2m,Zp)| = pm2
m∏

j=1

(p2j − 1). (11)

Aśı que el corolario siguiente se sigue inmediatamente.

Corolario 3.3. Sean p ≥ 2 primo y α ≥ 2 entero. Entonces

|Sp(2m,Zpα)| = (pα)2m2+m
m∏

j=1

(1− p−2j).

Demostración: De las ecuaciones (10) y (11) tenemos que

|Sp(2m,Zpα)| = p(2m2+m)(α−1)pm2
m∏

j=1

(p2j − 1) = (pα)2m2+m
m∏

j=1

(1− p−2j).

¤
Teorema 3.4. Sea n = pα1

1 . . . pαk

k la descomposición prima de n. Entonces,

1. Los grupos Sp(2m,Zn) y Sp(2m,Zp
α1
1

) × . . . × Sp(2m,Zp
αk
k

) son iso-
morfos; es decir,

Sp(2m,Zn) ∼= Sp(2m,Zp
α1
1

)× . . .× Sp(2m,Zp
αk
k

). (12)

2. El orden del grupo Sp(2m,Zn) se expresa mediante la siguiente fórmula,

|Sp(2m,Zn)| = n2m2+m
k∏

i=1

m∏

j=1

(1− p−2j
i ). (13)
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Demostración: 1. Nuevamente consideremos el isomorfismo Prod. Entonces

A ∈Sp(2m,Zn) ⇐⇒ A ∈ GL(2m,Zn) y AT JnA = Jn

⇐⇒ A(h) ∈ GL(2m,Zp
αh
h

) y AT
(h)Jp

αh
h

A(h) = Jp
αh
h

, h = 1, . . . , k

⇐⇒ Prod(A) ∈ Sp(2m,Zp
α1
1

)× . . .× Sp(2m,Zp
αk
k

),

lo cual demuestra que la función Prod restringida al grupo Sp(2m,Zn) (i.e.,
Prod|Sp(2m,Zn)), es el isomorfismo buscado; es decir, la ecuación (12) se cum-
ple.

2. Combinando la ecuación (12) con el Corolario 3.3 tenemos que

|Sp(2m,Zn)| =
k∏

i=1

|Sp(2m,Zp
αi
i

)| =
k∏

i=1

[(pαi
i )2m2+m

m∏

j=1

(1− p−2j
i )]

=

(
k∏

i=1

pαi
i

)2m2+m k∏

i=1

m∏

j=1

(1− p−2j
i ) = n2m2+m

k∏

i=1

m∏

j=1

(1− p−2j
i ).

y por tanto la ecuación (13) también es válida. ¤
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