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Sea D el disco unitario del plano complejo C. Parap > 1y a > —1, el espacio
de Bergman con peso AP, := AP (D) es la clase de las funciones analiticas sobre
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Resumen

Sea D el disco unitario en el plano complejo y p una medida po-
sitiva que es doblante e invariante por traslacién. Para cada funcion
f € L? (D, u), analitica sobre el disco, construimos ciertos subconjuntos
Gy de D, y probamos que la norma L? de f se obtiene esencialmente
por integracién sobre los conjuntos Gj.
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Abstract

Let D be the open unit disk in the complex plane and let p be
a positive, translation invariant doubling measure. For each analytic
function f € LP (D, u) on the disk D, we construct a class of subsets
Gy of D, and we show that the LP norm of f is obtained by integration
over the sets Gy.
Key words and phrases: Bergman spaces, doubling measures, seudo-
hyperbolic disks.

Introducciéon

D tales que

o= ( If(Z)I”dAa(Z)); <0,
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donde dA,(2) == (a+ 1)(1 — |2]?)?dA(z) y dA(z) = lcl:lcdy = l7"cl7‘d9 es la
medida bidimensional de Lebesgue. Para a = 0, el espgcio de Bergman usual
(sin peso) se denota por AP.

Se dice que un subconjunto G de D es un conjunto dominante para AP
si [ 1f(2)[PdAq(z) es comparable con | f||%, , para toda f € A%. En [2], D.
Luecking describe los conjuntos dominantes para AP, notandose que tales
conjuntos deben tener una distribucién uniforme de masa cerca de la frontera
del disco D. En [4] y [1] los autores prueban que tal caracterizacién también
se cumple para los espacios de Bergman con peso A2, con o > —1, p > 1
y en los espacios de Besov B, con p > 1, donde f € B, p > 1 si y sélo si
freAl .

En otro orden de ideas, es conocido que si f es una funcién analitica
sobre D, entonces podemos construir conjuntos Gy (que llamaremos del tipo
dominante para los espacios de Bergman) tales que la norma de Bergman se
obtenga por integracién sobre dichos conjuntos. Por ejemplo en [3] D. Marshall
y W. Smith prueban que si consideramos Gy = f~! (3.), entonces se obtiene
el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Dado ¢ > 0 existe a una constante § > 0 tal que si f € Al es
univalente y f(0) = 0, entonces

/ FldA = o] flh, (L.1)
F=1(=:)

siendo conjeturado que la desigualdad (1.1) sigue siendo vélida, para todo ¢ >
0, si quitamos la condicién de univalencia. El resultado de Marshall y Smith
ha sido generalizado por Pérez-Gonzdlez y Ramos en [5] para funciones en el
espacio de Bergman con peso Al con a > 0 mostrandose ademds, mediante
un contraejemplo, que tal generalizacién no es factible, para todo € > 0, si
a < 0.

En este articulo investigamos un problema de esta naturaleza. Considera-
remos una medida p, invariante por traslaciéon que sea doblante, es decir, la
medida p satisface pu (D (z,nr)) < C(n)u (D (2,r)), para toda bola en el plano
complejo y la constante C(n) > 0 depende solamente de 1 > 0. Entonces da-
da una funcién f € L? (D,du), analitica sobre D y constantes p, A € (0,1),
construiremos una clase de subconjuntos Gy (p, A) del disco D tales que

/ FP du(z) > 6 / FEIP du(2),
Gi(p) D

donde la constante § > 0 no depende de la funcién f.
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2 Notaciones y preliminares

Antes de establecer nuestro resultado principal, necesitaremos algunas nota-
ciones. En general, asumiremos que € € (0, 1) es fijo; para cada a € D, defini-
mos

D.(a) :={z€D : |z—a| <e(l—]a|])}.

Note que D.(a) es un disco euclideo centrado en a y totalmente contenido
en el disco unitario. Dado A € (0,1) dado y una funcién analitica f sobre D,
definimos

Ex(a) :=={z € D(a) : [f(2)| > Alf(a)]} .

Podemos notar que para A\; < A2 < 1 se cumple
E(X2, f)(a) C E(A1, f)(a), a€D.

Entonces para p y A dados en (0,1) y f analitica sobre D podemos definir
los conjuntos

Grp\) = {z €Dt u(Ba(2)) > pu (Do(2)}, (2.2)
Note que para A € (0, 1) fijo se cumple,
p1 < p2 <1= Gs(p2,A) C Gr(p1, ). (2.3)

Los conjuntos Gy juegan un papel fundamental en nuestro resultado. En la
proxima seccién, nos dedicaremos a demostrar que la norma de f se obtiene
esencialmente por integracion sobre Gy; pero antes necesitaremos algunas
estimaciones que involucran discos seudohiperbdlicos.

Recordemos que el disco seudo hiperbdlico con centro a € D y radio ¢ se
define como

< g} |

Entonces, dado que A(z,¢) es un disco euclideo, se cumple la desigualdad

z—a
1—az

Ala,e) = {zeD:

A9 < 7 gy (= A (2.0

para cualquier z € D. Donde |E| denota la medida bidimensional normalizada
de Lebesgue del conjunto medible F.
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Lema 2.1. Dado ¢ € (0,1), existe una constante C(e) > 0 tal que para
cualquier z en D se cumple

1
I :Z/DmlDE(a)(z)dﬂ(a) < Cl(e) (2.5)

donde 1p_¢q) denota la funcion caracteristica del conjunto De(a).

Demostracién: Notamos que D (a) C A(a, &) y que 1p_(4)(2) < 1aa,e)(2) =
1a(ze)(a), donde en la tltima desigualdad hemos usado el hecho de que
z € A(a,e) siy s6lo si a € A(z,e). Luego sustituyendo en la definicién de I,

obtenemos
1
I g/ ————du(a); 2.6
aee) 1 (Do(a)) ™ (26)

ademds, dado que A(z,€) es un disco euclideo con radio (euclideo) R, en-
tonces usando la cota en (2.4), podemos ver que existe una C(e) > 0 tal que
R = C(e)radio (D.(a)) y por tanto u (A(z,€)) < C(e)p (De(a)), donde hemos
usado que p es una medida doblante invariante por traslacién. Sustituyendo

n (2.6) obtenemos I < C(g), y la prueba estd completa. O

3 Clase de conjuntos dominantes

Dedicamos esta seccién para probar nuestro resultado principal el cual enun-
ciamos de la siguiente manera:

Teorema 3.1. Fijemose € (0,1) y sea A € (07 %) Entonces existen constan-
tes p € (0,1) y & > 0 tal que

/ FEP du(z) > 6 / FEP du(z)
Gyr(pA) D

para toda funcion analitica f € LP (D, du).

Demostracion: Sea f € LP (D,du) y o € (0,1) una constante que depende
solo de € que seleccionaremos después. Entonces podemos descomponer el
disco unitario I en dos conjuntos disjuntos Ay B =D\ A, donde

=<a f(a)P € —20 2)[Pdu(z) ¢ .
A—{ <D @ < gty | 1FCPa )}
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Asi de la definicién de A y el Lema 2.1 podemos ver que existe una constante
C(e) > 0 tal que

[15@Paut) < e [ 1#G)Pdu) 3.7
A D

Note que si seleccionamos roC(e) < 1, el conjunto D \ A es también del tipo
dominante.

1
Consideremos ahora un punto a € B, A < $ y sea R = —roe (1 — |a]).

Probaremos que D (a; R) C Ex(a). En efecto, consideremos r = 5(1 —|al) y
z € D(a, R). Entonces por la férmula integral de Cauchy podemos escribir

£() = J(@)] < 57C, (39)

donde C,. := sup{|f(¢)| : [t—a| = r}. Dado que |f]| es una funcién subarménica
se tiene
<o 7 w)|dAGw) < = |f(a)
< w w) < —|f(a)],
' |De(a) D.(a) To
donde hemos usado que D (t,7) C D.(a), la definicién de r, la desigualdad de
Holder y la definicién de B. Luego, sustituyendo en (3.8) se cumple

7() ~ fla)l < 517(@)

para todo z € D(a, R) esto ultimo junto con la desigualdad triangular implica
1

[f(z)] > 51f (@)l = Alf(a)| para cualquier 2 & D(a,R) y D(a,R) C Ex(a)

como lo afirmamos.

Por lo tanto, si a € B podemos usar el hecho que p es doblante para
concluir que existe una constante > 1, que depende sélo de 7y tal que
1t (De(a)) < Bu(D (a,R)) < Bu(Ex(a)), es decir, dado A < %, existe una
constante p € (0,1) tal que B C Gy (p, A).

Finalmente, seleccionando ro € (0, 1) tal que roC(e) < 1 obtenemos

AU@WWMASMQQAU@WﬂMd+L; FEP dul2)

7(p\)

v la prueba esta lista con § = O

1
1—7‘00(5) :
Ejemplo 3.2. Consideremos u = A la medida bidimensional de Lebesgue y
fijemos € € (0,1). Entonces podemos notar que la constante C'(g) en (2.5) se
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_ 64
(1—e2)%?
del Teorema sea cierta debemos seleccionar

puede tomar como C/(g) de tal manera que para que la conclusién

1 4
ro < — (1—¢%)".
0™ 64 ( )

Por otra parte, de la relacién A (D (a, R)) = 3578 A (D; (a)) es claro que
la constante p al cual se refiere el Teorema puede ser

2
ro 1 28
=—<—==(l-¢
que como se nota es una constante bastante pequena. Esto tltimo junto con
el hecho que los conjuntos Gy (p, A) son decrecientes por (2.3) nos lleva a
preguntarnos si tales conjuntos no son todo el disco D.

Con el fin de probar que en general los conjuntos G (p, A) no son todo
el disco D, consideramos ¢ = 15, fijamos A € (0,3) y f(z) = (1 —2)"" con
n € N lo suficientemente grande tal que VA > %. Afirmamos que en este
caso Gy (p,\) estd contenido en D\ D (O;i . En efecto, sea a € D (0; i) y
z € D.(a), entonces dado que |z| < %|a| + 75 es claro que

9
|1—z|21—\z|21—0(1—|a\)>9|z—a|

por lo que z ¢ {z € De(a): |z —al > VA1 - z|} = E)(a); por lo tanto si
a€D(0;1), Ex(a) =0y a¢ Gy(p,A) tal como lo afirmamos.
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