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Resumen
En este trabajo se da un método para obtener férmulas de cuadra-
tura optimales en clases de funciones diferenciables con una estructura
dada.
Palabras y frases clave: Integracién numérica, férmulas de cuadra-
tura.

Abstract
In this paper we present a method to obtain optimal quadrature
formula in a class of differentiable function with a given structure.
Key words and phrases: Numerical integration, quadrature formu-
las.

Planteamiento del Problema

Sean el intervalo [0, T] de R! y F(0,T) el conjunto de funciones que satisfacen
en [0, 7] la ecuacién diferencial

Zm“”(t) = £(t) (1)
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donde a;, ¢ = 0,1,--- ,n — 1 son constantes conocidas, a, = 1, n > 1y
&(t) es una funcién desconocida de un conjunto E C Lo (0,T). Para algunas
funciones f € F se conocen valores aproximados de las mismas en los puntos
t1,ta,--- ,tN, O sea,

f(tz)gylvl:]-,viNv (2)

donde 0 < t; < tg < --- <ty < T. Supongamos también que se cumplen las
desigualdades

n

N2 2 T 2 2
SOIf(t) — v g/ e2(t)dt < ¢ (3)

=0

Para los datos {a;}™, {vi, i}, ¢,(, se exige calcular la integral

() = / p(t)(t)dt (4)

donde p(t) € La(0,T) es una funcién de peso dada, no idénticamente nula. Pa-
ra el célculo de la integral (4) usualmente se utiliza una férmula de cuadratura
del tipo

T N
| etosoie=3"cun (5)
0 k=1

en la que la suma de la derecha aproxima con cierta precisién a la integral de
la izquierda. Ahora bien, definiendo el error de la aproximacién como

R(Clv"' 7CN) = Ssup
reF

T N
/ PO F()dt =3 Cryl (6)
0 k=1

podemos plantearnos el problema de hallar los coeficientes
Ck,k = 1725"' aNa
para los cuales R(Cy,- -+ ,Cn) = Ry(C) sea minimo, o sea,

Ry(C) = min R(C1, Ca, -+, Ciy). (7)
k

Si el minimo existe, entonces, los coeficientes que lo alcanzan definen una
férmula de cuadratura optimal en la clase de funciones dada F.
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2 Problema Conjugado

Tomemos una funcién arbitraria 1(t), la cual tiene en el intervalo (¢;,%;11)
derivada hasta el orden n inclusive

(tQZO,tN+1 :Tajzoala"' aN)

Integrando por partes obtenemos

i—1

tj+1
/ REDY (—1)"¢(V)f(i—u—1)
t

“3 v=0

j+1—0 it .
e [T e0s

J

tj+0

Debido a las relaciones (1) y (2) se cumplen las identidades

/0 b(t) (Z a; fO(t) - £<t>> dt =0,
=0

Aqui los C; son nimeros arbitrarios, ¢; = f(¢;) — y; son errores desconocidos
de los datos (2). Sumando formalmente las identidades (9), usando la relacién
(8) v la identidad (4) y luego igualando los coeficientes de f), ¢t € [0,T],
v=0,---,n— 1, obtenemos las siguientes condiciones para la funcién ¥(-) :

n—1
w(n) + Z(_Dn—uayw(v) — (_1)n—1p(t)7t € (ti,tiy1), =1, N (10)

v=0

P (0) =y(T) =0,v =0,n— 1

YV (t;4+0) = (t; —0), v =0,n—2,i=1,N (11)
YDt +0) — V(4 —0) = (-1)"Cyi =T, N (12)
si tal funcién 9 (t) existe, entonces la integral (4) toma la forma

N T
I(f) :Zci(yiJrEi)*/o Y(H)E(t)dt.
1

1=
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De este modo, llegamos a la siguiente férmula de cuadratura

T N
1(f) = / 0 F ()= S Coyr = S () (13)

i=1

el error de la cual tiene la expresién

N T
1) = Sx(n) = R(.Co) = Y Ce— [ wenar ()

El problema de frontera (10) — (12) se llama problema conjugado del problema
de bisqueda de la férmula de cuadratura (13), la que es exacta en el conjunto
de soluciones de la ecuacién homogénea de (1)(§ = 0). Para la existencia de
la solucién del problema conjugado es suficiente que N > n. Es facil calcular,
para las condiciones (3) el valor exacto del error (6) de (14).

N T
Zqﬂg,// V2(t)dt = R(C). (15)
i=1 0

De esta forma, la solucién del problema sobre la busqueda de la forma de
cuadratura optimal (13), se reduce a la solucién del problema

[R(f{Ci}) <&

CJ'I'l'lynCN R(C) (16)

con las condiciones (10) — (12).

3 Solucién del Problema Conjugado

Usando el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea de
(10)(p(t) = 0), el problema de frontera (10) — (12) se puede reducir a un
sistema de ecuaciones lineales relativo a las incognitas Cq, Cs, - - - , Cy, a través
de las cuales se puede expresar el valor de R(C). Denotemos por 1 (t) la
solucién particular de la ecuacién no homogénea (10) con las condiciones nulas

YD(0)=0,i=0,1,--- ,n—1. (17)
Ahora sea 12 (t) la solucién de la ecuacién homogénea de (10) con condiciones

iniciales

YP0)=0,i=0,1,--- ,n—2,9""D0) = (=1)". (18)
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Entonces, la solucién de la ecuacién (10) con condiciones iniciales (17) y con-
diciones de saltos (11) y (12) tiene la forma

N(t)

(1) ) + ZCﬂ/Jz i) =0t C1,Co,- - ,On) =(1:C),  (19)
donde N(t) = méxj : t; < t. De este modo, el problema de frontera (10) —(12)
se reduce a la busqueda de las constantes Cy,Cs, - -+, Cy de las condiciones

0=4U)(T) +ZC¢(7) t),7=0,1,--- n—1 (20)

Ahora, la solucién del problema (16) consiste en la biisqueda del minimo de la
funcién suave convexa R(C'), definida por la férmula (15) para las relaciones
(19) y (20). Este problema se puede resolver con ayuda de los multiplicadores
de Lagrange. Para ello formemos el funcional de Lagrange

n—1
L(C,1) = R(C) + ) w91, 0),

Jj=0

hallando su primera variaciéon tenemos

n—1
6L = %Zc(s +71/ b(t, C)(t, C)dt + > 1;009(T, C) (21)
=1 7=0
donde I = (lp,l1,+ -+ ,ln—1) es el vector de multiplicadores de Lagrange. De
acuerdo a (19) tenemos
N(t)
YD (t,C) = ZéOw(])tft)j:O,l,-~-,n71 (22)

N 1/2 - 1/2
Yo =¢/ (ZCQ> 1 =¢/ </O wz(t)dt> : (23)

Poniendo la expresién (22) en (21) e igualando a cero los coeficientes de 6C;,
obtenemos la condicién necesaria de extremo del problema (16)

N n—1
ibi +90Cs + 71 Y Cbis = — 3 L (T —ti),i=1,2,--- N, (24)

s=1
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donde
T

by = Y1 (t) ot — ti)dt,b = (by,ba,--- ,bN)
t;

T

bis = ’(/JQ(t — tﬂ’(ﬂg(t — ts)dt, tis = méx{ti, ts}.
tis

Sin perder generalidad puede considerarse que 7y = 1, entonces el sistema
(24) puede escribirse en forma matricial como

(E+mB)C = -Vl —mb,
donde E es la matriz identidad y las matrices

B =B = {bi}V

i,s=1

y
W = () (T — ) HI7 5

i=1,j=0
son transformaciones conocidas del sistema paramétrico (24). Como v, > 0,
entonces la matriz (E + v, B) es no singular por lo que

C= —(E+’71B)_1(\I/l+"/1b). (25)
Como la condicién (22) en forma matricial toma la forma
VIO = —ihy .

Poniendo en ella la ecuacién (25), hallamos la ecuacién para los multiplicado-
res de Lagrange
UHE+7B)" (Wl +7b) = 7. (26)

, (1) (n—1)
Aqui denotamos Y11 = (z/Jl (T), ;77 (T), -+ 9y (T)) Para resolver el pro-

blema debemos escoger el pardametro y; apropiado. Esto puede hacerse a través
de un método iterativo aplicado a la ecuacién que resulta de dividir las rela-
ciones de (23)
w_ 1 _ el o)
noomno <]
donde la norma de 9 se toma sobre el espacio L3(0,7") y la de C es la nor-
ma euclidiana. El vector C' y la funcién +(-) se consideran dependientes del
pardmetro y; a través de la férmula (25) y la solucién ! del sistema (26). De
esta forma, resolviendo la ecuacién

elvl _
<[l

podemos hallar una aproximacién a 7; y por supuesto una aproximacion a C'.

IC1I =~

0,
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4 Formulas de Cuadratura Particulares

Consideremos que el polinomio caracteristico de (10)
AT (=) FapAE =0 (28)

tiene raices reales distintas A1, Ag, -+, A, y supongamos ademds que p(t) =
1. Entonces 12(t) como solucién de la ecuacién homogénea con condiciones
iniciales

$90) = 0,k =0, —2,45"(0) = (=1)"

se expresa en la forma

n
t) = Zgiekit,k =0,n—1,
i=1

como wék)(t) = 3" giMFei k= 0,n—1 entonces g = (91,92, ,gn) s€
determina como solucién del 31stema de ecuaciones

P80 Zgzxk =0,k=0n-2,0"""0) = gA = (-1)" (29
i=1

=1

de aqui obtenemos que

_1 n-+1
9i = ( )n yi=1,n (30)
H(:L‘i — Tg) H (wp — m4)
k=1 k=i+1

ahora () es la solucién particular de la ecuacién (10) con condiciones ini-
ciales
YF0)=0,k=0,n—1 (31)

y puede escribirse como

= igiew‘i + K
=1

y es evidente que K = ;—01, teniendo en cuenta las condiciones (31)

Zgl ,0 " (0) Zgz =0.k=Tn-1
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de aqui obtenemos g = (g1, 9o, - ,gn). La solucién 9(t) se puede escribir en
la forma
n 1 N(t) n
o= - 3o (Tarew)
k=1 0 k=1 i=1
donde N(t) = méax {j:t>t;}, derivando g veces obtenemos
tj <t<tjt1

n N(t) n
D (t) = Z%Aze/\k’t + Z Ck (Z gi/\gek’:(t_t’“)> q=1n-1
k=1 k=1 i=1

entonces

k=1 i=1 k=1
N n n
ch (Z gi)\ge)‘i(T_t’“)> =— ng)\Ze)‘kT, g=1n-1 (34)
k=1 i=1 k=1
Sean
n _ n 1
wkq:Zgi)\?eA"’(T_tk), g=1,n-1, k=1,N, Yo :ZyiekiT—a—O,
i=1 i=1

Vo= gMNNT, q=Tn—1, = (o, d1, - bu1)

=0

recordemos que
t
v'C = —’(/)1T7

C = —(E+~B) Y (VI +~b),
U (E 4+ vB) "1Vl + +b),
\I/t(E + ’}/B)_l(\lfl +’Yb) =1,
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b: (b13b27"' 7bn)7

T
bi:/ (Dt — ti)dt,i = TN,
t;

T n n
1
bl:/ E ?keAkt— E gk:eAk(t_ti) dt
ti \k=1 @ ) \iz1

ahora tenemos que

/OT Y2 (t)dt = /OT (¢1(t) + szz(t;) citha(t — ti)Q) &t

T N T
:/0 ¢1(t)dt+QZci/O U1 (E)eha(t — ti)dt

+Zc12c]/ Po(t — ti)a(t — t;)dt

i=1 j=1 tij

/ Vit dt+2201b +ZZQC] i

=1 j=1

= [|¢||* + 2¢b + CtBC’, ti; = max{t;,t;},

1\ ¢ o
b—/ Y1 () (t — t;)dt = /(nge _ao>zgjexj(t t) gt
:/ de/\ktzge/\(tt)dt %/ de)\(t ) gt

ti g=1 Lgl

ZZ?’“% Nt NI

k=1j=1 j=1

= 1/J2(t_t Yiho(t — ts)dt = nge/\k(t t)zg i (t=te) gy

t1s tzs k=1
n n T
k=1j=1 tis

e(/\k+)\ WT—=Xpts—Ajts) e()\k+/\ )(tis—Arti—Ajts)

_ZZ Ak + A

k=1 j=1

e}\kT—Aj(T—ti) _ e)\kti 1 n e}\j(T—ti) —1
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